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Ïóñòü ñ ôèêñèðîâàííîé ïîãðåøíîñòüþ èçâåñòåí êîíå÷íûé íà-
áîð êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå íåêîòîðîé ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè. ×òî
ìîæíî ñêàçàòü î ñàìîé ôóíêöèè è î åå ïðîèçâîäíûõ íà îñíîâàíèè
ýòîé èíôîðìàöèè? Âîïðîñ äîñòàòî÷íî åñòåñòâåííûé è äàëåêî íå íî-
âûé. Êàê ïîñòóïàþò íà ïðàêòèêå? Âûñîêî÷àñòîòíûå êîýôôèöèåí-
òû Ôóðüå îòáðàñûâàþò, à îñòàëüíûå ôèëüòðóþò, ò.å. óìíîæàþò íà
íåêîòîðûå ñãëàæèâàþùèå êîýôôèöèåíòû. Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷-
êè çðåíèÿ ýòà çàäà÷à ìîæåò áûòü ðåøåíà ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ðåãó-
ëÿðèçàöèè. Îäíàêî ïðè ýòîì âîçíèêàåò ðÿä âîïðîñîâ, êîòîðûå íå
ðåøàþòñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè ýòîãî ìåòîäà.
Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü äðóãîé ïîäõîä. Ïîëüçóÿñü íåêîòîðîé

àïðèîðíîé èíôîðìàöèåé î ïðèíàäëåæíîñòè ôóíêöèè íåêîòîðîìó
ìíîæåñòâó (êëàññó), ìû áóäåì èñêàòü â îïðåäåëåííîì ñìûñëå ñà-
ìûé ëó÷øèé ìåòîä, ïåðåáèðàÿ âñå âîçìîæíûå ìåòîäû. Íà ïåðâûé
âçãëÿä ýòà çàäà÷à êàæåòñÿ î÷åíü ñëîæíîé � êàê æå ïåðåáðàòü âñå
ìåòîäû? Íàøà öåëü � ïîêàçàòü, ÷òî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ è, â ÷àñòíî-
ñòè, â çàäà÷å âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèè ïî íåòî÷íî çàäàííûì êîýô-
ôèöèåíòàì Ôóðüå, òàêàÿ ïîñòàíîâêà ïîçâîëÿåò äîéòè äî êîíêðåò-
íûõ ìåòîäîâ.
Ïåðåéäåì ê òî÷íûì ôîðìóëèðîâêàì. Ïîëîæèì

Xp =

{
x = (x0, x1, . . .) :

∞∑
j=0

νj|xj|p <∞
}
, 1 ≤ p <∞,

ãäå xj ∈ K, K = R èëè K = C, à νj ≥ 0, ïðè÷åì ëèøü êîíå÷íîå
÷èñëî νj îáðàùàåòñÿ â íîëü. Åñëè ν0 = ν1 = . . . = 1, òî ñîîòâåòñòâó-
þùåå ïðîñòðàíñòâî Xp îáû÷íî îáîçíà÷àþò ÷åðåç lp, ïðè ýòîì

(1) ‖x‖p =

( ∞∑
j=0

|xj|p
)1/p

.

Ïóñòü çàäàí îïåðàòîð T : Xp → lp

Tx = (µ0x0, µ1x1, . . .),

ãäå µj ∈ K, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü |µj|p/νj äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ
j îãðàíè÷åíà (èç ýòîãî óñëîâèÿ âûòåêàåò, ÷òî Tx ∈ lp äëÿ âñåõ
x ∈ Xp).
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îá îïòèìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè çíà÷å-
íèé îïåðàòîðà T íà ìíîæåñòâå

Wp =

{
x ∈ Xp :

∞∑
j=0

νj|xj|p ≤ 1

}
ïî íåòî÷íî çàäàííûì êîîðäèíàòàì x0, . . . , xN . Òî÷íåå, ïðåäïîëàãà-
åòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ Wp èçâåñòåí âåêòîð y = (y0, . . . , yN), yj ∈
K, j = 0, . . . , N , òàêîé, ÷òî ‖INx−y‖lNp ≤ δ, ãäå INx = (x0, . . . , xN), à
‖ ·‖lNp îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (1), â êîòîðîì ñóììèðîâàíèå âåäåò-
ñÿ äî N . Ïî âåêòîðó y íàäî âîññòàíîâèòü íàèáîëåå òî÷íî çíà÷åíèå
Tx.
Ïîä ìåòîäàìè âîññòàíîâëåíèÿ ïîíèìàþòñÿ âñåâîçìîæíûå îòîá-

ðàæåíèÿ m : KN → lp. Äëÿ äàííîãî ìåòîäà m åãî ïîãðåøíîñòüþ
íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

eN(T,Wp, δ,m) = sup
x∈Wp, y∈KN

‖INx−y‖
lNp
≤δ

‖Tx−m(y)‖p.

Âåëè÷èíà
EN(T,Wp, δ) = inf

m : KN→lp
eN(T,Wp, δ,m)

íàçûâàåòñÿ ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ, à ìåòîä,
íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü, � îïòèìàëüíûì.
Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî νj > 0 äëÿ âñåõ j ≥ N + 1. Ïîëîæèì

A = sup
j≥N+1

|µj|p

νj
,

M = co{(0, 0) ∪ {(νj, |µj|p)}j∈N}+ {(t, tA) | t ≥ 0},
ãäå co Ω � âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà Ω. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ
θ(·) íà [0,∞) ïî ïðàâèëó: θ(t) = max{x | (t, x) ∈M}. ßñíî, ÷òî θ(·)
� âîãíóòàÿ ëîìàíàÿ.

Òåîðåìà. Ïðè âñåõ δ > 0

EN(T,Wp, δ) = δθ1/p(δ−p).

Ïóñòü δ−p ïðèíàäëåæèò òîìó ïðîìåæóòêó íà R+, ãäå θ(·) çàäà-
åòñÿ óðàâíåíèåì θ(t) = λ̂1 + λ̂2t. Åñëè λ̂1, λ̂2 > 0, òî äëÿ âñåõ αj,
0 ≤ j ≤ N , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

|µj − αj|q

ν
q/p
j λ̂

q/p
2

+
|αj|q

λ̂
q/p
1

≤ 1, 1 < p <∞, 1/p+ 1/q = 1,

|µj − αj|
νjλ̂2

≤ 1,
|αj|
λ̂1
≤ 1, p = 1,
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ìåòîäû

m̂(y) =
N∑
j=0

αjyjej,

ãäå {ej}j∈Z+ � ñòàíäàðòíûé áàçèñ, ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè. Åñ-

ëè λ̂1 = 0, òî m̂(y) = 0 � îïòèìàëüíûé ìåòîä, à åñëè λ̂2 = 0, òî

m̂(y) =
N∑
j=0

µjyjej

� îïòèìàëüíûé ìåòîä.

×àñòíûé ñëó÷àé ïðèâåäåííîãî çäåñü ðåçóëüòàòà ðàññìîòðåí â ðà-
áîòå [1], à åãî íåïðåðûâíûé àíàëîã, ò.å. äëÿ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà
ïðÿìîé, èññëåäîâàí â [2].
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