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Â ðàáîòå ðåøàåòñÿ çàäà÷à î íàèëó÷øåì (â òî÷íî îïðåäåëåííîì
ñìûñëå) ïðèáëèæåíèè ñ ôèêñèðîâàííîé òî÷íîñòüþ ïåðèîäè÷åñêèõ
ôóíêöèé è ôóíêöèé íà ïðÿìîé ñîîòâåòñòâåííî ïî íåòî÷íî çàäàííî-
ìó êîíå÷íîìó íàáîðó èõ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå è ïðåîáðàçîâàíèþ
Ôóðüå íà ïðîèçâîëüíîì ìíîæåñòâå êîíå÷íîé ìåðû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîýôôèöèåíòû Ôóðüå, ïðåîáðàçîâàíèå Ôó-
ðüå, ñîáîëåâñêèé êëàññ, ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à

Ââåäåíèå

Íà÷íåì ñ îáùåé ïîñòàíîâêè çàäà÷è î íàèëó÷øåì ïðèáëèæåíèè ñ
ôèêñèðîâàííîé òî÷íîñòüþ ýëåìåíòîâ äàííîãî êëàññà ïðè óñëîâèè,
÷òî ñàìè ýëåìåíòû èçâåñòíû ïðèáëèæåííî. Ïóñòü X � âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî, W � íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî (êëàññ) ýëåìåíòîâ â X.
Ïóñòü, äàëåå, Y � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, I : X → Y � ëè-
íåéíûé îïåðàòîð è δ ≥ 0. Ýëåìåíòû èç W èçâåñòíû ïðèáëèæåííî,
à èìåííî, î êàæäîì ýëåìåíòå x ∈ W èçâåñòåí (ìû �íàáëþäàåì�)
ýëåìåíò y ∈ Y òàêîé, ÷òî ‖Ix − y‖Y ≤ δ (åñëè δ = 0, òî èçâå-
ñòåí ýëåìåíò Ix). Òàêèì îáðàçîì, èíôîðìàöèÿ îá ýëåìåíòàõ èç W
îïðåäåëÿåòñÿ òðîéêîé (Y, I, δ).
Âîññòàíîâèòü ïî äàííîé èíôîðìàöèè çíà÷åíèÿ íåêîòîðîãî ëè-

íåéíîãî îïåðàòîðà T : X → Z íà êëàññå W ñ ôèêñèðîâàííîé òî÷-
íîñòüþ � ýòî çíà÷èò ïðåäúÿâèòü ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ ϕ : Y → Z,
äàþùèé íóæíóþ òî÷íîñòü (ïîãðåøíîñòü) ïðèáëèæåíèÿ, êîòîðàÿ
îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

e(δ, ϕ) = e(T,W, Y, I, δ, ϕ) = sup
x∈W, y∈Y
‖Ix−y‖Y ≤δ

‖Tx− ϕ(y)‖Z .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïàðû (Y, I) ìîæíî âûáèðàòü èç íåêîòîðîãî
ìíîæåñòâà I è ïðè ýòîì êàæäîé òàêîå ïàðå (Y, I) ñîïîñòàâëåíî
íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî v(Y, I), íàçûâàåìîå îáúåìîì èñïîëüçóåìîé

èíôîðìàöèè. Íàñ èíòåðåñóåò âîïðîñ: êàêîé ìèíèìàëüíûé îáúåì
èíôîðìàöèè íóæåí, ÷òîáû ïî íåé ìîæíî áûëî âîññòàíîâèòü çíà÷å-
íèÿ îïåðàòîðà T íà êëàññå W c ïîãðåøíîñòüþ, íå ïðåâîñõîäÿùåé

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ãðàíòû ��13-01-12447, 14-01-00456, 14-01-00744).
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çàäàííîãî ÷èñëà ε? Òî÷íåå, îáîçíà÷àÿ ÷åðåç Φ(Y ) ìíîæåñòâî âñåõ
îòîáðàæåíèé èç Y â Z, òðåáóåòñÿ äëÿ äàííûõ ε > 0 è δ ≥ 0 íàéòè
âåëè÷èíó

V (ε, δ) = inf{ v(Y, I) | ∃ (ϕ, (Y, I)) ∈ Φ(Y )× I : e(δ, ϕ) ≤ ε }

è òå íàáîðû (ϕ̂, (Ŷ , Î)), íà êîòîðûõ íèæíÿÿ ãðàíü äîñòèãàåòñÿ. Òà-
êèå íàáîðû áóäåì íàçûâàòü îïòèìàëüíûìè.
Åñëè ìíîæåñòâî òåõ (ϕ, (Y, I)) ∈ Φ(Y )×I, äëÿ êîòîðûõ e(δ, ϕ) ≤

ε, ïóñòî, òî ïîëàãàåì V (ε, δ) = +∞, è ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïî äàí-
íîé èíôîðìàöèè íåëüçÿ âîññòàíîâèòü ýëåìåíòû èç W ñ çàäàííîé
òî÷íîñòüþ.
Èñòîêè äàííîé ïîñòàíîâêè âîñõîäÿò ê ïîíÿòèþ ε-ýíòðîïèè ìíî-

æåñòâà, âåëè÷èíå, õàðàêòåðèçóþùåé íàèëó÷øåå ñ òî÷íîñòüþ äî ε
ïðèáëèæåíèå ìíîæåñòâà êîíå÷íûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ (ñì., íàïðè-
ìåð, [1]). Ñàìà ïîñòàíîâêà ÿâëÿåòñÿ â îïðåäåëåííîì ñìûñëå îáðàò-
íîé ê çàäà÷å îá îïòèìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè ôóíêöèé èç äàííîãî
êëàññà ïî èõ íåòî÷íî çàäàííîìó ñïåêòðó. Ïîäîáíûå çàäà÷è ðàñ-
ñìàòðèâàëèñü â ðÿäå ðàáîò àâòîðîâ. Îòìåòèì çäåñü ðàáîòû [2]�[7].

1. Ïåðèîäè÷åñêèé ñëó÷àé

Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå è W n
2 (T) � ñîáîëåâñêèé êëàññ 2π-ïåðèî-

äè÷åñêèõ ôóíêöèé x(·), ó êîòîðûõ (n−1)-àÿ ïðîèçâîäíàÿ àáñîëþò-
íî íåïðåðûâíà è ‖x(n)(·)‖L2(T) ≤ 1, ãäå

‖x(·)‖L2(T) =

(
1

2π

∫
T
|x(t)|2 dt

)1/2

.

Êîýôôèöèåíòû Ôóðüå x(·) ∈ W n
2 (T) çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè

cj = cj(x(·)) =
1

2π

∫
T
x(t)e−ijt dt, j ∈ Z.

Ñòàâèòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à. Ïóñòü äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî íàáî-
ðà öåëûõ ÷èñåë èìååòñÿ âîçìîæíîñòü èçìåðèòü (òî÷íî èëè ïðèáëè-
æåííî) êîýôôèöèåíòû Ôóðüå êàæäîé ôóíêöèè x(·) ∈ W n

2 (T) ñ íî-
ìåðàìè èç äàííîãî íàáîðà. Ìû õîòèì ïî ýòîé èíôîðìàöèè âîññòà-
íîâèòü ñàìè ýëåìåíòû x(·) è èõ k-óþ ïðîèçâîäíóþ (1 ≤ k ≤ n− 1)
â ìåòðèêå L2(T) ñ ôèêñèðîâàííîé òî÷íîñòüþ, âûáðàâ èç âñåõ òàêèõ
íàáîðîâ òîò, êîòîðûé èìååò ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ.
Óòî÷íèì ïîñòàíîâêó, ïðèâåäÿ åå â ñîîòâåòñòâèå ñ îáùåé ñõå-

ìîé. Ïóñòü X � ïðîñòðàíñòâî 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé, ó êî-
òîðûõ (n − 1)-àÿ ïðîèçâîäíàÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíà, à n-àÿ ïðî-
èçâîäíàÿ ïðèíàäëåæèò L2(T), W = W n

2 (T), Z = L2(T). Êàæäî-

ìó êîíå÷íîìó íàáîðó α öåëûõ ÷èñåë ñîïîñòàâèì ïàðó (l
N(α)
∞ , Iα),

ãäå N(α) � ÷èñëî ýëåìåíòîâ â íàáîðå, l
N(α)
∞ � ïðîñòðàíñòâî CN(α)

âåêòîðîâ y = (y1, . . . , yN(α)) ñ íîðìîé ‖y‖
l
N(α)
∞

= max1≤i≤N(α) |yi| è
Iα : X → l

N(α)
∞ � ëèíåéíûé îïåðàòîð, ñîïîñòàâëÿþùèé ôóíêöèè



ÍÀÈËÓ×ØÀß ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈß 3

x(·) åå êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ñ íîìåðàìè èç íàáîðà α. Èòàê, â íà-

øåì ñëó÷àå I � ýòî ìíîæåñòâî ïàð (l
N(α)
∞ , Iα), çàíóìåðîâàííîå êî-

íå÷íûìè ïîäìíîæåñòâàìè öåëûõ ÷èñåë, à èíôîðìàöèÿ (l
N(α)
∞ , Iα, δ)

î ôóíêöèè x(·) ∈ W n
2 (T) ïðè δ = 0 ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìû çíàåì

êîýôôèöèåíòû Ôóðüå x(·) ñ íîìåðàìè èç α, à åñëè δ > 0, òî ìû
ðàñïîëàãàåì N(α) ÷èñëàìè, êàæäîå èç êîòîðûõ îòëè÷àåòñÿ îò ñî-
îòâåòñòâóþùåãî êîýôôèöèåíòà Ôóðüå ïî ìîäóëþ íå áîëåå, ÷åì íà

δ. Ïîëàãàåì v(l
N(α)
∞ , Iα) = N(α).

Ïóñòü 0 ≤ k ≤ n − 1, Dk � îïåðàòîð k-ãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

(D0 � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð) è ϕ : l
N(α)
∞ → L2(T) � ìåòîä âîñ-

ñòàíîâëåíèÿ. Åãî ïîãðåøíîñòü, ñîãëàñíî îáùåé ñõåìå, èìååò âèä

e(δ, ϕ) = e(Dk,W n
2 (T), lN(α)

∞ , Iα, δ, ϕ) =

= sup
x(·)∈Wn

2 (T), y∈lN(α)
∞

‖Iαx(·)−y‖
l
N(α)
∞

≤δ

‖Dkx(·)− ϕ(y)(·)‖L2(T).

Èíòåðåñóþùàÿ íàñ âåëè÷èíà â äàííîì ñëó÷àå òàêîâà

V (ε, δ) = inf{N(α) | ∃ (ϕ, (lN(α)
∞ , Iα)) ∈ Φ(lN(α)

∞ )× I : e(δ, ϕ) ≤ ε }.

Êðîìå òîãî, íàñ èíòåðåñóþò òàêèå α̂ è ϕ̂, ÷òî íà íàáîðàõ

(ϕ̂, (l
N(α̂)
∞ , Iα̂)) äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü. Â ýòîì ñëó÷àå ìû ãîâî-

ðèì, ÷òî α̂ � îïòèìàëüíûé íàáîð, à ϕ̂ � îïòèìàëüíûé ìåòîä.
Ïîëîæèì ïðè δ > 0

Nδ = max

{
N ∈ Z+ | 2δ2

N∑
j=0

j2n < 1

}
,

è N0 = +∞, à òàêæå äëÿ êàæäîãî m ∈ Z+ îáîçíà÷èì

εm =

(
1

(m+ 1)2(n−k)
+ 2δ2

m∑
j=0

j2k

(
1−

(
j

m+ 1

)2(n−k)
))1/2

.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî åñëè δ > 0, òî 1 = ε0 > ε1 > . . . > εNδ .

Òåîðåìà. Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå, k � öåëîå, 0 ≤ k ≤ n − 1 è

ε > 0. Òîãäà, åñëè ε ≥ 1 è k ≥ 1, òî V (ε, δ) = 0. Åñëè ε ≥ 1 è

k = 0, òî V (ε, δ) = 1, à îïòèìàëüíîå ìíîæåñòâî � α = {0}. Ïðè
εm ≤ ε < εm−1, m = 1, 2, . . . , Nδ,

V (ε, δ) =

{
2m+ 1, k = 0,

2m, k ≥ 1.

Îïòèìàëüíîå ìíîæåñòâî �

α =

{
{0,±1, . . . ,±m}, k = 0,

{±1, . . . ,±m}, k ≥ 1.
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Îïòèìàëüíûé ìåòîä èìååò âèä

ϕ̃(y)(t) =
∑
|j|≤m

(ij)k

(
1−

(
j

m+ 1

)2(n−k)
)
yje

ijt.

Åñëè δ > 0 è ε < εNδ , òî V (ε, δ) = +∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü α � íàáîð öåëûõ ÷èñåë, δ ≥ 0 è ϕ : l
N(α)
∞ →

L2(T).

1) Îöåíèì ñíèçó âåëè÷èíó e(Dk,W n
2 (T), l

N(α)
∞ , Iα, δ, ϕ). Ñíà÷àëà

ïîêàæåì, ÷òî îíà íå ìåíüøå çíà÷åíèÿ çàäà÷è

(1) ‖x(k)(·)‖L2(T) → max, ‖Iαx(·)‖
l
N(α)
∞
≤ δ, ‖x(n)(·)‖L2(T) ≤ 1,

ò. å. âåëè÷èíû âåðõíåé ãðàíè ìàêñèìèçèðóåìîãî ôóíêöèîíàëà ïðè
äàííûõ îãðàíè÷åíèÿõ.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü x(·) � äîïóñòèìàÿ ôóíêöèÿ â (1) (ò. å.

x(·) óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèÿì çàäà÷è), òîãäà, î÷åâèäíî, ôóíê-
öèÿ −x(·) òàêæå äîïóñòèìà è ìû èìååì

2‖x(k)(·)‖L2(T) ≤ ‖x(k)(·)−ϕ(0)(·)‖L2(T) +‖−x(k)(·)−ϕ(0)(·)‖L2(T) ≤
≤ 2 sup

‖Iαx(·)‖
l
N(α)
∞

≤δ, ‖x(n)(·)‖L2(T)≤1

‖x(k)(·)− ϕ(0)(·)‖L2(T) ≤

≤ 2 sup
‖Iαx(·)−y‖

l
N(α)
∞

≤δ

y∈lN(α)
∞ , ‖x(n)(·)‖L2(T)≤1

‖x(k)(·)− ϕ(y(·))(·)‖L2(T).

Ïåðåõîäÿ ñëåâà ê âåðõíåé ãðàíè ïî âñåì äîïóñòèìûì ôóíêöèÿì â
(1), ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.
2) Òåïåðü îöåíèì ñíèçó çíà÷åíèå çàäà÷è (1). Â ñèëó ðàâåíñòâà

Ïàðñåâàëÿ êâàäðàò åå çíà÷åíèÿ ðàâåí çíà÷åíèþ òàêîé çàäà÷è

(2)
∑
j∈Z

j2k|cj|2 → max, |cj| ≤ δ, j ∈ α,
∑
j∈Z

j2n|cj|2 ≤ 1.

Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî k ≥ 1 (ñëó÷àé k = 0 ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëî-
ãè÷íî è ïðîùå). Äëÿ êàæäîãî s ∈ N îáîçíà÷èì ∆s = {±1, . . . ,±s }
è ïîëîæèì

ŝ = max{ s ∈ N | card (α ∩∆s) = 2s },

ñ÷èòàÿ, ÷òî ŝ = 0, åñëè ìíîæåñòâî â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ ïóñòî. Äà-
ëåå, ïóñòü

p0 = max

{
p | 2δ2

p∑
j=0

j2n < 1, 0 ≤ p ≤ ŝ

}
.
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Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü cj, j ∈ Z, îïðåäåëåííóþ ñëåäó-
þùèì îáðàçîì: åñëè p0 < ŝ, òî cj = δ ïðè |j| ≤ p0,

cp0+1 = c−(p0+1) =
1√
2

(p0 + 1)−n

√√√√1− 2δ2

p0∑
j=0

j2n

è cj = 0 äëÿ îñòàëüíûõ j. Åñëè æå p0 = ŝ, òî ÿñíî, ÷òî ëèáî p0 + 1,
ëèáî −(p0 + 1) íå ïðèíàäëåæèò α. Ïóñòü m � òî èç ýòèõ ÷èñåë,
êîòîðîå íå ïðèíàäëåæèò α. Ïîëîæèì

cm = (p0 + 1)−n

√√√√1− 2δ2

p0∑
j=0

j2n,

cj = δ ïðè |j| ≤ p0 è cj = 0 äëÿ îñòàëüíûõ j. Îïðåäåëåííàÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé â çàäà÷å (2). Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè p0 < ŝ, òî |cj| ≤ δ, êîãäà |j| = p0 + 1, òàê êàê èíà÷å

1√
2

(p0 + 1)−n

√√√√1− 2δ2

p0∑
j=0

j2n > δ ⇔ 2δ2

p0+1∑
j=0

j2n < 1,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ p0. Êðîìå òîãî, î÷åâèäíî, ÷òî∑
j∈Z j

2n|cj|2 = 1. Ýòî ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ è êîãäà p0 = ŝ.
Ñëåäîâàòåëüíî, çíà÷åíèå çàäà÷è (2) íå ìåíüøå, ÷åì çíà÷åíèå

ìàêñèìèçèðóåìîãî ôóíêöèîíàëà íà ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ò. å.
íå ìåíüøå âåëè÷èíû

2δ2

p0∑
j=0

j2k + (p0 + 1)−2(n−k)

(
1− 2δ2

p0∑
j=0

j2n

)
= ε2

p0
.

Îòñþäà è èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà âûòåêàåò, ÷òî

(3) e(δ, ϕ) = e(Dk,W n
2 (T), lN(α)

∞ , Iα, δ, ϕ) ≥ εp0 .

3) Ïîêàæåì, ÷òî ýòà îöåíêà äîñòèãàåòñÿ äëÿ ìåòîäà

ϕ̃(y)(t) =
∑
|j|≤p0

(ij)kωjyje
ijt,

ãäå

ωj = 1−
(

j

p0 + 1

)2(n−k)

, |j| ≤ p0.

Êâàäðàò ïîãðåøíîñòè ýòîãî ìåòîäà ðàâåí, ïî îïðåäåëåíèþ, çíà÷å-
íèþ ñëåäóþùåé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è

(4)
∑
|j|≤p0

j2k|cj − ωjyj|2 +
∑
|j|>p0

j2k|cj|2 → max,

|cj − yj| ≤ δj, j ∈ α,
∑
j∈Z

j2n|cj|2 ≤ 1.
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Îöåíèì ñâåðõó åå çíà÷åíèå. Ïîëîæèì

λ = (p0 + 1)−2(n−k), λj = j2kωj, |j| ≤ p0.

Åñëè 0 < |j| ≤ p0, òî ïî íåðàâåíñòâó Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî (èñïîëü-
çóÿ ëåãêî ïðîâåðÿåìîå ðàâåíñòâî

j2k

(
ω2
j

λj
+

(1− ωj)2

j2nλ

)
,

áóäåì èìåòü

j2k|cj − ωjyj|2 = j2k|ωj(cj − yj) + cj(1− ωj)|2 ≤

≤ j2k

(
ω2
j

λj
+

(1− ωj)2

j2nλ

)(
|cj − yj|2λj + |cj|2λj2n

)
=

= |cj − yj|2λj + |cj|2λj2n.

Åñëè |j| > p0, òî, î÷åâèäíî, j
2k ≤ λj2n. Èç ïîëó÷åííûõ ñîîòíîøå-

íèé ñëåäóåò, ÷òî ìàêñèìèçèðóåìûé ôóíêöèîíàë â (4) îöåíèâàåòñÿ
ñâåðõó âåëè÷èíîé∑

|j|≤p0

|cj − yj|2λj + λ
∑
|j|>p0

j2n|cj|2 ≤ δ2
∑
|j|≤p0

λj + λ = ε2
p0
.

Îòñþäà è (3) âûòåêàåò, ÷òî

(5) e(δ, ϕ̃) = εp0 .

4) Ïóñòü εm ≤ ε < εm−1 äëÿ íåêîòîðîãî m ≥ 1. Òîãäà äëÿ íàáîðà
α = {±1, . . . ,±m} èç (5) ñëåäóåò, ÷òî

e(0, ϕ̃) = εm ≤ ε.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò α è ìåòîä ϕ òàêèå, ÷òî N(α) < 2m
è e(0, ϕ) ≤ ε. Òîãäà ŝ ≤ m è p0 ≤ m − 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ñ ó÷åòîì
(3)

ε < εm−1 ≤ εp0 ≤ e(0, ϕ) ≤ ε.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî V (ε, 0) = 2m. Ñëó÷àé
ε ≥ 1 ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
Ïóñòü δ > 0 è ε < εNδ . Â ñèëó òîãî, ÷òî äëÿ âñåõ α p0 ≤ Nδ, äëÿ

ëþáîãî ìåòîäà
e(δ, ϕ) ≥ εp0 ≥ εNδ > ε.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå V (ε, δ) = +∞. �

2. Íåïåðèîäè÷åñêèé ñëó÷àé

Çäåñü ìû ðàññìàòðèâàåì ôóíêöèè íà ïðÿìîé. Ïóñòü W n
2 (R) �

ñîáîëåâñêèé êëàññ ôóíêöèé x(·), ó êîòîðûõ (n − 1)-àÿ ïðîèçâîä-
íàÿ ëîêàëüíî àáñîëþòíî íåïðåðûâíà è ‖x(n)(·)‖L2(R) ≤ 1. Ñòàâèò-
ñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à. Ïóñòü äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî ïîäìíîæå-
ñòâà R êîíå÷íîé ëåáåãîâîé ìåðû èìååòñÿ âîçìîæíîñòü èçìåðèòü
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(òî÷íî èëè ïðèáëèæåííî) ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå êàæäîé ôóíê-
öèè x(·) ∈ W n

2 (T) íà ýòîì ìíîæåñòâå. Ïî ýòîé èíôîðìàöèè ìû
õîòèì âîññòàíîâèòü ñàìè ýëåìåíòû x(·) è èõ k-óþ ïðîèçâîäíóþ
(1 ≤ k ≤ n − 1) â ìåòðèêå L2(R) ñ ôèêñèðîâàííîé òî÷íîñòüþ, âû-
áðàâ èç âñåõ ýòèõ ìíîæåñòâ òî, êîòîðîå èìååò ìèíèìàëüíóþ ìåðó.
Óòî÷íèì ïîñòàíîâêó, ïðèâåäÿ åå â ñîîòâåòñòâèå ñ îáùåé ñõåìîé.

ÏóñòüX � ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé íà R, ó êîòîðûõ (n−1)-àÿ ïðîèç-
âîäíàÿ ëîêàëüíî àáñîëþòíî íåïðåðûâíà, à n-àÿ ïðîèçâîäíàÿ ïðè-
íàäëåæèò L2(R),W = W n

2 (R), Z = L2(R) è ïóñòü F : L2(R)→ L2(R)
� ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå. Êàæäîìó ìíîæåñòâó A ⊂ R êîíå÷íîé ëå-
áåãîâîé ìåðû ñîïîñòàâèì ïàðó (L2(A), IA), ãäå IA : X → L2(A) � ëè-
íåéíûé îïåðàòîð, ñîïîñòàâëÿþùèé ôóíêöèè x(·) ôóíêöèþ Fx(·)|A
� ñóæåíèå Fx(·) íà A. Òàêèì îáðàçîì, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó-
÷àå I � ýòî ìíîæåñòâî ïàð (L2(A), IA), çàíóìåðîâàííîå ïîäìíî-
æåñòâàìè A êîíå÷íîé ìåðû, à èíôîðìàöèÿ (L2(A), IA, δ) î ôóíê-
öèè x(·) ∈ W n

2 (R) ïðè δ = 0 ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìû çíàåì ïðå-
îáðàçîâàíèå Ôóðüå x(·) íà A, à åñëè δ > 0, òî ìû çíàåì ëèøü
ôóíêöèþ y(·) ∈ L2(A) òàêóþ, ÷òî ‖Fx(·)− y(·)‖L2(A) ≤ δ. Ïîëàãàåì
v(L2(A), IA) = mesA.
Ïóñòü, êàê è ðàíüøå, Dk � îïåðàòîð k-ãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

(D0 � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð), A � ìíîæåñòâî êîíå÷íîé ìåðû
è ϕ : L2(A) → L2(R) � ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ. Åãî ïîãðåøíîñòü,
ñîãëàñíî îáùåé ñõåìå, èìååò âèä

e(δ, ϕ) = e(Dk,W n
2 (R), L2(A), IA, δ, ϕ) =

= sup
x(·)∈Wn

2 (R), y(·)∈L2(A)
‖Fx(·)−y(·)‖L2(A)≤δ

‖Dkx(·)− ϕ(y)(·)‖L2(R)

è

V (ε, δ) = inf{mesA | ∃ (ϕ, (L2(A), IA)) ∈ Φ(L2(A))×I : e(δ, ϕ) ≤ ε }.

Åñëè äëÿ Â è ϕ̂ íà íàáîðå (ϕ̂, (L2(Â), IÂ)) äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì,

òî ìû ãîâîðèì, ÷òî Â � îïòèìàëüíîå ìíîæåñòâî, à ϕ̂ � îïòèìàëü-
íûé ìåòîä.

Òåîðåìà. Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå, k � öåëîå, 0 ≤ k ≤ n − 1 è

ε > 0. Òîãäà
V (ε, 0) = ε−

1
n−k .

Îïòèìàëüíîå ìíîæåñòâî � îòðåçîê Â = [−σε, σε], ãäå 2σε =
V (ε, 0). Îïòèìàëüíûé ìåòîä èìååò âèä

ϕ̂(Fx(·)|Â)(t) =
1

2π

∫
Â

(iξ)kFx(ξ)eiξt dξ.

Ïóñòü δ > 0. Åñëè

ε <

(
δ2

2π

)n−k
2n

,
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òî V (ε, δ) = +∞, à åñëè

ε ≥
(
δ2

2π

)n−k
2n

,

òî V (ε, δ) = 2σε, ãäå σε � åäèíñòâåííûé êîðåíü óðàâíåíèÿ

n− k
n

(
k

n

) k
n−k δ2

2π
σ2k +

1

σ2(n−k)
= ε2.1

Îïòèìàëüíîå ìíîæåñòâî � îòðåçîê Â = [−σε, σε]. Îïòèìàëüíûé
ìåòîä èìååò âèä

ϕ̂(y(·))(t) =
1

2π

∫
Â

(iξ)k

(
1 +

n

n− k

(n
k

) k
n−k
(
ξ

σε

)2n
)−1

y(ξ)eiξt dξ.

Îòìåòèì, ÷òî ïî òî÷íîé èíôîðìàöèè (δ = 0) î ïðåîáðàçîâà-
íèè Ôóðüå ìîæíî âîññòàíîâèòü ýëåìåíòû êëàññà W n

2 (R) ñ ëþ-
áîé òî÷íîñòüþ, è íàèëó÷øèé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ k-ïðîèçâîäíîé
(0 ≤ k ≤ n−1) �åñòåñòâåííûé� � íàäî âçÿòü k-óþ ïðîèçâîäíóþ (åñ-
ëè k ≥ 1) îò îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå íà îòðåçêå [−σε, σε].
Åñëè æå δ > 0, òî óæå íå äëÿ âñåõ ε ìîæíî âîññòàíîâèòü ôóíêöèè

è èõ k-ûå ïðîèçâîäíûå ñ äàííîé òî÷íîñòüþ, à äëÿ òåõ ε, äëÿ êî-
òîðûõ ýòî âîçìîæíî, îïòèìàëüíûé ìåòîä èñïîëüçóåò èíôîðìàöèþ
òîëüêî íà îòðåçêå [−σε, σε] è ïðè ýòîì åå ïðåäâàðèòåëüíî �ñãëàæè-
âàåò�.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A � ìíîæåñòâî êîíå÷íîé ìåðû â R, δ ≥ 0
è ϕ : L2(A)→ L2(R).
1) Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî âåëè÷èíà e(Dk,W n

2 (R), L2(A), IA, δ, ϕ)
íå ìåíüøå çíà÷åíèÿ çàäà÷è

(6) ‖x(k)(·)‖L2(R) → max, ‖Fx(·)‖L2(A) ≤ δ, ‖x(n)(·)‖L2(R) ≤ 1

(ãäå ‖Fx(·)‖L2(A) ≤ δ ïðè δ = 0 îçíà÷àåò, ÷òî Fx(·)|A = 0). Äåé-
ñòâèòåëüíî, ïóñòü x(·) � äîïóñòèìàÿ ôóíêöèÿ â (6) (ò. å. x(·) óäî-
âëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèÿì çàäà÷è), òîãäà, î÷åâèäíî, ôóíêöèÿ −x(·)
òàêæå äîïóñòèìà è ìû èìååì

2‖x(k)(·)‖L2(R) ≤ ‖x(k)(·)−ϕ(0)(·)‖L2(R) +‖−x(k)(·)−ϕ(0)(·)‖L2(R) ≤
≤ 2 sup

‖Fx(·)‖L2(A)≤δ, ‖x(n)(·)‖L2(R)≤1

‖x(k)(·)− ϕ(0)(·)‖L2(R) ≤

≤ 2 sup
‖Fx(·)−y(·)‖L2(A)≤δ

y(·)∈L2(A), ‖x(n)(·)‖L2(R)≤1

‖x(k)(·)− ϕ(y(·))(·)‖L2(R).

Ïåðåõîäÿ ñëåâà ê âåðõíåé ãðàíè ïî âñåì äîïóñòèìûì ôóíêöèÿì â
(6), ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

1×òîáû âêëþ÷èòü ñëó÷àé k = 0 ñ÷èòàåì çäåñü, ÷òî 00 = 1 è ÷òî ∞0 = 1 â
îïòèìàëüíîì ìåòîäå íèæå.
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2) Ïîëîæèì

â = sup{ a ≥ 0 | mes{A ∩ [−a, a] } = 2a}

è ïîêàæåì, ÷òî åñëè â = 0, òî çíà÷åíèå çàäà÷è (6) ðàâíî áåñêî-
íå÷íîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, â îáðàçàõ Ôóðüå êâàäðàò çíà÷åíèÿ ýòîé
çàäà÷è, ñîãëàñíî òåîðåìå Ïëàíøåðåëÿ, ðàâåí çíà÷åíèþ òàêîé çàäà-
÷è

(7)
1

2π

∫
R
ξ2k|Fx(ξ)|2 dξ → max,

∫
A

|Fx(ξ)|2(ξ) dξ ≤ δ2,

1

2π

∫
R
ξ2n|Fx(ξ)|2 dξ ≤ 1.

Òàê êàê â = 0, òî mes{Mσ∩ [−ε, ε]} < 2ε äëÿ ëþáîãî ε > 0 è çíà÷èò,
ìåðà ìíîæåñòâà Ωε = {(R \ Mσ) ∩ [−ε, ε]} ïîëîæèòåëüíà. Ïóñòü
ôóíêöèÿ xε(·) òàêîâà, ÷òî

Fxε(ξ) =


√

2π

(∫
Ωε
τ 2n dτ

)−1/2

, ξ ∈ Ωε

0, ξ /∈ Ωε.

Ýòà ôóíêöèÿ äîïóñòèìà â çàäà÷å (7) è

1

2π

∫
R
ξ2k|Fxε(ξ)|2 dξ =

∫
Ωε
ξ2k dξ∫

Ωε
τ 2n dτ

=

∫
Ωε
ξ2nξ−2(n−k) dξ∫

Ωε
τ 2n dτ

≥ ε−2(n−k),

îòêóäà, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε, ñëåäóåò, ÷òî çíà÷åíèå ìàêñèìè-
çèðóåìîãî ôóíêöèîíàëà â (7) ìîæåò áûòü ñäåëàíî ñêîëü óãîäíî
áîëüøèì.
3) Ïóñòü δ = 0. Ïîêàæåì, ÷òî

(8) e(0, ϕ) = e(Dk,W n
2 (R), L2(A), IA, 0, ϕ) ≥ σ−(n−k),

ãäå 2σ = mesA.
Òàê êàê δ = 0, òî ïåðâîå îãðàíè÷åíèå â çàäà÷å (7) îçíà÷àåò, ÷òî

Fx(ξ) = 0 äëÿ ï. â. ξ ∈ A è òîãäà ñàìà çàäà÷à (7) ïåðåïèñûâàåòñÿ
â ýòîì ñëó÷àå òàê

(9)
1

2π

∫
R\A

ξ2k|Fx(ξ)|2 dξ → max,
1

2π

∫
R\A

ξ2n|Fx(ξ)|2 dξ ≤ 1.

Îöåíèì ñíèçó åå çíà÷åíèå. Åñëè â = 0, òî, êàê ïîêàçàíî â ï. 2), ýòî
çíà÷åíèå ðàâíî +∞. Òîãäà ñîãëàñíî ï. 1) e(0, ϕ) = +∞ è (8) âûïîë-
íÿåòñÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì. Ïóñòü â > 0. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî
m ìíîæåñòâî [−â− 1/m, â+ 1/m] \ [−â, â] ñîäåðæèò ïîäìíîæåñòâî
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ïîëîæèòåëüíîé ìåðû Em, íå ïðèíàäëåæàùåå A (èíà÷å ýòî ïðîòèâî-
ðå÷èëî áû îïðåäåëåíèþ â). Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíê-
öèé xm(·) ∈ L2(R), ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå êîòîðûõ èìååò âèä

Fxm(ξ) =


√

2π
mesEm

(
â+ 1

m

)−n
, ξ ∈ Em,

0, ξ /∈ Em.

Ïðîñòàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòè ôóíêöèè äîïóñòèìû â çàäà-
÷å (9). Äàëåå

1

2π

∫
R\A

ξ2k|Fxm(ξ)|2 dξ ≥ 1

mesEm

(
â+

1

m

)−2n

â2k mesEm →

→ â−2(n−k) ≥ σ−2(n−k),

òàê êàê, î÷åâèäíî, â ≤ σ è çíà÷èò, çíà÷åíèå çàäà÷è (9) íå ìåíü-
øå σ−2(n−k). Òîãäà â ñèëó äîêàçàííîãî â ï. 1) è òîãî, ÷òî çíà÷å-
íèå çàäà÷è (9) ðàâíî êâàäðàòó çíà÷åíèÿ çàäà÷è (6) ïîëó÷àåì, ÷òî
e(0, ϕ) ≥ σ−(n−k), à ýòî è åñòü (8).
4) Ïîêàæåì, ÷òî â íåðàâåíñòâå (8) äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî, êîãäà

A = [−σ, σ], à ìåòîä, ÷òî â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû, íî ñ σ âìåñòî σε.
Îáîçíà÷èì ýòîò ìåòîä ϕ̃. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî x(·) ∈ W n

2 (R)
èìååì ïî òåîðåìå Ïëàíøåðåëÿ

‖x(k)(·)− ϕ̃(Fx(·)|[−σ,σ])(·)‖2
L2(R) =

1

2π

∫
R\[−σ,σ]

ξ2k|Fx(ξ)|2 dξ =

=
1

2π

∫
R\[−σ,σ]

ξ−2(n−k)ξ2n|Fx(ξ)|2 dξ ≤

≤ σ−2(n−k) 1

2π

∫
R
ξ2n|Fx(ξ)|2 dξ ≤ σ−2(n−k),

ò. å. e(Dk,W n
2 (R), L2([−σ, σ]), I[−σ,σ], 0, ϕ̃) ≤ σ−(n−k) è çíà÷èò, íåðà-

âåíñòâî (8) òî÷íîå.

5) Òåïåðü ìû ìîæåì äîêàçàòü, ÷òî V (ε, 0) = ε−
1

n−k äëÿ ëþáîãî

ε > 0. Â ñàìîì äåëå, äëÿ äàííîãî ε > 0 ïîëîæèì σε = ε−
1

n−k . Ñî-
ãëàñíî ï. 4) äëÿ ìíîæåñòâà Aε = [−σε/2, σε/2] è ñîîòâåòñòâóþùåãî
ìåòîäà ϕ̃ ñïðàâåäëèâà îöåíêà e(Dk,W n

2 (R), L2(Aε), IAε , 0, ϕ̃) ≤ ε è

çíà÷èò, V (ε, 0) ≤ ε−
1

n−k . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåðàâåíñòâî ñòðîãîå,
ò. å. ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî A, mesA = 2σ, è ìåòîä ϕ òàêèå, ÷òî
σ < σε è e(D

k,W n
2 (R), L2(A), IA, 0, ϕ) ≤ ε. Òîãäà ñ ó÷åòîì (8) èìååì

ε = σ
−(n−k)
ε < σ−(n−k) ≤ e(Dk,W n

2 (R), L2(A), IA, 0, ϕ) ≤ ε. Ïîëó÷åí-

íîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî V (ε, 0) = ε−
1

n−k .
Îïòèìàëüíîñòü ìíîæåñòâà è ìåòîäà, óêàçàííûõ â òåîðåìå ñëå-

äóåò èç ïðèâåäåííûõ ðàññóæäåíèé.
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6) Ïóñòü δ > 0. Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî k ≥ 1 (ñëó÷àé k = 0 ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî, íî òåõíè÷åñêè çíà÷èòåëüíî ïðîùå). Îáîçíà-
÷èì

σ̂ =
(n
k

) 1
2(n−k)

(
δ2

2π

)− 1
2n

è ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìåòîäà ϕ è ìíîæåñòâà A, mesA = 2σ,
ñïðàâåäëèâà îöåíêà

(10) e(Dk,W n
2 (R), L2(A), IA, δ, ϕ) ≥

≥



√
n− k
n

(
k

n

) k
n−k δ2

2π
σ2k +

1

σ2(n−k)
, σ ≤ σ̂,

(
δ2

2π

)n−k
2n

, σ ≥ σ̂.

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ ñïðàâà, ïåðåìåííîé σ, îïðåäåëåííàÿ íà ïî-
ëóèíòåðâàëå (0, σ̂], ìîíîòîííî óáûâàåò íà ýòîì ïîëóèíòåðâàëå è â
òî÷êå σ̂ åå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ðàâíî (δ2/2π)(n−k)/2n. Íè äëÿ êà-
êèõ A è ϕ ïîãðåøíîñòü íå ìîæåò áûòü ìåíüøå ýòîé âåëè÷èíû.
Îöåíèì ñíèçó çíà÷åíèå çàäà÷è (7). Åñëè â = 0, òî ñî-

ãëàñíî ï. 2) îíî ðàâíî +∞, à òîãäà èç ï. 1) ñëåäóåò, ÷òî
e(Dk,W n

2 (R), L2(A), IA, δ, ϕ) = +∞ è (10) âûïîëíÿåòñÿ òðèâèàëü-
íûì îáðàçîì.
Ïóñòü â > 0. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà σ < σ̂. Äëÿ êàæäîãî

íàòóðàëüíîãî m îáîçíà÷èì

Cm = 1− 1

2π

((
k

n

) 1
2(n−k)

â+
1

2m

)2n

.

Ïîñêîëüêó â ≤ σ < σ̂, òî Cm > 0 äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ m. Äà-
ëåå, òàê êàê γ = (k/n)1/2(n−k) < 1, òî îòðåçîê ∆m = [γâ−1/2m, γâ+
1/2m] ïðèíàäëåæèò îòðåçêó [−â, â] äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõm. Íà-
êîíåö, ïóñòü Em � ìíîæåñòâî, îïðåäåëåííîå â ï. 3). Äëÿ óêàçàííûõ
m ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ôóíêöèé xm(·), ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå êî-
òîðûõ èìååò âèä

Fxm(ξ) =


√

2π
mesEm

(
â+ 1

m

)−n√
Cm, ξ ∈ Em,

√
m δ, ξ ∈ ∆m,

0 ξ /∈ Em ∪∆m.
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Íåñëîæíàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî xm(·) � äîïóñòèìûå ôóíêöèè
â çàäà÷å (7). Äàëåå

(11)
1

2π

∫
R
ξ2k|Fxm(ξ)|2 dξ =

1

2π

∫
Em

ξ2k|Fxm(ξ)|2 dξ+

+
1

2π

∫
∆m

ξ2k|Fxm(ξ)|2 dξ ≥
(
â+

1

m

)−2n

Cm â2k+

+
δ2

2π

(
k

n

) k
n−k

â2k → n− k
n

(
k

n

) k
n−k δ2

2π
â2k +

1

â2(n−k)
.

Âûðàæåíèå ñïðàâà, êàê ôóíêöèÿ â, ìîíîòîííî óáûâàåò íà ïîëóèí-
òåðâàëå (0, σ̂] è òàê êàê â ≤ σ < σ̂, òî çíà÷åíèå çàäà÷è (7) íå ìåíüøå
âûðàæåíèÿ ñïðàâà ïîä êîðíåì â (10). Â ñèëó ï. 1 ýòî äîêàçûâàåò
îöåíêó (10) ïðè σ < σ̂.
Ïóñòü σ ≥ σ̂. Åñëè â < σ̂, òî òå æå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è âûøå ïðè-

âîäÿò ê ôîðìóëå (11). Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ ñïðàâà â

(11) ðàâíî (δ2/2π)
n−k
n . Ýòî äîêàçûâàåò (10) â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó-

÷àå.
Ïóñòü â ≥ σ̂. Òàê êàê γ1 = (δ2/2π)

− 1
2n < σ̂, òî äëÿ äîñòàòî÷íî

áîëüøèõ m îòðåçîê ∆m = [γ1 − 1/m, γ1] ïðèíàäëåæèò ïîëóèíòåð-
âàëó (0, σ̂]. Äëÿ òàêèõ m ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé
xm(·), ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå êîòîðûõ èìååò âèä

Fxm(ξ) =

{√
m δ, ξ ∈ ∆m,

0, ξ /∈ ∆m.

Ñíîâà ïðîñòàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòî äîïóñòèìûå ôóíêöèè
â çàäà÷å (7) è

1

2π

∫
R
ξ2k|Fxm(ξ)|2 dξ ≥ δ2

2π

((
δ2

2π

)− 1
2n

− 1

m

)2k

→
(
δ2

2π

)n−k
n

,

ò. å. îöåíêà (10) äîêàçàíà.
Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ýòà îöåíêà äîñòèãàåòñÿ íà ìíîæåñòâå A =

[−σ, σ] è ìåòîäå èç ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû ñ σ âìåñòî σε. Îáî-
çíà÷èì ýòîò ìåòîä ϕ̃. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü x(·) ∈ W n

2 (R), y(·) ∈
L2([−σ, σ]) è ‖Fx(·) − y(·)‖L2([−σ,σ]) ≤ δ. Ïîëîæèì σ0 = min(σ, σ̂) è
îáîçíà÷èì

λ1 =
n− k
n

(
k

n

) k
n−k

σ2k
0 , λ2 = σ

−2(n−k)
0 .

Òîãäà íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî

(12)
λ1

λ1 + λ2ξ2n
=

(
1 +

n

n− k

(n
k

) k
n−k
(
ξ

σ0

)2n
)−1
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è −ξ2k + λ1 + λ2ξ
2n ≥ 0 äëÿ ëþáîãî ξ ∈ R.

Ïî òåîðåìå Ïëàíøåðåëÿ, ó÷èòûâàÿ (12),

(13) ‖x(k)(·)− ϕ̃(y(·))(·)‖2
L2(R) =

=
1

2π

∫
R

∣∣∣∣(iξ)kFx(ξ)− (iξ)k
λ1

λ1 + λ2ξ2n
χσ0(ξ)y(ξ)

∣∣∣∣2 dξ,
ãäå χσ0(·) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îòðåçêà [−σ0, σ0].
Ïóñòü ξ ∈ [−σ0, σ0]. Òîãäà ïðè òàêèõ ξ äëÿ âûðàæåíèÿ ïîä çíà-

êîì èíòåãðàëà â ïðàâîé ÷àñòè (13) ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâà-
íèé, ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî è òî, ÷òî ìíîãî-
÷ëåí ξ 7→ −ξ2k + λ1 + λ2ξ

2n íåîòðèöàòåëåí íà R, áóäåì èìåòü∣∣∣∣(iξ)kFx(ξ)− (iξ)k
λ1

λ1 + λ2ξ2n
y(ξ)

∣∣∣∣2 =

= ξ2k

∣∣∣∣ √
λ1

λ1 + λ2ξ2n

√
λ1(Fx(ξ)− y(ξ)) +

√
λ2 ξ

n

λ1 + λ2ξ2n

√
λ2 ξ

nFx(ξ)

∣∣∣∣2 ≤
≤ ξ2k

(
λ1

(λ1 + λ2ξ2n)2
+

λ2ξ
2n

(λ1 + λ2ξ2n)2

)
(λ1|Fx(ξ)− y(ξ)|2+

+ λ2ξ
2n|Fx(ξ)|2) =

ξ2k

λ1 + λ2ξ2n
(λ1|Fx(ξ)− y(ξ)|2 + λ2ξ

2n|Fx(ξ)|2) ≤

≤ λ1|Fx(ξ)− y(ξ)|2 + λ2ξ
2n|Fx(ξ)|2.

Èíòåãðèðóÿ ýòî íåðàâåíñòâî ïî îòðåçêó [−σ0, σ0], ïîëó÷àåì, ÷òî èí-
òåãðàë ñïðàâà â (13) íà ýòîì îòðåçêå îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé

λ1
1

2π

∫
|ξ|≤σ0

|Fx(ξ)− y(ξ)|2 dξ + λ2
1

2π

∫
|ξ|≤σ0

ξ2n|Fx(ξ)|2 dξ.

Åñëè |ξ| > σ0, òî îöåíêà äëÿ âûðàæåíèÿ ñïðàâà â (13) äëÿ òàêèõ
ξ òàêîâà

1

2π

∫
|ξ|>σ0

ξ2k|Fx(ξ)|2 dξ =
1

2π

∫
|ξ|>σ0

ξ2nξ−2(n−k)|Fx(ξ)|2 dξ ≤

≤ σ
−2(n−k)
0

1

2π

∫
|ξ|>σ0

ξ2n|Fx(ξ)|2 dξ = λ2
1

2π

∫
|ξ|>σ0

ξ2n|Fx(ξ)|2 dξ.

Ñêëàäûâàÿ ýòè íåðàâåíñòâà, ó÷èòûâàÿ âûáîð x(·), y(·) è âûðàæåíèÿ
äëÿ λ1 è λ2, ïîëó÷èì, ÷òî

‖x(k)(·)− ϕ̃(y(·))(·)‖2
L2(R) ≤

λ1δ
2

2π
+ λ2

=
n− k
n

(
k

n

) k
n−k δ2

2π
σ2k

0 +
1

σ
2(n−k)
0

.

Åñëè σ0 = σ̂, òî âûðàæåíèå ñïðàâà ïðèíèìàåò íóæíîå çíà÷åíèå.
Ýòèì äîêàçàíà òî÷íîñòü íåðàâåíñòâà (10).
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7) Äîêàæåì âòîðóþ ÷àñòü òåîðåìû, êîãäà δ > 0. Ïóñòü ε <
(δ2/2π)(n−k)/2n. Íàäî ïîêàçàòü, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâà A êî-
íå÷íîé ìåðû è ìåòîäà ϕ òàêèõ, ÷òî e(Dk,W n

2 (R), L2(A), IA, δ, ϕ) ≤ ε.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè òàêèå A è ϕ íàøëèñü, òî â ñèëó (10) èìååì
ε < (δ2/2π)(n−k)/2n ≤ e(Dk,W n

2 (R), L2(A), IA, δ, ϕ) ≤ ε è ïîëó÷åííîå
ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî V (ε, δ) = +∞.
Ïóñòü ε ≥ (δ2/2π)(n−k)/2n è σε � èç ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû. Ñî-

ãëàñíî ïðåäûäóùåìó ïóíêòó äëÿ ìíîæåñòâà Aε = [−σε, σε] è ìå-
òîäà ϕ̂ èç ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà
e(Dk,W n

2 (R), L2(Aε), IAε , δ, ϕ̂) ≤ ε è çíà÷èò, V (ε, δ) ≤ 2σε. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî íåðàâåíñòâî ñòðîãîå, ò. å. ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî A,
mesA = 2σ, è ϕ òàêèå, ÷òî σ < σε è e(D

k,W n
2 (R), L2(A), IA, δ, ϕ) ≤ ε.

Òîãäà, åñëè ÷åðåç f(·) îáîçíà÷èòü ôóíêöèþ îò σ â ïðàâîé ÷àñòè
âûðàæåíèÿ (10) (îíà ñòðîãî ìîíîòîííî óáûâàåò íà (0, σ̂]), òî ñî-
ãëàñíî îïðåäåëåíèþ σε è îöåíêå (10) èìååì ε = f(σε) < f(σ) ≤
e(Dk,W n

2 (R), L2(A), IA, δ, ϕ) ≤ ε. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêà-
çûâàåò íóæíîå óòâåðæäåíèå.
Îïòèìàëüíîñòü ìíîæåñòâà è ìåòîäà, óêàçàííûõ â òåîðåìå ñëå-

äóåò èç ïðèâåäåííûõ ðàññóæäåíèé. �
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