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Ïðåäèñëîâèå

Ïðåäëàãàåìàÿ êíèãà ïîñâÿùåíà îñíîâàì âîçíèêøåé ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî
òåîðèè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ, à òàêæå äåìîíñòðàöèè ðÿäà çàäà÷, êî-
òîðûå ìîãóò áûòü ðåøåíû ñ ïîìîùüþ ýòîé òåîðèè. Ïðèëîæåíèÿ òåîðèè îïòè-
ìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ äîâîëüíî ìíîãî÷èñëåííû. Ìû îñòàíîâèëèñü íà çàäà-
÷àõ âîññòàíîâëåíèÿ çíà÷åíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, èíòåðïîëÿöèè,
âîññòàíîâëåíèÿ ñèãíàëîâ è ðåøåíèé óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Çà-
äà÷è èíòåðïîëÿöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê íà êëàññàõ ãëàäêèõ ôóíêöèé, òàê è
íà êëàññàõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé. Áîëåå ïîäðîáíî çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ
íà êëàññàõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé ðàññìîòðåíû â êíèãå àâòîðà [19]. Ñëåäóåò
îòìåòèòü íàèáîëåå áëèçêèå ê ðàññìàòðèâàåìîé òåìàòèêå êíèãè [100], [30], [28].

Àâòîð ïîïûòàëñÿ ïî âîçìîæíîñòè ñäåëàòü òåêñò êíèãè çàìêíóòûì. Ïî-
ýòîìó ïðàêòè÷åñêè âñå èñïîëüçóåìûå ðåçóëüòàòû, íå âõîäÿùèå â ñòàíäàðòíûå
óíèâåðñèòåòñêèå êóðñû, âûíåñåíû â äîâîëüíî îáúåìíîå äîïîëíåíèå.

Õî÷ó âûðàçèòü áëàãîäàðíîñòü ìîèì ó÷èòåëÿì Í. Ñ. Áàõâàëîâó, êîòîðûé
ïîñòàâèë ïåðåäî ìíîé ïåðâûå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ, è Â. Ì. Òè-
õîìèðîâó, îáùåíèå ñ êîòîðûì âî ìíîãîì ñôîðìèðîâàëî îáùèå âçãëÿäû íà âñþ
ìàòåìàòèêó, à îáñóæäåíèå ìíîãèõ ïðîáëåì ïîìîãëî ïðè ñîçäàíèè ýòîé êíè-
ãè. Ñ÷èòàþ ñâîèì ïðèÿòíûì äîëãîì âûðàçèòü áëàãîäàðíîñòü ìîåìó êîëëåãå
è ñîàâòîðó ìíîãî÷èñëåííûõ ðàáîò Ã. Ã. Ìàãàðèë-Èëüÿåâó, ñ êîòîðûì àâòîð
íåîäíîêðàòíî îáñóæäàë òåêñò êíèãè.



Ââåäåíèå

Äîâîëüíî åñòåñòâåííûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ ìíîãèõ çàäà÷ (íå òîëüêî ìàòåìà-
òè÷åñêèõ) îñíîâàí íà âûáîðå ñðåäè âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ òîãî, êîòîðîå
èìååò íàèëó÷øèå â òîì èëè èíîì ñìûñëå ñâîéñòâà. Ïðè ýòîì, èìåÿ íåêîòî-
ðûé ñïîñîá ñðàâíåíèÿ ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ, îòûñêèâàåìûé íàèëó÷øèé
ìåòîä ðåøåíèÿ íàçûâàþò îïòèìàëüíûì ìåòîäîì. Ïîïûòàåìñÿ óòî÷íèòü ýòî
ïîíÿòèå.

Êàê ïðàâèëî, èñêîìûé ìåòîä ðåøåíèÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü íå äëÿ
îäíîé, à äëÿ öåëîé ñåðèè çàäà÷ ñõîæåãî òèïà. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî òàêèõ çà-
äà÷ ÷åðåç P. Ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíîé çàäà÷è p èç ýòîãî ìíîæåñòâà îáû÷íî
èñïîëüçóåòñÿ íåêîòîðàÿ èñõîäíàÿ èíôîðìàöèÿ îá ýòîé çàäà÷å I(p). Ýòà èíôîð-
ìàöèÿ ÷àñòî áûâàåò íåïîëíîé èëè íåòî÷íî çàäàííîé, ÷òî íå ïîçâîëÿåò ðåøèòü
çàäà÷ó òî÷íî. Ïîýòîìó ðàñïîëàãàÿ èíôîðìàöèåé I(p) è ïðèìåíÿÿ ê íåé êàêîé-
òî ìåòîä ðåøåíèÿ m, ìû ïîëó÷àåì íà âûõîäå ëèøü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå
çàäà÷è.

Äëÿ ñðàâíåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè ðåøåíèÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàçëè÷íûõ ìå-
òîäîâ íàäî ââåñòè íåêîòîðóþ ÷èñëîâóþ õàðàêòåðèñòèêó ìåòîäà, îòðàæàþùóþ
êà÷åñòâî ðåøåíèÿ çàäà÷è äàííûì ìåòîäîì, ó÷èòûâàþùóþ ïîãðåøíîñòü ðåøå-
íèÿ è/èëè çàòðàòû íà ðåàëèçàöèþ äàííîãî àëãîðèòìà è ò. ï. Îáîçíà÷èì òàêóþ
õàðàêòåðèñòèêó ÷åðåç e(p, I,m).

Ïîñêîëüêó ìû çàðàíåå íå çíàåì êàêóþ çàäà÷ó èç ìíîæåñòâà P íàì ïðåä-
ñòîèò ðåøàòü, òî åñòåñòâåííî îöåíèâàòü ïðèìåíÿåìûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ ñðàçó
íà âñåì ìíîæåñòâå P è ðàññìàòðèâàòü âåëè÷èíó

e(P, I,m) = sup
p∈P

e(p, I,m),

íàçûâàåìóþ ïîãðåøíîñòüþ ìåòîäà m íà ìíîæåñòâå P.
Åñëè èìååòñÿ íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ìåòîäîâM, èç êîòîðîãî íàäî âûáðàòü

íàèëó÷øèé, òî âûáðàòü åãî ñëåäóåò òàê, ÷òîáû åãî ïîãðåøíîñòü áûëà ìèíè-
ìàëüíîé, ò. å. èç óñëîâèÿ

e(P, I, m̂) = inf
m∈M

e(P, I,m).

Ïðè ýòîì ìåòîä m̂ íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíûì, à âåëè÷èíà

E(P, I,M) = inf
m∈M

e(P, I,m)

� ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ.
Åùå îäèí òèï çàäà÷ âîçíèêàåò, êîãäà èìååòñÿ âîçìîæíîñòü âûáèðàòü òèï

èñõîäíîé èíôîðìàöèè î ðåøàåìûõ çàäà÷àõ. Êîíå÷íî, ïðè óâåëè÷åíèè îáúåìà
èñõîäíîé èíôîðìàöèè ñëåäóåò îæèäàòü áîëåå òî÷íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷. Îäíà-
êî ýòî âåäåò êî âñå áîëüøèì çàòðàòàì, íàïðàâëåííûì íà ïîëó÷åíèå èñõîäíîé
èíôîðìàöèè. Ïîýòîìó, êàê ïðàâèëî, ôèêñèðóþò îáúåì èñõîäíîé èíôîðìàöèè
(íàïðèìåð, ÷èñëî äàííûõ èçìåðåíèé) è ñðàâíèâàþò ïîëó÷àåìûå ïîãðåøíîñòè
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ïðè ðàçëè÷íûõ òèïàõ èñõîäíîé èíôîðìàöèè. Òåì ñàìûì ïðèõîäÿò ê ñëåäóþ-
ùåé çàäà÷å î íàõîæäåíèè èíôîðìàöèè îïòèìàëüíîãî òèïà

E(P, I,M) = inf
I∈I

E(P, I,M),

ãäå I � ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ òèïîâ èñõîäíîé èíôîðìàöèè.
Â ìàòåìàòèêå íàèáîëåå õàðàêòåðíûìè çàäà÷àìè òàêîãî òèïà ÿâëÿþòñÿ, íà-

ïðèìåð, çàäà÷è î ïðèáëèæåííîì âû÷èñëåíèè çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â íåêîòîðîé
òî÷êå èëè èíòåãðàëà îò ôóíêöèè íà îñíîâàíèè èíôîðìàöèè î çíà÷åíèÿõ òîé æå
ôóíêöèè â íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé ñèñòåìå òî÷åê. Ðåøåíèå ïîäîáíûõ çàäà÷
â ðàìêàõ ñôîðìóëèðîâàííîãî âûøå ïîäõîäà ïîëó÷èëî íàçâàíèå îïòèìàëüíîãî
âîññòàíîâëåíèÿ.



Ãëàâà 1

Ïðîñòåéøèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî

âîññòàíîâëåíèÿ

1.1. Çàäà÷à èíòåðïîëÿöèè

Îäíîé èç íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ çàäà÷ âîññòàíîâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ çàäà-
÷à èíòåðïîëÿöèè, ñîñòîÿùàÿ â ïðèáëèæåííîì âû÷èñëåíèè ôóíêöèè x(·) â íåêî-
òîðîé òî÷êå τ ïî çíà÷åíèÿì ýòîé ôóíêöèè â äðóãèõ òî÷êàõ x(t1), . . . , x(tn). Î÷å-
âèäíî, ÷òî äëÿ êîððåêòíîé ïîñòàíîâêè ýòîé çàäà÷è íàäî çíàòü äîïîëíèòåëüíóþ
èíôîðìàöèþ î òîì, êàêèå ôóíêöèè ìîãóò íàì âñòðåòèòüñÿ. Îäèí èç ïîäõîäîâ
ê ýòîé çàäà÷å òàêîâ: áóäåì èñêàòü ôóíêöèþ x̂(·) íàèáîëåå ïðîñòî óñòðîåííóþ
(íàïðèìåð, ïðîñòî âû÷èñëÿþùóþñÿ) è ïðèíèìàþùóþ â òî÷êàõ t1, . . . , tn òå æå
çíà÷åíèÿ x(t1), . . . , x(tn). Çà ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå x(τ) áåðåòñÿ â ýòîì ñëó÷àå
x̂(τ). Â êà÷åñòâå òàêèõ ïðîñòî óñòðîåííûõ ôóíêöèé ðàññìàòðèâàþò, íàïðèìåð,
àëãåáðàè÷åñêèå ïîëèíîìû (èëè òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ïîëèíîìû).

Äëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ çàäà÷à èíòåðïîëÿöèè ñòàâèòñÿ òàê: íàéòè
ïîëèíîì ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè, ïðèíèìàþùèé â òî÷êàõ x(t1), . . . , x(tn) çíà÷å-
íèÿ x(t1), . . . , x(tn). Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïîëèíîì ñòåïåíè n− 1

(1.1) Ln−1(t) =

n∑
j=1

lj(t)x(tj),

ãäå

lj(t) =

n∏
k=1
k 6=j

t− tk
tj − tk

,

íàçûâàåìûé èíòåðïîëÿöèîííûì ïîëèíîìîì Ëàãðàíæà, óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèÿì

Ln−1(tj) = x(tj), j = 1, . . . , n.

Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî íàéäåòñÿ ïîëèíîì ìåíüøåé ñòåïåíè P (·), êîòîðûé
óäîâëåòâîðÿåò òåì æå óñëîâèÿì, òî ïîëèíîì P (·)−Ln−1(·) ñòåïåíè n− 1 áóäåò
îáðàùàòüñÿ â íîëü â n òî÷êàõ t1, . . . , tn. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî îñíîâíîé òåîðåìå
àëãåáðû P (t) ≡ Ln−1(t). Òàêèì îáðàçîì, èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì Ëàãðàí-
æà ðåøàåò ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó, è â òàêîé ïîñòàíîâêå x(τ) ≈ Ln−1(τ).

Äðóãîé ïîäõîä, áåðóùèé ñâîå íà÷àëî îò èäåé À. Í. Êîëìîãîðîâà, ñâÿçàí-
íûõ ñ çàäà÷àìè ïðèáëèæåíèÿ íà êëàññàõ ôóíêöèé, çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû
íå ôèêñèðîâàòü çàðàíåå âèä ïðèáëèæàþùåé ôóíêöèè, à èñêàòü åå íà îñíîâå
àïðèîðíîé èíôîðìàöèè î ñâîéñòâàõ ôóíêöèé, êîòîðûå ìîãóò âñòðåòèòüñÿ. Ïðè
ýòîì ìíîæåñòâî ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ ðàññìàòðèâàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ çà-
äà÷à, íàçûâàåòñÿ êëàññîì. Îáû÷íî ðàññìàòðèâàþòñÿ êëàññû ôóíêöèé, çàäàâà-
åìûå íåêîòîðûìè ñâîéñòâàìè, ñâÿçàííûìè ñ ãëàäêîñòüþ èëè àíàëèòè÷íîñòüþ.
Ïðè òàêîì ïîäõîäå ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ íîâûõ ìåòîäîâ ïðèáëè-
æåíèÿ, êîòîðûå õîðîøî ïðèñïîñîáëåíû èìåííî äëÿ àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé
èç ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà. Íàäî îòìåòèòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ïîñòàíîâêà
âêëþ÷àåò â ñåáÿ è ïåðâóþ ïîñòàíîâêó. Äëÿ ýòîãî â êà÷åñòâå êëàññà ðàññìàòðè-
âàåìûõ ôóíêöèé íàäî âçÿòü ïîëèíîìû ñòåïåíè n− 1.
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Ïåðåéäåì ê áîëåå òî÷íîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è èíòåðïîëÿöèè äëÿ ñîáîëåâ-
ñêîãî êëàññà ôóíêöèé W r

∞([−1, 1]), îïðåäåëåííûõ íà îòðåçêå [−1, 1], èìåþùèõ
àáñîëþòíî íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ ïîðÿäêà r − 1 è óäîâëåòâîðÿþùèõ ïî-
÷òè âñþäó íà [−1, 1] óñëîâèþ |x(r)(t)| ≤ 1. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó îï-
òèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ çíà÷åíèÿ x(τ), τ ∈ [−1, 1], ïî çíà÷åíèÿì ôóíêöèè
x(·) ∈W r

∞([−1, 1]) â ñèñòåìå ðàçëè÷íûõ òî÷åê t̄ = (t1, . . . , tn) èç îòðåçêà [−1, 1].
Òàêèì îáðàçîì, èíôîðìàöèÿ î ôóíêöèè, èìåþùàÿñÿ â íàøåì ðàñïîðÿæåíèè
òàêîâà: Ft̄x(·) = (x(t1), . . . , x(tn)).

Â êà÷åñòâå ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ áóäåì ðàññìàòðèâàòü âñåâîçìîæíûå
ôóíêöèè m : Rn → R. Äëÿ äàííîãî ìåòîäà m : Rn → R ïîëàãàåì

x(τ) ≈ m(Ft̄x(·)).
Ïîãðåøíîñòüþ ìåòîäà m íàçîâåì âåëè÷èíó

e(x(τ),W r
∞([−1, 1]), Ft̄,m) = sup

x(·)∈W r
∞([−1,1])

|x(τ)−m(Ft̄x(·))|,

à ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ � âåëè÷èíó

(1.2) E(x(τ),W r
∞([−1, 1]), Ft̄) = inf

m : Rn→R
e(x(τ),W r

∞([−1, 1]), Ft̄,m).

Åñëè r ≥ n+1, òî ñóùåñòâóåò èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì Ëàãðàíæà Ln(t),
êîòîðûé ïðèíèìàåò â òî÷êàõ t1, . . . , tn çíà÷åíèÿ x(t1), . . . , x(tn), à â òî÷êå τ
ëþáîå íàïåðåä çàäàííîå çíà÷åíèå. Ïîñêîëüêó Ln(·) ∈ W r

∞([−1, 1]), òî îòñþäà
ñðàçó æå ñëåäóåò, ÷òî e(x(τ),W r

∞([−1, 1]), Ft̄) = ∞, åñëè r ≥ n + 1. Òåì ñàìûì
çàäà÷ó èìååò ñìûñë ðàññìàòðèâàòü ëèøü ïðè 1 ≤ r ≤ n.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé r = n. Íà÷íåì ñ îöåíêè ñíèçó ïîãðåøíîñòè îïòèìàëü-
íîãî âîññòàíîâëåíèÿ. Ïîëîæèì

x̂(t) =
1

n!
(t− t1) . . . (t− tn).

Î÷åâèäíî, ÷òî x̂(·) ∈Wn
∞([−1, 1]). Ïîñêîëüêó Ft̄x̂(·) = 0, òî äëÿ ëþáîãî ìåòîäà

m èìååì

2|x̂(τ)| ≤ |x̂(τ)−m(0)|+ | − x̂(τ)−m(0)| ≤ 2e(x(τ),Wn
∞([−1, 1]), Ft̄,m).

Îòêóäà

(1.3) E(x(τ),Wn
∞([−1, 1]), Ft̄) ≥ |x̂(τ)|.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì Ëàãðàíæà ÿâëÿåòñÿ
îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ íà êëàññå Wn

∞([−1, 1]). Ïóñòü x(·) ∈
Wn
∞([−1, 1]) è τ /∈ {t1, . . . , tn}. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

y(t) = x(t)− Ln−1(t)−Kx̂(t),

ãäå

K =
x(τ)− Ln−1(τ)

x̂(τ)
.

Ôóíêöèÿ y(·) ∈ Wn
∞([−1, 1]) è îáðàùàåòñÿ â íîëü â òî÷êàõ t1, . . . , tn, τ . Ñëåäî-

âàòåëüíî, ïî òåîðåìå Ðîëëÿ y(n−1)(·) îáðàùàåòñÿ â íîëü íå ìåíåå, ÷åì â äâóõ
ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ τ1 è τ2 èç èíòåðâàëà (−1, 1). Òîãäà

0 = y(n−1)(τ2)− y(n−1)(τ1) =

∫ τ2

τ1

y(n)(t) dt =

∫ τ2

τ1

(x(n)(t)−K) dt.

Òåì ñàìûì

K(τ2 − τ1) =

∫ τ2

τ1

x(n)(t) dt.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî |K| ≤ 1, òî åñòü

|x(τ)− Ln−1(τ)| ≤ |x̂(τ)|.
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Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî è äëÿ τ ∈ {t1, . . . , tn} (â ýòîì ñëó-
÷àå îíî ïðîñòî îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî). Ñëåäîâàòåëüíî, äîêàçàíî, ÷òî

E(x(τ),Wn
∞([−1, 1]), Ft̄) ≤ |x̂(τ)|,

÷òî âìåñòå ñ íåðàâåíñòâîì (1.3) äàåò

(1.4) E(x(τ),Wn
∞([−1, 1]), Ft̄) =

1

n!
|(τ − t1) . . . (τ − tn)|

è äîêàçûâàåò îïòèìàëüíîñòü ìåòîäà

x(τ) ≈ Ln−1(τ).

Òåïåðü åñòåñòâåííî ïîñòàâèòü âîïðîñ î òîì, êàê âûáðàòü òî÷êè t1, . . . , tn ∈
[−1, 1], â êîòîðûõ áóäóò èçìåðÿòüñÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè x(·) ∈Wn

∞([−1, 1]), ÷òî-
áû ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïîãðåøíîñòè âîññòàíîâëåíèÿ, êîãäà τ ∈ [−1, 1], áû-
ëî ìèíèìàëüíûì. Èíà÷å ãîâîðÿ, ðå÷ü èäåò î íàõîæäåíèè âåëè÷èíû

(1.5) En(Wn
∞([−1, 1]), C([−1, 1])) = inf

t̄
max

τ∈[−1,1]
E(x(τ),Wn

∞([−1, 1]), Ft̄)

è òî÷åê, íà êîòîðûõ ýòà íèæíÿÿ ãðàíü äîñòèãàåòñÿ. Â ñèëó ðàâåíñòâà (1.4) èç
òåîðåìû 7.5 ñðàçó æå ñëåäóåò, ÷òî óçëû, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü
â (1.5), ÿâëÿþòñÿ íóëÿìè ìíîãî÷ëåíà ×åáûøåâà

t̂j = cos
2j − 1

2n
π, j = 1, . . . , n.

Ïðè ýòîì

En(Wn
∞([−1, 1]), C([−1, 1])) =

1

n!2n−1
.

Ðàññìîòðèì åùå ñëó÷àé r = 1 (ïðîìåæóòî÷íûå ñëó÷àè 1 < r < n áóäóò
ðàññìîòðåíû ïîçæå). Îáîçíà÷èì ÷åðåç α(t) � áëèæàéøóþ ê t òî÷êó èç ìíî-
æåñòâà {t1, . . . , tn} (â ñëó÷àå, åñëè t ëåæèò ïîñåðåäèíå ìåæäó tk è tk+1, áóäåì
ñ÷èòàòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè α(t) = tk). Ïîëîæèì òåïåðü (ñì. ðèñ. 1.1.1)

(1.6) x̂(t) = |t− α(t)|.

-
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��

x̂(t)

t1 t2 tn 1

Ðèñ. 1.1.1

Î÷åâèäíî, ÷òî x̂(·) ∈ W 1
∞([−1, 1]), −x̂(·) ∈ W 1

∞([−1, 1]) è Ft̄x̂(·) =
Ft̄(−x̂(·)) = 0. Äëÿ ëþáîãî ìåòîäà m èìååì

2x̂(τ) ≤ |x̂(τ)−m(0)|+ | − x̂(τ)−m(0)| ≤ 2e(x(τ),W 1
∞([−1, 1]), Ft̄,m).

Îòêóäà
E(x(τ),W 1

∞([−1, 1]), Ft̄) ≥ x̂(τ).

Ïóñòü α(τ) = tk, 1 ≤ k ≤ n. Îïðåäåëèì ìåòîä m̂ ðàâåíñòâîì m̂(y) = yk,
y = (y1, . . . , yn). Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè x(·) ∈W 1

∞([−1, 1]) èìååì

|x(τ)− m̂(Ft̄x(·))| = |x(τ)− x(tk)| ≤ |τ − tk| = x̂(τ).
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Ñëåäîâàòåëüíî,
E(x(τ),W 1

∞([−1, 1]), Ft̄) = x̂(τ),

à ìåòîä (ñì. ðèñ. 1.1.2)
x(τ) ≈ x(α(τ))

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ.

-

6

t
q
−1

q q q q
�

�
x(t1)

x(t2)

f(tn)x(α(t))

t1 t2 tn 1

Ðèñ. 1.1.2

Îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ ìîæåò áûòü ìíîãî. Ñðåäè íèõ ìîæíî âûäåëèòü òå,
êîòîðûå èìåþò íàèìåíüøóþ ïîãðåøíîñòü ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷å-
íèè èíôîðìàöèîííîãî îïåðàòîðà Ft̄. Ïóñòü y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn è ñóùåñòâóåò
ôóíêöèÿ x(·) ∈W 1

∞([−1, 1]), äëÿ êîòîðîé Ft̄x = y. Ïîëîæèì

Wy = {x(·) ∈W 1
∞([−1, 1]) : Ft̄x = y }.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

Ay = {x(τ) : x(·) ∈Wy }.

Ìíîæåñòâî Ay ÿâëÿåòñÿ îòðåçêîì ÷èñëîâîé îñè, à ÷èñëî

cy =
supx(·)∈Wy

x(τ) + infx(·)∈Wy
x(τ)

2

� åãî ñåðåäèíà. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî y, äëÿ êîòîðîãî ìíîæå-
ñòâî Wy íåïóñòî, è äëÿ âñåõ x(·) ∈Wy èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

inf
c∈R

sup
x(·)∈Wy

|x(τ)− c| = sup
x(·)∈Wy

|x(τ)− cy|.

Ïîëîæèì
m̂c(Ft̄x(·)) = cFt̄x(·).

Òîãäà äëÿ ëþáîãî ìåòîäà m

e(x(τ),W 1
∞([−1, 1]), Ft̄,m) = sup

y∈Rn
Wy 6=∅

sup
x(·)∈Wy

|x(τ)−m(y)|

≥ sup
y∈Rn
Wy 6=∅

sup
x(·)∈Wy

|x(τ)− cy)| = e(x(τ),W 1
∞([−1, 1]), Ft̄, m̂c).

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ìåòîä m̂c ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì. Íî îí è íàèëó÷øèé
ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè èíôîðìàöèîííîãî îïåðàòîðà Ft̄. Òàêèå
ìåòîäû íàçûâàþòñÿ öåíòðàëüíûìè.

Íàéäåì ÿâíûé âèä ìåòîäà m̂c. Ïîëîæèì

t∗j =
tj + tj+1

2
− |yj+1 − yj |

2
, t∗∗j =

tj + tj+1

2
+
|yj+1 − yj |

2
.
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Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî (ñì. ðèñ. 1.1.3)

m̂c(Ft̄x(·)) =



y1, −1 ≤ τ ≤ t1,
yj , tj ≤ τ ≤ t∗j ,

j = 1, . . . , n− 1,
yj + yj+1

2
+ sign(yj+1 − yj)

(
τ − tj + tj+1

2

)
, t∗j ≤ τ ≤ t∗∗j ,

j = 1, . . . , n− 1,

yj+1, t∗∗j ≤ τ < tj+1,

j = 1, . . . , n− 1,

yn, tn ≤ τ ≤ 1.

-
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Ðèñ. 1.1.3

Çäåñü òîæå ìîæíî ðàññìîòðåòü çàäà÷ó î ìèíèìèçàöèè ìàêñèìàëüíîãî çíà-
÷åíèÿ ïîãðåøíîñòè äëÿ τ ∈ [−1, 1] çà ñ÷åò âûáîðà óçëîâ −1 ≤ t1 < . . . < tn < 1.
Ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî

En(W 1
∞([−1, 1]), C([−1, 1])) = inf

t̄
max

τ∈[−1,1]
E(x(τ),W 1

∞([−1, 1]), Ft̄) =
1

n
,

à òî÷êè, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü, ÿâëÿþòñÿ ðàâíîìåðíî ðàñïðå-
äåëåííûìè íà îòðåçêå [−1, 1]

(1.7) t̂j = −1 +
2j − 1

n
, j = 1, . . . , n.

1.2. Ìèíèìèçàöèÿ ôóíêöèè

Äëÿ êëàññàW 1
∞([−1, 1]) è òîãî æå èíôîðìàöèîííîãî îïåðàòîðà Ft̄ ðàññìîò-

ðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ìèíèìóìà ôóíêöèè x ∈W 1
∞([−1, 1]).

Èíûìè ñëîâàìè, ðå÷ü èäåò îá îïòèìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè íåëèíåéíîãî ôóíê-
öèîíàëà

Lx(·) = min
t∈[−1,1]

x(t).

Â êà÷åñòâå ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ âñåâîçìîæíûå ôóíêöèè
m : Rn → R. Ïîãðåøíîñòüþ ìåòîäà m íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

e(L,W 1
∞([−1, 1]), Ft̄,m) = sup

x(·)∈W 1
∞([−1,1])

|Lx(t)−m(Ft̄x(·))| ,
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à çàäà÷à îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ñîñòîèò â íàõîæäåíèè âåëè÷èíû

E(L,W 1
∞([−1, 1]), Ft̄) = inf

m : Rn→R
sup

x(·)∈W 1
∞([−1,1])

|Lx(t)−m(Ft̄x(·))|

è îïòèìàëüíîãî ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ m̂L, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ
ãðàíü â ýòîì ðàâåíñòâå.

Ïîñòðîèì öåíòðàëüíûé ìåòîä â ýòîé çàäà÷å. Ïðè ôèêñèðîâàííîì y ∈ Rn
òàêîì, ÷òî

Wy = {x(·) ∈W 1
∞([−1, 1]) : Ft̄x = y} 6= ∅,

âñå ôóíêöèè èç ìíîæåñòâà Wy ëåæàò ìåæäó âåðõíåé ëîìàíîé Zy(t) è íèæíåé
ëîìàíîé zy(t), ãðàôèêè êîòîðûõ ïðè t ∈ [tj , tj+1] èçîáðàæåíû íà ðèñ. 1.1.3.
Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîé ôóíêöèè èç Wy

min
t∈[−1,1]

Zy(t) ≤ min
t∈[−1,1]

x(t) ≤ min
t∈[−1,1]

zy(t).

Î÷åâèäíî, ÷òî
min

t∈[−1,1]
Zy(t) = min

1≤j≤n
yj .

Ìèíèìóì ôóíêöèè zy(t) íà îòðåçêå [tj , tj+1] äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå t∗j (åñëè
yj ≤ yj+1) èëè t∗∗j (åñëè yj ≥ yj+1) (ñì. ðèñ. 1.1.3). Íåñëîæíûå âû÷èñëåíèÿ
ïîêàçûâàþò, ÷òî

min
t∈[tj ,tj+1]

zy(t) =
yj+1 + yj

2
− tj+1 − tj

2
.

Ó÷èòûâàÿ îòðåçêè [−1, t1] è [tn, 1], èìååì

min
t∈[−1,1]

zy(t) = min

{
y1 − h0,

y2 + y1

2
− h1/2, . . . ,

yn + yn−1

2
− hn−1/2, yn − hn

}
,

ãäå h0 = t1 + 1, hj = tj+1 − tj , j = 1, . . . , n − 1, hn = 1 − tn. Òàêèì îáðàçîì,
ìåòîä

m̂L(Ft̄x(·)) =
1

2
min

1≤j≤n
yj

+
1

2
min

{
y1 − h0,

y2 + y1

2
− h1/2, . . . ,

yn + yn−1

2
− hn−1/2, yn − hn

}
,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì è öåíòðàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ.
Íàéäåì ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ. Ïóñòü min1≤j≤n yj = c.

Òîãäà

min

{
y1 − h0,

y2 + y1

2
− h1/2, . . . ,

yn + yn−1

2
− hn−1/2, yn − hn

}
≥ min {c− h0, c− h1/2, . . . , c− hn−1/2, c− hn} .

Ñëåäîâàòåëüíî,

e(L,W 1
∞([−1, 1]), Ft̄, m̂L) ≤ 1

2
min {h0, h1/2, . . . , hn−1/2, hn} .

Î÷åâèäíî, ÷òî âåëè÷èíà ñòîÿùàÿ ñïðàâà äîñòèãàåòñÿ íà ôóíêöèè x(t) ≡ 0. Òåì
ñàìûì

E(L,W 1
∞([−1, 1]), Ft̄) =

1

2
min {h0, h1/2, . . . , hn−1/2, hn} .

Ìîæíî ðàññìîòðåòü çàäà÷ó î ìèíèìèçàöèè ýòîé âåëè÷èíû çà ñ÷åò âûáîðà
óçëîâ. Çäåñü òàê æå, êàê è â çàäà÷å èíòåðïîëÿöèè íà ýòîì êëàññå ìèíèìóì
áóäåò äîñòèãàòüñÿ íà ðàâíîìåðíîé ñèñòåìå óçëîâ (1.7). Ïðè ýòîì öåíòðàëüíûé
ìåòîä áóäåò èìåòü âèä

m̂L(Ft̄x(·)) =
1

2
min

1≤j≤n
yj +

1

2
min

{
y1,

y2 + y1

2
, . . . ,

yn + yn−1

2
, yn

}
− 1

2n
.
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1.3. ×èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå

Äëÿ òîãî æå êëàññà W 1
∞([−1, 1]) è òîãî æå èíôîðìàöèîííîãî îïåðàòîðà Ft̄

ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà

Ix(·) =

∫ 1

−1

x(t) dt.

Â êà÷åñòâå ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ áóäåì ïî-ïðåæíåìó ðàññìàòðèâàòü âñåâîç-
ìîæíûå ôóíêöèè m : Rn → R. Çäåñü çàäà÷à îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ñî-
ñòîèò â íàõîæäåíèè âåëè÷èíû

E(I,W 1
∞([−1, 1]), Ft̄) = inf

m : Rn→R
sup

x(·)∈W 1
∞([−1,1])

∣∣∣∣∫ 1

−1

x(t) dt−m(Ft̄x(·))
∣∣∣∣

è îïòèìàëüíîãî ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ m̂0, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ
ãðàíü â ýòîì ðàâåíñòâå.

Äëÿ ôóíêöèè x̂(·), îïðåäåëåííîé ðàâåíñòâîì (1.6), è ëþáîãî ìåòîäà m èìå-
åì

2

∫ 1

−1

x̂(t) dt ≤
∣∣∣∣∫ 1

−1

x̂(t) dt−m(0)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫ 1

−1

(−x̂(t)) dt−m(0)

∣∣∣∣
≤ 2 sup

x(·)∈W 1
∞([−1,1])

∣∣∣∣∫ 1

−1

x(t) dt−m(Ft̄x(·))
∣∣∣∣ .

Òåì ñàìûì

E(I,W 1
∞([−1, 1]), Ft̄) ≥

∫ 1

−1

x̂(t) dt.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîëîæèâ

m̂0(y) =

∫ 1

−1

y(t) dt,

ãäå

y(t) =


y1, −1 ≤ t ≤ t1 + t2

2
,

yj ,
tj−1 + tj

2
< t ≤ tj + tj+1

2
, 2 ≤ j ≤ n− 1,

yn,
tn−1 + tn

2
< t ≤ 1,

ïðè âñåõ x(·) ∈W 1
∞([−1, 1]) áóäåì èìåòü∣∣∣∣∫ 1

−1

x(t) dt− m̂0(Ft̄x(·))
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ 1

−1

(x(t)− x(α(t))) dt

∣∣∣∣
≤
∫ 1

−1

|t− α(t)| dt =

∫ 1

−1

x̂(t) dt.

Ñëåäîâàòåëüíî,

E(I,W 1
∞([−1, 1]), Ft̄) =

∫ 1

−1

x̂(t) dt =
(t1 + 1)2

2
+

n−1∑
j=1

(tj+1 − tj)2

4
+

(1− tn)2

2
,

à ∫ 1

−1

x(t) dt ≈ m̂0(Ft̄x(·))

=

(
t1 + t2

2
+ 1

)
x(t1) +

n−1∑
j=2

tj+1 − tj−1

2
x(tj) +

(
1− tn−1 + tn

2

)
x(tn)
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� îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ.
Çäåñü òàêæå ìîæíî ðàññìîòðåòü çàäà÷ó î ïîñòðîåíèè öåíòðàëüíîãî ìåòîäà.

Â ñèëó òîãî, ÷òî Âñå ôóíêöèè èç ìíîæåñòâàWy ëåæàò ìåæäó âåðõíåé ëîìàíîé
Zy(t) è íèæíåé ëîìàíîé zy(t), ãðàôèêè êîòîðûõ ïðè t ∈ [tj , tj+1] èçîáðàæåíû
íà ðèñ. 1.1.3, äëÿ ëþáîé ôóíêöèè èç Wy èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî∫ 1

−1

Zy(t) dt ≤
∫ 1

−1

x(t) dt ≤
∫ 1

−1

zy(t) dt.

Ïîýòîìó öåíòðàëüíûé ìåòîä áóäåò èìåòü âèä

m̂c(Ft̄x(·)) =
1

2

∫ 1

−1

(Zy(t) + zy(t)) dt.

Íåñëîæíûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ýòîò ìåòîä ñîâïàäàåò ñ ìåòîäîì m̂0.
Åñëè â íàøèõ âîçìîæíîñòÿõ âûáèðàòü ñèñòåìó òî÷åê t̄ = (t1, . . . , tn), â

êîòîðûõ áóäóò èçìåðÿòüñÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèé x(·) ∈W 1
∞([−1, 1]) (èíà÷å ãîâîðÿ,

åñòü âîçìîæíîñòü âûáîðà èñõîäíîé èíôîðìàöèè), òî åñòåñòâåííî âûáðàòü ýòè
òî÷êè òàê, ÷òîáû âåëè÷èíà E(I,W 1

∞([−1, 1]), Ft̄) áûëà ïî âîçìîæíîñòè ìåíüøå.
Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî

inf
t̄
E(I,W 1

∞([−1, 1]), Ft̄) =
1

n
,

à îïòèìàëüíûå òî÷êè (ò. å. òî÷êè, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü) îïðå-
äåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè (1.7). Ïðè ýòîì ìåòîä m̂0 áóäåò èìåòü âèä

m̂0(Ft̄x(·)) =
2

n

n∑
j=1

x(t̂j).

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòîò ìåòîä, õîðîøî èçâåñòíûé è íàçûâàåìûé ôîðìóëîé ïðÿ-
ìîóãîëüíèêîâ, ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíûì ìåòîäîì.

1.4. ×èñëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî íåòî÷íûì çíà÷åíèÿì â
òî÷êàõ

Â ðàññìîòðåííûõ âûøå çàäà÷àõ èíôîðìàöèÿ î ôóíêöèè õîòÿ è áûëà íåïîë-
íîé, íî çàäàâàëàñü òî÷íî. Ðåàëüíî, ëþáàÿ èñõîäíàÿ èíôîðìàöèÿ ñîäåðæèò
òó èëè èíóþ ïîãðåøíîñòü. Îäíèì èç ïðèìåðîâ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî âîññòà-
íîâëåíèÿ ïî íåòî÷íîé èíôîðìàöèè ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâ-
ëåíèÿ çíà÷åíèÿ x′(0) ôóíêöèè x(·) ∈ W 2

∞([−1, 1]) ïî åå ïðèáëèæåííûì çíà-
÷åíèÿì â òî÷êàõ ±h, 0 < h ≤ 1. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ êàæäîé ôóíêöèè
x(·) ∈W 2

∞([−1, 1]) íàì èçâåñòíû çíà÷åíèÿ x̃−1 è x̃1 òàêèå, ÷òî

(1.8) |x(jh)− x̃j | ≤ δ, j = −1, 1,

ãäå δ > 0 � ïîãðåøíîñòü èñõîäíîé èíôîðìàöèè. Çäåñü èíôîðìàöèîííûé îïå-
ðàòîð óæå ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå Fh,δ, ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé
ôóíêöèè x(·) ∈ W 2

∞([−1, 1]) ìíîæåñòâî Fh,δx(·) = {(x̃−1, x̃1)}, ãäå x̃−1 è x̃1

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (1.8). Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ
ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè m : R2 → R. Ïîãðåøíîñòüþ äàííîãî ìåòîäà m íàçîâåì
âåëè÷èíó

e(x′(0),W 2
∞([−1, 1]), Fh,δ,m)

= sup
x(·)∈W 2

∞([−1,1])

sup
x̃−1,x̃1∈R

|x(jh)−x̃j |≤δ, j=−1,1

|x′(0)−m(x̃−1, x̃1)|.

Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ

E(x′(0),W 2
∞([−1, 1]), Fh,δ) = inf

m : R2→R
e(x′(0),W 2

∞([−1, 1]), Fh,δ,m)
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è îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ, ò.å. ìåòîä, íà êîòîðîì ýòà íèæíÿÿ ãðàíü
äîñòèãàåòñÿ.

Ïîëîæèì

x̂(t) =


− t

2

2
+

(
h

2
+
δ

h

)
t, 0 ≤ t ≤ 1,

t2

2
+

(
h

2
+
δ

h

)
t, −1 ≤ t < 0.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ±x̂(·) ∈ W 2
∞([−1, 1]) è x̂(−h) = −δ, x̂(h) = δ. Äëÿ

ëþáîãî ìåòîäà m èìååì

2x̂′(0) ≤ |x̂′(0)−m(0, 0)|+ | − x̂′(0)−m(0, 0)|
≤ 2e(x′(0),W 2

∞([−1, 1]), Fh,δ,m).

Ñëåäîâàòåëüíî,

(1.9) E(x′(0),W 2
∞([−1, 1]), Fh,δ) ≥ x̂′(0) =

h

2
+
δ

h
.

Ðàññìîòðèì ìåòîä

(1.10) m̂(x̃−1, x̃1) =
x̃1 − x̃−1

2h
.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî x̃j = x(jh) + δj , ãäå |δj | ≤ δ, j = −1, 1, áóäåì èìåòü

e(x′(0),W 2
∞([−1, 1]), Fh,δ, m̂)

= sup
x(·)∈W 2

∞

sup
|δj |≤δ, j=−1,1

∣∣∣∣x′(0)− x(h)− x(−h)

2h
− δ1 − δ−1

2h

∣∣∣∣
≤ sup
x(·)∈W 2

∞([−1,1])

∣∣∣∣x′(0)− x(h)− x(−h)

2h

∣∣∣∣+
δ

h
.

Ïîëüçóÿñü ðàâåíñòâîì

x(t) = x(0) + x′(0)t+

∫ t

0

(t− τ)x′′(τ) dτ,

ïîëó÷àåì∣∣∣∣x′(0)− x(h)− x(−h)

2h

∣∣∣∣ =
1

2h

∣∣∣∣∣
∫ 0

−h
(h+ τ)x′′(τ) dτ +

∫ h

0

(h− τ)x′′(τ) dτ

∣∣∣∣∣ ≤ h

2
.

Òåì ñàìûì

e(x′(0),W 2
∞([−1, 1]), Fh,δ, m̂) ≤ h

2
+
δ

h
.

Ó÷èòûâàÿ (1.9), íàõîäèì, ÷òî

E(x′(0),W 2
∞([−1, 1]), Fh,δ) =

h

2
+
δ

h
,

à ìåòîä (1.10) ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.
Ìîæíî ïîñòàâèòü âîïðîñ îá îïòèìèçàöèè èñõîäíîé èíôîðìàöèè çà ñ÷åò

âûáîðà øàãà h. Íåñëîæíûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî

min
0<h≤1

E(x′(0),W 2
∞([−1, 1]), Fh,δ) =

{√
2δ, δ < 1/2,

δ + 1/2, δ ≥ 1/2,

ïðè ýòîì çíà÷åíèå øàãà, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì òàêîâî:

(1.11) ĥ =

{√
2δ, δ < 1/2,

1, δ ≥ 1/2.
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Ðàññìîòðèì òåïåðü àíàëîãè÷íóþ çàäà÷ó, íåñêîëüêî èçìåíèâ èñõîäíóþ èí-
ôîðìàöèþ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç C([−1, 1]) ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ
íà îòðåçêå [−1, 1] ôóíêöèé ñ íîðìîé

‖x(·)‖C([−1,1]) = max
t∈[−1,1]

|x(t)|.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ êàæäîé ôóíêöèè x(·) ∈ W 2
∞([−1, 1]) íàì èçâåñòíà

ôóíêöèÿ ỹ(·) ∈ C([−1, 1]) òàêàÿ, ÷òî

(1.12) ‖x(·)− ỹ(·)‖C([−1,1]) ≤ δ.
Èíà÷å ãîâîðÿ, çàäàåòñÿ èíôîðìàöèîííûé îïåðàòîð Fδ([−1, 1]), ñòàâÿùèé êàæ-
äîé ôóíêöèè x(·) ∈ W 2

∞([−1, 1]) ìíîæåñòâî ôóíêöèé ỹ(·) ∈ C([−1, 1]), óäîâëå-
òâîðÿþùèõ óñëîâèþ (1.12).

Â ýòîì ñëó÷àå ïîãðåøíîñòüþ ïðîèçâîëüíîãî ìåòîäà m : C([−1, 1])→ R íà-
çîâåì âåëè÷èíó

e(x′(0),W 2
∞([−1, 1]), Fδ([−1, 1]),m) = sup

x(·)∈W 2
∞([−1,1]), ỹ∈C([−1,1])

‖x(·)−ỹ(·)‖C([−1,1])≤δ

|x′(0)−m(ỹ(·))|.

Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ

(1.13) E(x′(0),W 2
∞([−1, 1]), Fδ([−1, 1]))

= inf
m : C([−1,1])→R

e(x′(0),W 2
∞([−1, 1]), Fδ([−1, 1]),m)

è ìåòîä, íà êîòîðîì ýòà íèæíÿÿ ãðàíü äîñòèãàåòñÿ, íàçûâàåìûé îïòèìàëüíûì.
Ïîëîæèì

x̂0(t) =


− t

2

2
+

(
ĥ

2
+
δ

ĥ

)
t, 0 ≤ t ≤ 1,

t2

2
+

(
ĥ

2
+
δ

ĥ

)
t, −1 ≤ t < 0,

ãäå ĥ îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì (1.11). Òîãäà ±x̂0(·) ∈W 2
∞([−1, 1]) è

‖x̂0(·)‖C([−1,1]) = δ.

Äëÿ ëþáîãî ìåòîäà m èìååì

2x̂′0(0) ≤ |x̂′0(0)−m(0)|+ |− x̂′0(0)−m(0)| ≤ 2e(x′(0),W 2
∞([−1, 1]), Fδ([−1, 1]),m).

Ñëåäîâàòåëüíî,

E(x′(0),W 2
∞([−1, 1]), Fδ([−1, 1])) ≥ x̂′0(0) =

ĥ

2
+
δ

ĥ
.

Ðàññìîòðèì ìåòîä

(1.14) m̂(ỹ) =
ỹ(ĥ)− ỹ(−ĥ)

2ĥ
.

Â ñèëó îöåíêè, ïðîâåäåííîé äëÿ ìåòîäà (1.10), ïîëó÷àåì

e(x′(0),W 2
∞([−1, 1]), Fδ([−1, 1]), m̂) ≤ ĥ

2
+
δ

ĥ
.

Îòñþäà

E(x′(0),W 2
∞([−1, 1]), Fδ([−1, 1])) =

ĥ

2
+
δ

ĥ
=


√

2δ, δ < 1/2,

δ +
1

2
, δ ≥ 1/2.

,

à ìåòîä (1.14) ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.
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Îòìåòèì, ÷òî îïòèìàëüíûé ìåòîä èñïîëüçóåò ëèøü äâà çíà÷åíèÿ ôóíêöèè
ỹ(·). Âñÿ îñòàëüíàÿ èíôîðìàöèÿ î ôóíêöèè ỹ(·) íå èñïîëüçóåòñÿ. Â äàëüíåé-
øåì ìû óâèäèì, ÷òî ýòî äîâîëüíî õàðàêòåðíàÿ ñèòóàöèÿ äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ
ïî íåòî÷íîé èíôîðìàöèè. Ïîýòîìó âîçíèêàåò âîïðîñ: êàêîâà òà �ïîëåçíàÿ� èí-
ôîðìàöèÿ, äîñòàòî÷íàÿ äëÿ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ?

1.5. Âîññòàíîâëåíèå ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè ïî åå ïðèáëèæåííûì
êîýôôèöèåíòàì Ôóðüå

Îáîçíà÷èì ÷åðåç T åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü, ðåàëèçîâàííóþ êàê îòðåçîê
[−π, π] ñ èäåíòèôèöèðîâàííûìè êîíöàìè. ×åðåç L2(T) îáîçíà÷èì ñîâîêóïíîñòü
ôóíêöèé x(·) íà T, ñóììèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì, ñ íîðìîé

‖x(·)‖L2(T) =

(
1

2π

∫
T
|x(t)|2 dt

)1/2

.

Êëàññ W 2
2 (T) � ýòî ñîâîêóïíîñòü 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé x(·), ó êîòîðûõ

ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíà è ‖x′′(·)‖L2(T) ≤ 1.
Íà ýòîì êëàññå ðàññìîòðèì çàäà÷ó âîññòàíîâëåíèÿ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé

ôóíêöèè x(·) â ìåòðèêå L2(T) ïî êîíå÷íîìó íàáîðó åå êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå

xj =
1

2π

∫
T
x(t)e−ijt dt,

çàäàííûõ ñ ïîãðåøíîñòüþ. Òî÷íåå ãîâîðÿ, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äëÿ êàæäîé
ôóíêöèè x(·) ∈W 2

2 (T) íàì èçâåñòíû ÷èñëà yj , |j| ≤ N , òàêèå, ÷òî

(1.15) |xj − yj | ≤ δ, |j| ≤ N, δ > 0.

Çäåñü èíôîðìàöèîííûì îïåðàòîðîì ÿâëÿåòñÿ ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå FNδ ,
ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé ôóíêöèè x(·) ∈ W 2

2 (T) ìíîæåñòâî FNδ x(·) =
{yj}|j|≤N , ãäå yj óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (1.15). Â êà÷åñòâå ìåòîäîâ ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ âñåâîçìîæíûå îòîáðàæåíèÿ m : C2N+1 → L2(T). Ïîãðåøíîñòüþ äàí-
íîãî ìåòîäà m(y)(·) íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

e(x′(·),W 2
2 (T), FNδ ,m) = sup

x(·)∈W 2
2 (T)

y∈FNδ x(·)

‖x′(·)−m(y)(·)‖L2(T).

Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè âåëè÷èíû

E(x′(·),W 2
2 (T), FNδ ) = inf

m : C2N+1→L2(T)

e(x′(·),W 2
2 (T), FNδ ,m)

è ñîîòâåòñòâóþùåãî îïòèìàëüíîãî ìåòîäà.
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó íåòðóäíî ïîëó÷èòü îöåíêó ñíèçó

E(x′(·),W 2
2 (T), FNδ ) ≥ sup

x(·)∈W 2
2 (T)

|xj |≤δ, |j|≤N

‖x′(·)‖L2(T).

Çàäà÷à ñïðàâà â ñèëó ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå (äëÿ óäîáñòâà
ìû ïåðåõîäèì ê êâàäðàòó íîðìû)

(1.16)
∑
j∈Z

j2uj → max,
∑
j∈Z

j4uj ≤ 1, 0 ≤ uj ≤ δ2, |j| ≤ N,

ãäå uj = |xj |2, j ∈ Z.
Ïóñòü

p0 = max
{
p ∈ Z+ : δ2

∑
|j|≤p

j4 < 1, 0 ≤ p ≤ N
}
.
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Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ûj}j∈Z ðàâåíñòâîì

ûj =


δ2, |j| ≤ p0,
1− δ2

∑
|k|≤p0

k4

2(p0 + 1)4
, |j| = p0 + 1,

0, |j| > p0 + 1.

Ïðè p0 < N

1− δ2
∑
|k|≤p0

k4

2(p0 + 1)4
≤ δ,

ò.ê. â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

1− δ2
∑

|k|≤p0+1

k4 > 0,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ p0. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü û =
{ûj}j∈Z äîïóñòèìà. Ïîäñòàâëÿÿ û â ìàêñèìèçèðóåìûé ôóíêöèîíàë è èçâëåêàÿ
êâàäðàòíûé êîðåíü, ïîëó÷àåì

(1.17) E(x′(·),W 2
2 (T), FNδ ) ≥

(
1 + δ2

∑
|j|≤p0

(
j2(p0 + 1)2 − j4

))1/2

p0 + 1
.

Çàéìåìñÿ òåïåðü ïîñòðîåíèåì îïòèìàëüíîãî ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ. Áóäåì
èñêàòü åãî â âèäå

m̂(y)(t) =
∑
|j|≤p0

ijαjyje
ijt,

ãäå αj íåêîòîðûå ÷èñëà (ñãëàæèâàþùèå ìíîæèòåëè). Â ñèëó ðàâåíñòâà Ïàðñå-
âàëÿ êâàäðàò ïîãðåøíîñòè äàííîãî ìåòîäà ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì ñëåäóþùåé
ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è∑
|j|≤p0

j2|xj−αjyj |2+
∑
|j|>p0

j2|xj |2 → max,
∑
j∈Z

j4|xj |2 ≤ 1, |xj−yj | ≤ δ, |j| ≤ N.

Ïîëîæèâ zj = xj − yj , ýòó çàäà÷ó ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

(1.18)
∑
|j|≤p0

j2|(1− αj)xj + αjzj |2 +
∑
|j|>p0

j2|xj |2 → max,
∑
j∈Z

j4|xj |2 ≤ 1,

|zj | ≤ δ, |j| ≤ N.

Èç íåðàâåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî èìååì äëÿ 0 < |j| ≤ p0

|(1− αj)xj + αjzj |2 ≤
(
|1− αj |2

j2λ
+
j2|αj |2

λj

)
(λj2|xj |2 + j−2λj |zj |2),

ãäå λ è λj ïðîèçâîëüíûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà.
Ïîëîæèì λ = (p0 + 1)−2, λj = j2 − (p0 + 1)−2j4,

αj =
λj

λj4 + λj
.

Òîãäà
|1− αj |2

j2λ
+
j2|αj |2

λj
= 1.

Òåì ñàìûì

|(1− αj)xj + αjzj |2 ≤ λj2|xj |2 + j−2λj |zj |2.
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Ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ â çàäà÷å 1.18, ïîëó÷àåì∑
|j|≤p0

j2|(1− αj)xj + αjzj |2 +
∑
|j|>p0

j2|xj |2

≤
∑
|j|≤p0

(λj4|xj |2 + λj |zj |2) + λ
∑
|j|>p0

j4|xj |2 = λ
∑
j∈Z

j4|xj |2 +
∑
|j|≤p0

λj |zj |2

≤ λ+ δ2
∑
|j|≤p0

λj =
1 + δ2

∑
|j|≤p0

(
j2(p0 + 1)2 − j4

)
(p0 + 1)2

.

Òàêèì îáðàçîì,

e(x′(·),W 2
2 (T), FNδ , m̂) ≤

(
1 + δ2

∑
|j|≤p0

(
j2(p0 + 1)2 − j4

))1/2

p0 + 1
.

Ó÷èòûâàÿ (1.17), ïîëó÷àåì, ÷òî

E(x′(·),W 2
2 (T), FNδ ) =

(
1 + δ2

∑
|j|≤p0

(
j2(p0 + 1)2 − j4

))1/2

p0 + 1
,

à ìåòîä

m̂(y)(t) =
∑
|j|≤p0

ij

(
1−

(
j

p0 + 1

)2
)
yje

ijt

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.
Ïîëüçóÿñü ðàâåíñòâàìè

n∑
j=1

j2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
,(1.19)

n∑
j=1

j4 =
n(n+ 1)(2n+ 1)(3n2 + 3n− 1)

30
(1.20)

(îíè ìîãóò áûòü ëåãêî äîêàçàíû ïî èíäóêöèè), áóäåì èìåòü
(1.21)

E(x′(·),W 2
2 (T), FNδ ) =

1

p0 + 1

√
1 + δ2

p0(p0 + 1)(p0 + 2)(2p0 + 1)(2p0 + 3)

15
.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè p0 < N , òî äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå ÷èñëà êîýôôèöèåí-
òîâ Ôóðüå, èçâåñòíûõ ñ òîé æå ïîãðåøíîñòüþ δ, íå ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ
ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ. Òåì ñàìûì ïðè ôèêñèðîâàííîì δ
íàáîð èç 2N(δ) êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå (íóëåâîé êîýôôèöèåíò íå èñïîëüçóåòñÿ
â îïòèìàëüíîì ìåòîäå), ãäå

N(δ) = max
{
N ∈ Z+ : δ2

∑
|j|≤N

j4 < 1
}
,

ïîçâîëÿåò ìàêñèìàëüíî òî÷íî âîññòàíîâèòü ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè èç L2(T).
Ïðèâåäåì íåêîòîðûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè N(δ) è ñîîòâåòñòâóþùåé ïîãðåøíîñòè
îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ.
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δ2 N(δ) E2
(
x′(·),W 2

2 (T), F
N(δ)
δ

)
[

1

2
,+∞

)
0 1

[
1

34
,

1

2

)
1

1 + 6δ2

4[
1

196
,

1

34

)
2

1 + 56δ2

9[
1

708
,

1

196

)
3

1 + 252δ2

16

Â îáùåì ñëó÷àå, åñëè( ∑
|j|≤k+1

j4

)−1/2

≤ δ <
(∑
|j|≤k

j4

)−1/2

,

òî N(δ) = k. Èç ðàâåíñòâà (1.20) è òîãî, ÷òî ïðè âñåõ n ≥ 1 âûïîëíÿþòñÿ
íåðàâåíñòâà

6

(
n+

1

3

)5

< n(n+ 1)(2n+ 1)(3n2 + 3n− 1) < 6

(
n+

1

2

)5

,

ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèå îöåíêè ïðè 0 < δ < 1/
√

2(
5

2δ2

)1/5

− 3

2
< N(δ) <

(
5

2δ2

)1/5

− 1

3
.

Ïîëüçóÿñü ýòèìè îöåíêàìè è ðàâåíñòâîì (1.21), ïîëó÷àåì

E(x′(·),W 2
2 (T), F

N(δ)
δ ) =

√
5

3

(
2δ2

5

)1/5

+O(δ4/5).

1.6. Èíòåðïîëÿöèÿ ïðèáëèæåííî çàäàííîé ôóíêöèè

Îáîçíà÷èì ÷åðåç L2(R) ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé x(·), îïðåäåëåííûõ íà R,
äëÿ êîòîðûõ

‖x(·)‖L2(R) =

(∫
R
|x(t)|2 dt

)1/2

<∞.

×åðåç W1
2 (R) áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîñòðàíñòâî ëîêàëüíî àáñîëþòíî íåïðåðûâ-

íûõ ôóíêöèé x(·) ∈ L2(R), äëÿ êîòîðûõ ‖x′(·)‖L2(R) < ∞, à ÷åðåç W 1
2 (R) �

êëàññ ôóíêöèé èç W1
2 (R), äëÿ êîòîðûõ ‖x′(·)‖L2(R) ≤ 1. Íà êëàññå W 1

2 (R) ðàñ-
ñìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ çíà÷åíèÿ x(0) ïî èíôîðìàöèè
î ñàìîé ôóíêöèè x(·), çàäàííîé ñ ïîãðåøíîñòüþ δ > 0 â íîðìå L2(R). Èíû-
ìè ñëîâàìè, ìû ñ÷èòàåì, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè x(·) ∈ W 1

2 (R) íàì èçâåñòíà
ôóíêöèÿ y(·) ∈ L2(R), òàêàÿ, ÷òî

(1.22) ‖x(·)− y(·)‖L2(R) ≤ δ.

Òåì ñàìûì çäåñü â êà÷åñòâå èíôîðìàöèîííîãî îïåðàòîðà Fδ ðàññìàòðèâàåò-
ñÿ ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå, êîòîðîå êàæäîé ôóíêöèè x(·) ∈ W 1

2 (R) ñòàâèò
â ñîîòâåòñòâèå ìíîæåñòâî ôóíêöèé y(·) ∈ L2(R), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
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(1.22). Íàñ, êàê è â ïðåäûäóùèõ ïðèìåðàõ, èíòåðåñóåò ïîãðåøíîñòü îïòèìàëü-
íîãî âîññòàíîâëåíèÿ

E(x(0),W 1
2 (R), Fδ) = inf

m : L2(R)→R
e(x(0),W 1

2 (R), Fδ,m),

ãäå

e(x(0),W 1
2 (R), Fδ,m) = sup

x(·)∈W 1
2 (R), y(·)∈L2(R)

‖x(·)−y(·)‖L2(R)≤δ

|x(0)−m(y(·))|,

à òàêæå îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ (ìåòîä, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ
íèæíÿÿ ãðàíü).

Â òî÷íîñòè òàê æå, êàê è ðàíüøå, äîêàçûâàåòñÿ îöåíêà

E(x(0),W 1
2 (R), Fδ) ≥ sup

x(·)∈W 1
2 (R)

‖x(·)‖L2(R)≤δ

|x(0)|.

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ

x̂(t) =
√
δe−|t|/δ

ïðèíàäëåæèò êëàññó W 1
2 (R) è, êðîìå òîãî, ‖x̂(·)‖L2(R) = δ, òî

E(x(0),W 1
2 (R), Fδ) ≥ x̂(0) =

√
δ.

Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèè èç W1
2 (R) îãðàíè÷åíû. Ïóñòü x(·) ∈ W1

2 (R), t0 ∈ R,
à t1 ∈ ∆ = [t0 − 1/2, t0, 1/2] âûáðàíî èç óñëîâèÿ

|x(t1)| = min
t∈∆
|x(t)|.

Òîãäà ∫
∆

|x(t)|2 dt ≥ |x(t1)|2.

Îòñþäà

|x(t1)| ≤ ‖x(·)‖L2(R).

Äàëåå,

x(t0) = x(t1) +

∫ t0

t1

x′(t) dt.

Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî, ïîëó÷àåì

|x(t0)| ≤ ‖x(·)‖L2(R) + ‖x′(·)‖L2(R).

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè t0 ïîëó÷àåì îãðàíè÷åííîñòü x(·).
Äëÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ ëåã-

êî ïðîâåðÿåìûì òîæäåñòâîì

(1.23) x(0) =
1

2δ

∫
R
e−|t|/δx(t) dt− 1

2

∫
R
e−|t|/δx′(t) sign t dt,

ñïðàâåäëèâûì äëÿ âñåõ x(·) ∈ W1
2 (R). Ðàññìîòðèì ìåòîä

(1.24) m(y(·)) =
1

2δ

∫
R
e−|t|/δy(t) dt.
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Âîñïîëüçîâàâøèñü òîæäåñòâîì (1.23) è ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâ-
ñêîãî, áóäåì èìåòü

e(x(0),W 1
2 (R), Fδ,m) = sup

x(·)∈W 1
2 (R)

sup
y(·)∈L2(R)

‖x(·)−y(·)‖L2(R)≤δ

∣∣∣∣x(0)− 1

2δ

∫
R
e−|t|/δx(t) dt

− 1

2δ

∫
R
e−|t|/δ(y(t)− x(t)) dt

∣∣∣∣ ≤ sup
x(·)∈W 1

2 (R)

∣∣∣∣12
∫
R
e−|t|/δx′(t) sign t dt

∣∣∣∣
+

√
δ

2
≤
√
δ.

Îòñþäà è ñîîòâåòñòâóþùåé îöåíêè ñíèçó âûòåêàåò ðàâåíñòâî

E(x(0),W 1
2 (R), Fδ) =

√
δ

è îïòèìàëüíîñòü ìåòîäà (1.24).
Êðîìå òîãî, èç äîêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî çíà÷åíèå çàäà÷è

(1.25) x(0)→ max, ‖x(·)‖L2(R) ≤ δ, ‖x′(·)‖L2(R) ≤ 1,

ðàâíî
√
δ. Ôóíêöèÿ x(·)/‖x′(·)‖L2(R) äëÿ âñåõ x(·) ∈ W1

2 (R) ÿâëÿåòñÿ äîïó-
ñòèìîé â çàäà÷å (1.25) ñ δ = ‖x(·)‖L2(R)/‖x′(·)‖L2(R). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ
x(·) ∈ W1

2 (R) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|x(0)|
‖x′(·)‖L2(R)

≤
‖x(·)‖1/2L2(R)

‖x′(·)‖1/2L2(R)

,

ò.å.

(1.26) |x(0)| ≤ ‖x(·)‖1/2L2(R)‖x
′(·)‖1/2L2(R).

Â ñèëó èíâàðèàíòíîñòè íîðìû îòíîñèòåëüíî ñäâèãà òî÷êó 0 ìîæíî çàìåíèòü
íà ëþáóþ òî÷êó τ ∈ R.

Ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåêîòîðûé ïðèíöèï
íåîïðåäåëåííîñòè äëÿ ôóíêöèé èç W1

2 (R), îçíà÷àþùèé, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàí-
íîì çíà÷åíèè ôóíêöèè â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå íîðìû ôóíêöèè è åå ïðîèçâîäíîé
íå ìîãóò áûòü îäíîâðåìåííî ìàëû � èõ ïðîèçâåäåíèå âñåãäà íå ìåíüøå êâàä-
ðàòà ýòîãî çíà÷åíèÿ.

1.7. Íàõîæäåíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ïî
íåòî÷íûì íà÷àëüíûì äàííûì

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè

(1.27)
ut = uxx,

u(0, t) = u(π, t) = 0, u(x, 0) = f(x).

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è äàåòñÿ ðàâåíñòâîì

u(x, t) =

∞∑
k=1

bk(f)e−k
2t sin kx,

ãäå

bk(f) =
2

π

∫ π

0

f(x) sin kx dx.

Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü âîïðîñ êàê íàèëó÷øèì îáðàçîì âîññòàíîâèòü ðåøåíèå
çàäà÷è (1.27) â ìîìåíò âðåìåíè t = T , åñëè âû÷èñëåíî ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî
êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå b1(f), . . . , bN (f) è âû÷èñëåíèÿ ïðîâåäåíû ñ íåêîòîðîé
ïîãðåøíîñòüþ.
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Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

f(·) ∈
◦
W

1
2([0, π]) = { f(·) ∈ W1

2 ([0, π]) : ‖f ′(·)‖L2([0,π]) ≤ 1, f(0) = f(π) = 0 },
ãäå

W1
2 ([0, π]) = { f(·) ∈ L2([0, π]) : f(·) � àáñ. íåïð. íà [0, π], ‖f ′(·)‖L2([0,π]) <∞},

à

‖g(·)‖L2([0,π]) =

(
2

π

∫ π

0

|g(x)|2 dx
)1/2

.

Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f(·) ∈
◦
W 1

2([0, π]) íàì èçâåñòíû ÷èñëà yk,
k = 1, . . . , N , òàêèå, ÷òî

(1.28) |bk(f)− yk| ≤ δ, k = 1, . . . , N, δ > 0.

Çäåñü èíôîðìàöèîííûì îïåðàòîðîì ÿâëÿåòñÿ ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå FNδ ,

ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé ôóíêöèè f(·) ∈
◦
W1

2([0, π]) ìíîæåñòâî FNδ f(·) =
{yk}Nk=1, ãäå yk óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (1.28).

Â êà÷åñòâå ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðîèçâîëüíûå
îïåðàòîðû m : RN → L2([0, π]). Ïîãðåøíîñòüþ âîññòàíîâëåíèÿ äëÿ äàííîãî ìå-
òîäà m íàçîâåì âåëè÷èíó

e(T,
◦
W

1
2([0, π]), FNδ ,m)

= sup

f(·)∈
◦
W1

2([0,π])

sup
y1,...,yN

|bk(f)−yk|≤δ, k=1,...,N

‖u(·, T )−m(y)(·)‖L2([0,π]).

Ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

E(T,
◦
W

1
2([0, π]), FNδ ) = inf

m : RN→L2([0,π])
e(T,

◦
W

1
2([0, π]), FNδ ,m).

Òåì æå ïðèåìîì, êîòîðûé èñïîëüçîâàëñÿ ðàíåå, ïîëó÷àåì îöåíêó ñíèçó

(1.29) E(T,
◦
W

1
2([0, π]), FNδ ) ≥ sup

f(·)∈
◦
W

1
2([0,π])

|bk(f)|≤δ, k=1,...,N

‖u(·, T )‖L2([0,π]).

Ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à, ñòîÿùàÿ â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (1.29) ìîæåò áûòü
ïåðåïèñàíà â ñëåäóþùåì âèäå (äëÿ óäîáñòâà ìû ïåðåõîäèì ê êâàäðàòó åå çíà-
÷åíèÿ)

(1.30)
∞∑
k=1

b2k(f)e−2k2T → max,

∞∑
k=1

b2k(f)k2 ≤ 1, b2k(f) ≤ δ2, k = 1, . . . , N.

Ïîëîæèì uk = b2k(f). Òîãäà çàäà÷à (1.30) ïðèìåò âèä

(1.31)
∞∑
k=1

uke
−2k2T → max,

∞∑
k=1

ukk
2 ≤ 1, 0 ≤ uk ≤ δ2, k = 1, . . . , N.

Ïóñòü

n = max
{
m ∈ Z+ : δ2

m∑
k=1

k2 < 1, 0 ≤ m ≤ N
}
.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïîñëåäâàòåëüíîñòü

ûk =


δ2, k = 1, . . . , n,
1− δ2

∑n
k=1 k

2

(n+ 1)2
, k = n+ 1,

0, k = n+ 2, . . . ,
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ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé â çàäà÷å (1.31). Ïîäñòàâëÿÿ {ûk}∞1 â ìàêñèìèçèðóåìûé
ôóíêöèîíàë è èçâëåêàÿ êâàäðàòíûé êîðåíü, íàõîäèì
(1.32)

E(T,
◦
W

1
2([0, π]), FNδ ) ≥

√√√√δ2

n∑
k=1

e−2k2T +

(
1− δ2

n∑
k=1

k2

)
(n+ 1)−2e−2(n+1)2T .

Çàéìåìñÿ òåïåðü ïîñòðîåíèåì îïòèìàëüíîãî ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ. Áóäåì
èñêàòü åãî â âèäå

(1.33) m̂(y)(x) =

∞∑
k=1

αkyke
−k2T sin kx,

ãäå αk íåêîòîðûå ÷èñëà (ñãëàæèâàþùèå ìíîæèòåëè). Â ñèëó ðàâåíñòâà Ïàðñå-
âàëÿ êâàäðàò ïîãðåøíîñòè äàííîãî ìåòîäà ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì ñëåäóþùåé
ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è

n∑
k=1

|bk(f)− αkyk|2e−2k2T +

∞∑
k=n+1

b2k(f)e−2k2T → max,

∞∑
k=1

b2k(f)k2 ≤ 1,

|bk(f)− yk| ≤ δ, k = 1, . . . , N.

Ïîëîæèâ zk = bk(f)− yk, ýòó çàäà÷ó ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

(1.34)
n∑
k=1

|(1− αk)bk(f) + αkzk|2e−2k2T +

∞∑
k=n+1

b2k(f)e−2k2T → max,

∞∑
k=1

b2k(f)k2 ≤ 1, |zk| ≤ δ, k = 1, . . . , N.

Èç íåðàâåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî èìååì

|(1− αk)bk(f) + αkzk|2 ≤
(
|1− αk|2

k2λ
+
|αk|2

λk

)
(λk2b2k(f) + λkz

2
k),

ãäå λ è λj ïðîèçâîëüíûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà.
Ïîëîæèì λ = (n+ 1)−2e−2(n+1)2T , λk = e−2k2T − λk2,

αk =
λk

λk + λk2
.

Òîãäà
|1− αk|2

k2λ
+
|αk|2

λk
= e2k2T .

Ñëåäîâàòåëüíî,

|(1− αk)bk(f) + αkzk|2 ≤ e2k2T (λk2b2k(f) + λkz
2
k).

Ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ â çàäà÷å 1.34, ïîëó÷àåì

n∑
k=1

|(1− αk)bk(f) + αkzk|2e−2k2T +

∞∑
k=n+1

b2k(f)e−2k2T ≤

n∑
k=1

(λk2b2k(f) + λkz
2
k) + λ

∞∑
k=n+1

b2k(f)k2 = λ

∞∑
k=1

b2k(f)k2 +

n∑
k=1

λkz
2
k ≤ λ+ δ2

n∑
k=1

λk

= δ2
n∑
k=1

e−2k2T +

(
1− δ2

n∑
k=1

k2

)
(n+ 1)−2e−2(n+1)2T .
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Òàêèì îáðàçîì,

e(T,
◦
W

1
2([0, π]), FNδ , m̂) ≤

√√√√δ2

n∑
k=1

e−2k2T +

(
1− δ2

n∑
k=1

k2

)
(n+ 1)−2e−2(n+1)2T .

Èç (1.32) âûòåêàåò, ÷òî

E(T,
◦
W

1
2([0, π]), FNδ ) =

√√√√δ2

n∑
k=1

e−2k2T +

(
1− δ2

n∑
k=1

k2

)
(n+ 1)−2e−2(n+1)2T ,

à ìåòîä (1.33), êîòîðûé ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

m̂(y)(x) =

∞∑
k=1

(
1−

(
k

n+ 1

)2

e−2((n+1)2−k2)T

)
yke
−k2T sin kx,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.
Çäåñü òàê æå, êàê è â çàäà÷å âîññòàíîâëåíèÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè ïî åå

ïðèáëèæåííûì êîýôôèöèåíòàì Ôóðüå, ðàññìîòðåííîé â ï. 1.5, åñëè n < N ,
òî äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå ÷èñëà êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ôóíêöèè f(·), èçâåñò-
íûõ ñ òîé æå ïîãðåøíîñòüþ δ, íå ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ ïîãðåøíîñòè îï-
òèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ. Òåì ñàìûì ïðè ôèêñèðîâàííîì δ íàáîð èç N(δ)
êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå, ãäå

N(δ) = max
{
m ∈ Z+ : δ2

m∑
k=1

k2 < 1
}
,

ïîçâîëÿåò ìàêñèìàëüíî òî÷íî âîññòàíîâèòü ðåøåíèå çàäà÷è (1.27) â ìîìåíò
âðåìåíè t = T .

Èç ðàâåíñòâà (1.19) è ëåãêî ïðîâåðÿåìûõ íåðàâåíñòâ(
n+

1

3

)3

< n(n+ 1)

(
n+

1

2

)
<

(
n+

1

2

)3

,

ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèå îöåíêè ïðè 0 < δ < 1(
3

δ2

)1/3

− 3

2
< N(δ) <

(
3

δ2

)1/3

− 1

3
.

1.8. Êîììåíòàðèè

Â ýòîé ãëàâå â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ õàðàêòåðíûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî âîññòà-
íîâëåíèÿ áûëè ðàññìîòðåíû ïðîñòåéøèå çàäà÷è ðàçíûõ òèïîâ. Äëÿ êàæäîé èç
íèõ äàåòñÿ ïîëíîå ðåøåíèå ñ óêàçàíèåì òî÷íîãî âûðàæåíèÿ äëÿ ïîãðåøíîñòè
îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùåãî îïòèìàëüíîãî ìåòîäà âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ. Áîëüøèíñòâî ïðèìåðîâ âçÿòî èç ñòàòüè [55]. Íåðàâåíñòâî (1.26)
ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì õîðîøî èçâåñòíîãî íåðàâåíñòâà Òàéêîâà [97]. Çàäà-
÷à, ðàññìàòðèâàåìàÿ â ï. 1.7, âçÿòà èç ñòàòüè [12].



Ãëàâà 2

Îáùàÿ òåîðèÿ

2.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ

Îáùàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ îïåðàòîðîâ ïî íåòî÷íî çà-
äàííîé èíôîðìàöèè ìîæåò áûòü ïîñòàâëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü X
è Y � ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà, Z � ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî è
L : X → Z � ëèíåéíûé îïåðàòîð. Òðåáóåòñÿ âîññòàíîâèòü çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà
L íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå W ⊂ X ïî çíà÷åíèÿì ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ
(ì. î.) F : W → Y , ïîä êîòîðûì ïîíèìàåòñÿ îòîáðàæåíèå, ñòàâÿùåå â ñîîòâåò-
ñòâèå êàæäîìó ýëåìåíòó x ∈W íåïóñòîå ìíîæåñòâî F (x) ⊂ Y . Ìíîæåñòâî

grF := { (x, y) : x ∈W, y ∈ F (x) }

íàçûâàåòñÿ ãðàôèêîì ì. î. F .
Ìíîãîçíà÷íîñòü îòîáðàæåíèÿ F ìîäåëèðóåò íåòî÷íî çàäàííóþ èíôîðìà-

öèþ îá ýëåìåíòàõ W . Åñëè F � îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå, òî ãîâîðÿò î çàäà÷å
âîññòàíîâëåíèÿ ïî òî÷íûì äàííûì. ×àñòî â çàäà÷àõ âîññòàíîâëåíèÿ ðàññìàò-
ðèâàþò îòîáðàæåíèÿ âèäà

(2.1) F (x) = Ix+ U,

ãäå I : X → Y � ëèíåéíûé îïåðàòîð, íàçûâàåìûé èíôîðìàöèîííûì, à U �
íåêîòîðîå ôèêñèðîâàííîå ìíîæåñòâî èç Y . Íàïðèìåð, åñëè Y � íîðìèðîâàííîå
ïðîñòðàíñòâî, òî â êà÷åñòâå U ðàññìàòðèâàþò øàð ðàäèóñà δ. Ïðè ýòîì ãîâîðÿò,
÷òî çíà÷åíèÿ èíôîðìàöèîííîãî îïåðàòîðà I çàäàíû ñ ïîãðåøíîñòüþ δ.

Ïîä ìåòîäàìè âîññòàíîâëåíèÿ îïåðàòîðà L áóäåì ïîíèìàòü âñåâîçìîæ-
íûå îòîáðàæåíèÿ ϕ : F (W ) → Z (ïðè ýòîì íèêàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ ñâîéñòâ
îò ýòèõ îòîáðàæåíèé, âîîáùå ãîâîðÿ, ìû íå òðåáóåì). Òàêèì îáðàçîì, èìååì
ñëåäóþùóþ äèàãðàììó.

X ⊃W - Z
L

@
@R F (W ) �

��F ϕ

Ïîãðåøíîñòüþ ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ ϕ íàçîâåì âåëè÷èíó

e(L,F, ϕ) = sup
(x,y)∈grF

‖Lx− ϕ(y)‖Z .

Ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

(2.2) E(L,F ) = inf
ϕ : F (W )→Z

e(L,F, ϕ).

Ìåòîä ϕ̂ íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíûì, åñëè

e(L,F, ϕ̂) = E(L,F ).

28
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Çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ âåëè÷èíû ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ
è îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ áóäåì íàçûâàòü çàäà÷åé îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëå-
íèÿ (çíà÷åíèé îïåðàòîðà L íà êëàññåW ïî èíôîðìàöèè F ), èëè êðàòêî, (L,F )-
çàäà÷åé.

Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷à îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ñ ìíîãîçíà÷íûì îòîá-
ðàæåíèåì âèäà (2.1) ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê çàäà÷å îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâ-
ëåíèÿ ñ îäíîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì. Äëÿ òîãî, ÷òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, íàäî
âìåñòî X ðàññìîòðåòü ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî X̃ = X × Y , âìåñòî ìíîæåñòâà
W � ìíîæåñòâî W̃ = W × U , âìåñòî îïåðàòîðà L � îïåðàòîð L̃(x, y) = Lx, à
îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå F̃ îïðåäåëèòü ðàâåíñòâîì F̃ (x, y) = Ix+ y.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî ìåòîäà ϕ

e(L̃, F̃ , ϕ) = sup
x∈W, y∈U

‖Lx− ϕ(Ix+ y)‖Z = sup
(x,v)∈grF

‖Lx− ϕ(v)‖Z = e(L,F, ϕ).

Îòñþäà
E(L̃, F̃ ) = E(L,F ).

Òåì ñàìûì çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ñ íåòî÷íûìè äàííûìè ìîæåò áûòü ñâå-
äåíà ê çàäà÷å âîññòàíîâëåíèÿ ñ òî÷íûìè äàííûìè.

Ëåììà 2.1. Ïóñòü â çàäà÷å (2.2) ìíîæåñòâî grF öåíòðàëüíî-ñèììåò-
ðè÷íî, à ìíîæåñòâî

F−1(0) = {x ∈W : 0 ∈ F (x)}

íå ïóñòî. Òîãäà
E(L,F ) ≥ sup

x∈F−1(0)

‖Lx‖Z .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî ìåòîäà ϕ ïðè âñåõ x ∈ W òàêèõ, ÷òî x ∈
F−1(0), èìååì

2‖Lx‖Z ≤ ‖Lx− ϕ(0)‖Z + ‖L(−x)− ϕ(0)‖Z ≤ 2e(L,F, ϕ).

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ìåòîäà ϕ

e(L,F, ϕ) ≥ sup
x∈F−1(0)

‖Lx‖Z ,

îòêóäà ñðàçó æå âûòåêàåò äîêàçûâàåìàÿ îöåíêà. �

Ââåäåì âåëè÷èíó, êîòîðàÿ â íåêîòîðîì ñìûñëå õàðàêòåðèçóåò �ðàçáðîñ�
çíà÷åíèé îïåðàòîðà L íà ìíîæåñòâå ýëåìåíòîâ èç W ñ îäíîé è òîé æå èíôîð-
ìàöèåé. Ïóñòü y ∈ F (W ). ×èñëî

r(L,F, y) = inf
z∈Z

sup
x∈F−1(y)

‖Lx− z‖Z

íàçûâàåòñÿ ÷åáûøåâñêèì ðàäèóñîì ìíîæåñòâà L(F−1(y)). Ýòî ðàäèóñ ìèíè-
ìàëüíîãî øàðà, ñîäåðæàùåãî äàííîå ìíîæåñòâî. Åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå z(y) ∈
Z, ÷òî

r(L,F, y) = sup
x∈F−1(y)

‖Lx− z(y)‖Z ,

òî z(y) íàçûâàåòñÿ ÷åáûøåâñêèì öåíòðîì ìíîæåñòâà L(F−1(y)).
Âåëè÷èíà

(2.3) R(L,F ) = sup
y∈F (W )

r(L,F, y)

íàçûâàåòñÿ ðàäèóñîì èíôîðìàöèè â çàäà÷å îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ.
Ñëåäóþùàÿ ëåììà äàåò ãåîìåòðè÷åñêóþ õàðàêòåðèñòèêó âåëè÷èíû ïî-

ãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ.
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Ëåììà 2.2. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

E(L,F ) = R(L,F ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕ � ïðîèçâîëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ. Òîãäà
äëÿ ëþáîãî y ∈ F (W )

r(L,F, y) ≤ sup
x∈F−1(y)

‖Lx− ϕ(y)‖Z ≤ e(L,F, ϕ).

Ïåðåéäÿ ê âåðõíåé ãðàíè â ëåâîé ÷àñòè ïî âñåì y ∈ F (W ), à çàòåì ê íèæíåé
ãðàíè ïî âñåâîçìîæíûì ìåòîäàì, ïîëó÷èì

R(L,F ) ≤ E(L,F ).

Äîêàæåì ïðîòèâîïîëîæíîå íåðàâåíñòâî. Ïóñòü ε > 0. Äëÿ êàæäîãî y ∈
F (W ) íàéäåòñÿ ýëåìåíò zε(y) ∈ Z òàêîé, ÷òî

sup
x∈F−1(y)

‖Lx− zε(y)‖Z ≤ r(L,F, y) + ε.

Îïðåäåëèì ìåòîä ϕε : F (W )→ Z ïî ïðàâèëó ϕε(y) = zε(y). Òîãäà

e(L,F, ϕε) = sup
(x,y)∈grF

‖Lx− ϕε(y)‖Z = sup
y∈F (W )

sup
x∈F−1(y)

‖Lx− ϕε(y)‖Z

≤ sup
y∈F (W )

(r(L,F, y) + ε) = R(L,F ) + ε.

Ñëåäîâàòåëüíî,
E(L,F ) ≤ R(L,F ) + ε.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε > 0 ïîëó÷àåì, ÷òî

E(L,F ) ≤ R(L,F ).

×òî âìåñòå ñ ïðîòèâîïîëîæíûì íåðàâåíñòâîì äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå ëåììû.
�

Îòìåòèì, ÷òî èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî åñëè äëÿ êàæ-
äîãî y ∈ F (W ) ñóùåñòâóåò ÷åáûøåâñêèé öåíòð z(y) ìíîæåñòâà L(F−1(y)), òî
ìåòîä ϕ(y) = z(y) ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì. Òàêîé îïòèìàëüíûé ìåòîä íàçûâà-
þò öåíòðàëüíûì ìåòîäîì. Â ï.ï. 1.1�1.3 ïðèâîäèëèñü ïðèìåðû öåíòðàëüíûõ
àëãîðèòìîâ.

2.2. Îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ

Ïóñòü X ′ � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, àëãåáðàè÷åñêè ñîïðÿæåííîå ê X, ò.å.
ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà X. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (2.2), êîãäà
L = x′ ∈ X ′. Çíà÷åíèå ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà x′ íà ýëåìåíòå x ìû áóäåì
îáîçíà÷àòü ÷åðåç 〈x′, x〉. Â ýòîì ñëó÷àå Z = K, ãäå K = R èëè C (â çàâèñèìîñòè
îò òîãî, âåùåñòâåííîå èëè êîìïëåêñíîå ïðîñòðàíñòâî X).

Íàïîìíèì, ÷òî ïîäìíîæåñòâî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ âû-
ïóêëûì, åñëè ñ ëþáûìè äâóìÿ ñâîèìè òî÷êàìè x1, x2 ∈ X îíî ñîäåðæèò îòðå-
çîê [x1, x2] = { z ∈ X | z = (1−α)x1+αx2, 0 ≤ α ≤ 1 }, ñîåäèíÿþùèé ýòè òî÷êè.
Íàèìåíüøåå âûïóêëîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå ìíîæåñòâî A ⊂ X íàçûâàåòñÿ
âûïóêëîé îáîëî÷êîé ìíîæåñòâà A è îáîçíà÷àåòñÿ coA. Îíà ñîñòîèò èç âñåõ âû-
ïóêëûõ êîìáèíàöèé ýëåìåíòîâ èç A, ò. å. ýëåìåíòîâ âèäà x = λ1x1 +. . .+λmxm,
ãäå xj ∈ A, λj ≥ 0, è

∑m
j=1 λj = 1.

Ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå F : W → Y íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì, åñëè åãî ãðà-
ôèê � âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Êàæäîìó ìíîãîçíà÷íîìó îòîáðàæåíèþ F : W →
Y ìîæíî ñîïîñòàâèòü âûïóêëîå ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå coF : coW → Y ïî
ïðàâèëó

coF (x) = { y ∈ Y | (x, y) ∈ co grF }.
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî gr coF = co grF .
Ôóíêöèÿ f : X → K íàçûâàåòñÿ àôôèííîé, åñëè f(x) = 〈x′, x〉 + a, ãäå

x′ ∈ X ′ è a ∈ K.

Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü X è Y � âåùåñòâåííûå ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà,
W ⊂ X, F : W → Y è x′ ∈ X ′. Òîãäà äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ àôôèííîãî îï-
òèìàëüíîãî ìåòîäà â çàäà÷å âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèîíàëà x′ íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

(2.4) R(x′, F ) = R(x′, coF ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Äîêàæåì, ÷òî èç ñóùåñòâîâàíèÿ àô-
ôèííîãî îïòèìàëüíîãî ìåòîäà âûòåêàåò ðàâåíñòâî (2.4). Ñíà÷àëà ïîêàæåì,
÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî àôôèííîãî ìåòîäà ϕ : F (W ) → R, ϕ(y) = 〈y′, y〉 + a,
ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

(2.5) e(x′, F, ϕ) = e(x′, coF,ϕ).

Äåéñòâèòåëüíî, ÿñíî, ÷òî e(x′, F, ϕ) ≤ e(x′, coF,ϕ). Äîêàæåì ïðîòèâîïîëîæíîå
íåðàâåíñòâî. Ïóñòü (x, y) ∈ gr coF . Òîãäà íàéäóòñÿ òàêèå (xj , yj) ∈ grF , λj ≥ 0,
j = 1, . . . , n, è

∑n
j=1 λj = 1, ÷òî

(x, y) =

n∑
j=1

λj(xj , yj)

è ìû èìååì

|〈x′, x〉 − ϕ(y)| = |〈x′, x〉 − 〈y′, y〉 − a| =
∣∣∣∣ n∑
j=1

λj(〈x′, xj〉 − 〈y′, yj〉 − a)

∣∣∣∣
≤ max

1≤j≤n
|〈x′, xj〉 − 〈y′, yj〉 − a| ≤ e(x′, F, ϕ).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî e(x′, coF,ϕ) ≤ e(x′, F, ϕ) è òåì ñàìûì ñîîòíîøåíèå (2.5)
äîêàçàíî.

Ïóñòü òåïåðü ϕ̂ � àôôèííûé îïòèìàëüíûé ìåòîä â (x′, F )-çàäà÷å. Òîãäà,
ïîëüçóÿñü ëåììîé 2.2 è (2.5), ïîëó÷àåì

R(x′, coF ) = E(x′, coF ) ≤ e(x′, coF, ϕ̂) = e(x′, F, ϕ̂) = E(x′, F ) = R(x′, F ).

Ïðîòèâîïîëîæíîå íåðàâåíñòâî R(x′, coF ) ≥ R(x′, F ) î÷åâèäíî è ïîýòîìó ðà-
âåíñòâî (2.4) äîêàçàíî.

Äîñòàòî÷íîñòü. Åñëè R(x′, F ) = +∞, òî ðàâåíñòâî (2.4) âûïîëíÿåòñÿ î÷å-
âèäíûì îáðàçîì ((R(x′, F ) ≤ R(x′, coF )). Òîãäà E(x′, F ) = +∞ ïî ëåììå
(2.2) è, ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîé ìåòîä îïòèìàëåí, â ÷àñòíîñòè, ëþáîé àôôèí-
íûé. Èòàê, ïóñòü âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå (2.4) è R(x′, F ) < +∞.

Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî â (x′, coF )-çàäà÷å ñóùåñòâóåò àôôèííûé îïòèìàëü-
íûé ìåòîä. Äàëåå, äëÿ êðàòêîñòè, ïèøåì R âìåñòî R(x′, coF ).

Ïîëîæèì

Ω = { (y, 〈x′, x〉) ∈ Y × R | (x, y) ∈ gr coF } è Ω0 = Ω− Ω.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî Ω � âûïóêëîå ìíîæåñòâî, à Ω0 � âûïóêëî è
öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íî.

Ïóñòü µ(·) � ôóíêöèîíàë Ìèíêîâñêîãî ìíîæåñòâà Ω0, ò. å.

µ(ω) = inf{ t > 0 | ω ∈ tΩ0 },

ãäå µ(ω) = +∞, åñëè ñîîòâåòñòâóþùåå ìíîæåñòâî â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ ïóñòî
(ñì. 7.2).
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Ïîëîæèì

p(ω) =

{
+∞, µ(ω) = +∞,
2Rµ(ω), µ(ω) < +∞.

Ðàññìîòðèì ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë ω′0, îïðåäåëåííûé íà ïîäïðîñòðàíñòâå {0}×
R ⊂ Y × R ðàâåíñòâîì 〈ω′0, (0, r)〉 = r. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ âñåõ ω ∈ {0} × R
âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

(2.6) |〈ω′0, ω〉| ≤ p(ω).

Åñëè p(ω) = +∞, òî íåðàâåíñòâî (2.6) î÷åâèäíî. Ïóñòü p(ω) < +∞. Äëÿ
êàæäîãî ε > 0 ïîëîæèì

ωε =
ω

µ(ω) + ε
.

Òàê êàê ôóíêöèîíàë Ìèíêîâñêîãî ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäåí (ñì. 7.2), òî
µ(ωε) < 1. Îòñþäà, ïîñêîëüêó Ω0 âûïóêëî è ñîäåðæèò íîëü, ñëåäóåò, ÷òî
ωε ∈ Ω0 è çíà÷èò, ωε = (y1, 〈x′, x1〉)− (y2, 〈x′, x2〉) äëÿ íåêîòîðûõ xj ∈ F−1(yj),
j = 1, 2. Íî ωε ∈ {0} × R è ïîýòîìó y1 = y2 = y. Ñëåäîâàòåëüíî,

|〈ω′0, ωε〉| = |〈x′, x1〉 − 〈x′, x2〉| ≤ |〈x′, x1〉 − c|+ |〈x′, x2〉 − c|
≤ 2 sup

x∈F−1(y)

|〈x′, x〉 − c|

äëÿ ëþáîãî c ∈ R, îòêóäà (ïåðåõîäÿ ñïðàâà ê íèæíåé ãðàíè ïî âñåì c ∈ R)
âûòåêàåò, ÷òî

|〈ω′0, ωε〉| ≤ 2r(x′, F, y) ≤ 2R.

Òîãäà

|〈ω′0, ω〉| = (µ(ω) + ε)|〈ω′0, ωε〉| ≤ (µ(ω) + ε)2R = p(ω) + 2Rε,

è â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε > 0 íåðàâåíñòâî (2.6) äîêàçàíî.
Ïî òåîðåìå Õàíà�Áàíàõà (ñì. 7.2) ñóùåñòâóåò ôóíêöèîíàë ω′, ÿâëÿþùèéñÿ

ïðîäîëæåíèåì ω′0 íà Y × R, è ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

(2.7) |〈ω′, ω〉| ≤ p(ω), ∀ω ∈ Y × R.
Òàê êàê ω′ ∈ (Y × R)′, òî ω′ = (ỹ′, α̃), ãäå ỹ′ ∈ Y ′ è α̃ ∈ R, ò. å. 〈ω′, (y, r)〉 =
〈ỹ′, y〉 + α̃r äëÿ âñåõ y ∈ Y è r ∈ R. Íà {0} × R èìååì α̃r = 〈ω′, (0, r)〉 =
〈ω′0, (0, r)〉 = r è ïîýòîìó α̃ = 1. Ïîëàãàÿ y′ = −ỹ′, ïîëó÷àåì, ÷òî
(2.8) 〈ω′, (y, r)〉 = −〈y′, y〉+ r, ∀ (y, r) ∈ Y × R.

Ïóñòü (x1, y1), (x2, y2) ∈ gr coF . Òîãäà ω = (y1, 〈x′, x1〉)− (y2, 〈x′, x2〉 ∈ Ω0 è
òåì ñàìûì µ(ω) ≤ 1. Ó÷èòûâàÿ ýòî îáñòîÿòåëüñòâî, èç (2.8) è (2.7) ñëåäóåò, ÷òî

〈ω′, ω〉 = −〈y′, y1 − y2〉+ 〈x′, x1 − x2〉 ≤ p(ω) = 2Rµ(ω) ≤ 2R,

èëè
〈x′, x1〉 − 〈y′, y1〉 −R ≤ 〈x′, x2〉 − 〈y′, y2〉+R.

Íàéäåòñÿ a ∈ R òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ (x1, y1), (x2, y2) ∈ gr coF

〈x′, x1〉 − 〈y′, y1〉 −R ≤ a ≤ 〈x′, x2〉 − 〈y′, y2〉+R.

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî äëÿ âñåõ (x, y) ∈ gr coF

|〈x′, x〉 − 〈y′, y〉 − a| ≤ R,
ò. å. äëÿ àôôèííîãî ìåòîäà ϕ̂(y) = 〈y′, y〉+ a ñïðàâåäëèâà îöåíêà

e(x′, coF, ϕ̂) ≤ R.
Âåëè÷èíà ñïðàâà, ñîãëàñíî ëåììå 2.2, ðàâíà E(x′, coF ) è ïîýòîìó ìåòîä ϕ̂ îï-
òèìàëåí â (x′, coF )-çàäà÷å, ò. å.

(2.9) e(x′, coF, ϕ̂) = E(x′, coF ).
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Ýòîò æå ìåòîä ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì â (x′, F )-çàäà÷å. Äåéñòâèòåëüíî, èç (2.5),
(2.9), ëåììû 2.2, ðàâåíñòâà (2.4) è ñíîâà ëåììû 2.2 èìååì

e(x′, F, ϕ̂) = e(x′, coF, ϕ̂) = E(x′, coF ) = R(x′, coF ) = R(x′, F ) = E(x′, F )

è òàêèì îáðàçîì, ϕ̂ � àôôèííûé îïòèìàëüíûé ìåòîä â (x′, F )-çàäà÷å. �

Åñëè X � êîìïëåêñíîå ïðîñòðàíñòâî, òî àôôèííîãî îïòèìàëüíîãî ìåòî-
äà â (x′, F )-çàäà÷å, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñóùåñòâóåò. Ïðèâåäåì ñîîòâåòñòâóþùèé
ïðèìåð.

Ïðèìåð 2.1. Ïóñòü X = Y = C, W = {z ∈ C : |Re z| + 2| Im z| ≤ 1},
〈z′, z〉 = z, F (z) = Re z + [−δ, δ], ãäå 0 < δ < 2/15. Ïîëîæèì

ϕ0(y) =

{
0, |y| ≤ 2δ,

y, |y| > 2δ.

Òîãäà, åñëè |y| ≤ 2δ, òî

sup
(z,y)∈grF
|y|≤2δ

|z − ϕ0(y)| = sup
z∈W, y∈[−2δ,2δ]
|Re z−y|≤δ

|z|.

Â ñèëó òîãî, ÷òî

|Re z| = |Re z − y + y| ≤ |Re z − y|+ |y| ≤ 3δ ≤ 2

5
,

èìååì

sup
(z,y)∈grF
|y|≤2δ

|z − ϕ0(y)| ≤ sup
z∈W
|Re z|≤ 2

5

|z| = 1

2
.

Åñëè |y| > 2δ, òî |Re z| ≥ |y| − |Re z− y| > δ. Ñëåäîâàòåëüíî, | Im z| < (1− δ)/2.
Ïîýòîìó

sup
(z,y)∈grF
|y|>2δ

|z − ϕ0(y)| ≤ sup
z∈W

|Re z−y|≤δ
| Im z|<(1−δ)/2

|z − y| <
√
δ2 + (1− δ)2/4 <

1

2
.

Òåì ñàìûì

E(z′, F ) ≤ e(z′, F, ϕ0) ≤ 1

2
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ëþáîãî àôôèííîãî ìåòîäà ϕ(y) = c1y+ ic2y+α, c1, c2 ∈
R, α ∈ C, èìååì

sup
(z,y)∈grF

|z − ϕ(y)| ≥ sup
z∈W
|Re z|≤δ

|z − ϕ(0)| = sup
z∈W
|Re z|≤δ

|z − α| ≥ 1

2
.

Åñëè α 6= 0, òî ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñòðîãîå è, ñëåäîâàòåëüíî,

e(z′, F, ϕ) >
1

2
.

Åñëè α = 0, òî

e(z′, F, ϕ) = sup
(z,y)∈grF

√
(Re z − c1y)2 + (Im z − c2y)2.

Ïðè c1 ≤ 0, ðàññìîòðåâ òî÷êó (1, 1) ∈ grF , áóäåì èìåòü

e(z′, F, ϕ) ≥
√

(1− c1)2 + c22 ≥ 1.

Ïðè c1 > 0, ðàññìîòðåâ òî÷êó (i/2, δ sign c2) ∈ grF , ïîëó÷èì

e(z′, F, ϕ) ≥

√
c21δ

2 +

(
1

2
+ |c2|δ

)2

>
1

2
.
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî àôôèííîãî ìåòîäà ϕ(·)

e(z′, F, ϕ) >
1

2
≥ E(z′, F ).

Ìíîæåñòâî A â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå X íàçûâàåòñÿ óðàâíîâåøåííûì,
åñëè èç òîãî, ÷òî x ∈ A è |λ| = 1 ñëåäóåò, ÷òî λx ∈ A. Åñëè X � âåùåñòâåííîå
ïðîñòðàíñòâî, òî ýòî ðàâíîñèëüíî öåíòðàëüíîé ñèììåòðè÷íîñòè ìíîæåñòâà A.

Åñëè A ⊂ X, òî ÷åðåç bcoA îáîçíà÷èì íàèìåíüøåå âûïóêëîå óðàâíî-
âåøåííîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå A. Îíî ñîñòîèò èç âñåõ ýëåìåíòîâ âèäà
x = λ1x1 + . . .+ λmxm, ãäå xj ∈ A, λj ∈ K, j = 1, . . . ,m, è

∑m
j=1 |λj | ≤ 1.

Ïóñòü X è Y � âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà è W ⊂ X. Ñîïîñòàâèì ìíîãî-
çíà÷íîìó îòîáðàæåíèþ F : W → Y âûïóêëîå óðàâíîâåøåííîå ìíîãîçíà÷íîå
îòîáðàæåíèå bcoF : bcoW → Y ïî ïðàâèëó

(2.10) bcoF (x) = { y ∈ Y | (x, y) ∈ bco grF }.

Òåîðåìà 2.4. Ïóñòü X è Y � ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì K âå-
ùåñòâåííûõ èëè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, W ⊂ X, F : W → Y è x′ ∈ X ′. Òîãäà äëÿ
ñóùåñòâîâàíèÿ ëèíåéíîãî îïòèìàëüíîãî ìåòîäà â (x′, F )-çàäà÷å íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

(2.11) R(x′, F ) = R(x′,bcoF ).

Ïðè ýòîì

(2.12) E(x′, F ) = sup
x∈bcoF−1(0)

|〈x′, x〉|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü ðàâåíñòâà (2.11) äîêàçûâàåòñÿ òî÷íî
òàê æå, êàê â ïðåäûäóùåé òåîðåìå. Äîêàæåì åãî äîñòàòî÷íîñòü. Çàìåòèì,
÷òî åñëè R(x′, F ) = +∞, òî ðàâåíñòâî (2.11) âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè è
E(x′, F ) = +∞ ñîãëàñíî ëåììå 2.2. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ëþáîé ìåòîä
îïòèìàëåí è, â ÷àñòíîñòè, ëþáîé ëèíåéíûé.

Ïóñòü âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå (2.11) è R(x′, F ) < +∞. Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà
âåëè÷èíà â ïðàâîé ÷àñòè (2.12) òàêæå êîíå÷íà. Äëÿ ýòîãî äîêàæåì íåðàâåíñòâî

(2.13) sup
x∈bcoF−1(0)

|〈x′, x〉| ≤ R(x′,bcoF ).

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè (x0, 0) ∈ gr bcoF , òî è (−x0, 0) ∈ gr bcoF â ñèëó óðàâíî-
âåøåííîñòè ìíîæåñòâà gr bcoF , è ìû èìååì äëÿ ëþáîãî c ∈ K

2|〈x′, x0〉| ≤ |〈x′, x0〉 − c|+ |〈x′,−x0〉 − c| ≤ 2 sup
x∈bcoF−1(0)

|〈x′, x〉 − c|.

Ïåðåõîäÿ ñëåâà ê âåðõíåé ãðàíè ïî âñåì x ∈ bcoF−1(0), ñïðàâà � ê íèæíåé
ãðàíè ïî âñåì c ∈ K è çàòåì îöåíèâàÿ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ñïðàâà âåëè-
÷èíîé R(x′,bcoF ), ïðèõîäèì ê (2.13). Èòàê, åñëè R(x′, F ) < +∞ è âûïîëíåíî
(2.11), òî R(x′,bcoF ) < +∞ è èç (2.13), ïîëó÷àåì, ÷òî âåëè÷èíà ñïðàâà â (2.12)
êîíå÷íà.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî â (x′,bcoF )-çàäà÷å ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé îïòèìàëü-
íûé ìåòîä. Çäåñü ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû òåì, êîòîðûå áûëè â òåîðåìå 2.3.
Ïîëîæèì

Ω = { (y, 〈x′, x〉) ∈ Y ×K | (x, y) ∈ gr bcoF }.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòî âûïóêëîå óðàâíîâåøåííîå ìíîæåñòâî. Ôóíêöèîíàë Ìèí-
êîâñêîãî µ(·) ìíîæåñòâà Ω èìååò âèä

µ(ω) = inf{ t > 0 | ω ∈ tΩ },
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ïðè÷åì µ(ω) = +∞, åñëè ñîîòâåòñòâóþùåå ìíîæåñòâî â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ
ïóñòî. Ïîëîæèì

p(ω) =

{
+∞, µ(ω) = +∞,
ρµ(ω), µ(ω) < +∞,

ãäå ÷åðåç ρ îáîçíà÷åíà âåëè÷èíà â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (2.12). Ðàññìîòðèì
ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë ω′0, îïðåäåëåííûé íà ïîäïðîñòðàíñòâå {0}×K ⊂ Y ×K
ðàâåíñòâîì 〈ω′0, (0, r)〉 = r. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ âñåõ ω ∈ {0} × K âûïîëíåíî
ñîîòíîøåíèå

(2.14) |〈ω′0, ω〉| ≤ p(ω).

Åñëè p(ω) = +∞, òî íåðàâåíñòâî (2.14) î÷åâèäíî. Ïóñòü p(ω) < +∞. Äëÿ
êàæäîãî ε > 0 ïîëîæèì

ωε =
ω

µ(ω) + ε
.

Òîãäà µ(ωε) < 1 è ωε ∈ Ω (â ñèëó âûïóêëîñòè è óðàâíîâåøåííîñòè Ω). Äàëåå,
î÷åâèäíî, ωε ∈ {0} × K è òåì ñàìûì ωε = (0, 〈x′, xε〉) äëÿ íåêîòîðîãî xε ∈
bcoF−1(0). Ñëåäîâàòåëüíî,

|〈ω′0, ωε〉| = |〈x′, xε〉| ≤ sup
x∈bcoF−1(0)

|〈x′, x〉| = ρ,

îòêóäà
|〈ω′0, ω〉| = (µ(ω) + ε)|〈ω′0, ωε〉| ≤ (µ(ω) + ε)ρ = p(ω) + ρε,

÷òî â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε > 0 äîêàçûâàåò íåðàâåíñòâî (2.14).
Ïî òåîðåìå Õàíà�Áàíàõà ñóùåñòâóåò ôóíêöèîíàë ω′, ÿâëÿþùèéñÿ ïðîäîë-

æåíèåì ω′0 íà Y ×K, è ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

(2.15) |〈ω′, ω〉| ≤ p(ω), ∀ω ∈ Y ×K.

Ïóñòü ω′ = (−y′, α̃), α̃ ∈ R. Òîãäà â ñèëó òîãî, ÷òî 〈ω′, (0, r)〉 = 〈ω′0, (0, r)〉 = r,
α̃ = 1. Òåì ñàìûì

(2.16) 〈ω′, (y, r)〉 = −〈y′, y〉+ r, ∀ (y, r) ∈ Y ×K.

Ïóñòü (x, y) ∈ gr bcoF . Òîãäà ω = (y, 〈x′, x〉) ∈ Ω è çíà÷èò, µ(ω) ≤ 1. Îòñþäà,
èç (2.16) è (2.15) ïîëó÷àåì

|〈ω′, ω〉| = |〈x′, x〉 − 〈y′, y〉| ≤ p(ω) = ρµ(ω) ≤ ρ,

ò. å. äëÿ ëèíåéíîãî ìåòîäà ϕ̂(y) = 〈y′, y〉 âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

(2.17) e(x′,bcoF, ϕ̂) ≤ ρ.

Èç (2.17), (2.13) è ëåììû (2.2) ñëåäóåò, ÷òî

(2.18) e(x′,bcoF, ϕ̂) ≤ ρ ≤ R(x′,bcoF ) = E(x′,bcoF ),

è çíà÷èò, ëèíåéíûé ìåòîä ϕ̂(y) = 〈y′, y〉 îïòèìàëåí â (x′,bcoF )-çàäà÷å. Ýòîò
æå ìåòîä ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì è â (x′, F )-çàäà÷å. Äåéñòâèòåëüíî, òàê æå,
êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.3, ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî
ìåòîäà ϕ ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå (ñì. (2.5))

(2.19) e(x′, F, ϕ) = e(x′,bcoF,ϕ).

Òîãäà èç (2.19), (2.18), ðàâåíñòâà (2.11) è ëåììû 2.2 èìååì

E(x′, F ) ≤ e(x′, F, ϕ̂) = e(x′,bcoF, ϕ̂) ≤ ρ ≤
R(x′,bcoF ) = R(x′, F ) = E(x′, F ),

ò. å. ϕ̂ � ëèíåéíûé îïòèìàëüíûé ìåòîä â (x′, F )-çàäà÷å è ñïðàâåäëèâî ðàâåí-
ñòâî (2.12). �
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Åñëè ìíîæåñòâî grF óðàâíîâåøåííî (à çíà÷èò, è ìíîæåñòâà F−1(0)), òî â
ñèëó ðàâåíñòâà (2.12) äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâ-
ëåíèÿ E(x′, F ) äîñòàòî÷íî ðåøèòü ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó

(2.20) Re〈x′, x〉 → max, x ∈ F−1(0).

Ýëåìåíò x̂ ∈ F−1(0), äëÿ êîòîðîãî

〈x′, x̂〉 = sup
x∈F−1(0)

|〈x′, x〉|,

áóäåì íàçûâàòü ýêñòðåìàëüíûì â çàäà÷å (2.20). Ðåøåíèå çàäà÷è (2.20) ñ ïî-
ìîùüþ ïðèíöèïà Ëàãðàíæà ÷àñòî ïîçâîëÿåò íàéòè è îïòèìàëüíûé ìåòîä âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ. Ñâÿæåì ñ (2.20) ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà

L((x, y), λ) = −Re〈x′, x〉+ Re〈λ, y〉,
ãäå λ ∈ Y ′.

Òåîðåìà 2.5. Ïóñòü grF � âûïóêëîå óðàâíîâåøåííîå ìíîæåñòâî. Ýëå-
ìåíò x̂ ∈ F−1(0) ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíûì, à ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë λ̂ ∈ Y ′
� îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè

(2.21) min
(x,y)∈grF

L((x, y), λ̂) = L((x̂, 0), λ̂).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x̂ � ýêñòðåìàëüíûé ýëåìåíò â çàäà÷å (2.20), à
λ̂ � îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ. Òîãäà, ó÷èòûâàÿ óðàâíîâåøåííîñòü
grF è ðàâåíñòâî (2.12), áóäåì èìåòü

min
(x,y)∈grF

L((x, y), λ̂) = − sup
(x,y)∈grF

Re
(
〈x′, x〉 − 〈λ̂, y〉

)
= − sup

(x,y)∈grF

|〈x′, x〉 − 〈λ̂, y〉| = −E(x′, F ) = −〈x′, x̂〉 = L((x̂, 0), λ̂).

Îáðàòíî, ïóñòü ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (2.21) äëÿ íåêîòîðîãî x̂ ∈ F−1(0) è
λ̂ ∈ Y ′. Òîãäà ïðè âñåõ x ∈ F−1(0)

− Re〈x′, x〉 = −Re〈x′, x〉+ Re〈λ̂, 0〉 ≥ min
(x,y)∈grF

L((x, y), λ̂)

= L((x̂, 0), λ̂) = −Re〈x′, x̂〉,
ò. å. x̂ � ðåøåíèå çàäà÷è (2.20). Êðîìå òîãî, â ñèëó óðàâíîâåøåííîñòè è (2.21)

sup
(x,y)∈grF

|〈x′, x〉 − 〈λ̂, y〉| = − min
(x,y)∈grF

L((x, y), λ̂) = 〈x′, x̂〉 = E(x′, F ),

÷òî îçíà÷àåò îïòèìàëüíîñòü ìåòîäà λ̂. �

Ïóñòü ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå F èìååò âèä

F (x) = Ix+ U,

ãäå I : W → Y � ëèíåéíûé îïåðàòîð, à U ⊂ Y � íåêîòîðîå âûïóêëîå óðàâíî-
âåøåííîå ìíîæåñòâî. Ïîëîæèì â ýòîì ñëó÷àå

E(x′,W, I, U) = E(x′, F ).

Èç òåîðåìû 2.4 âûòåêàåò, ÷òî

(2.22) E(x′,W, I, U) = sup
x∈F−1(0)

|〈x′, x〉| = sup
x∈W
Ix∈U

|〈x′, x〉|.

Ýëåìåíò x̂ ∈W , äëÿ êîòîðîãî Ix̂ ∈ U è

〈x′, x̂〉 = sup
x∈W
Ix∈U

|〈x′, x〉|,



2.2. ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈÅ ËÈÍÅÉÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÎÂ 37

áóäåì íàçûâàòü ýêñòðåìàëüíûì.

Òåîðåìà 2.6. Ïóñòü x′ ∈ X ′, à W è U � âûïóêëûå óðàâíîâåøåííûå ìíî-
æåñòâà. Òîãäà x̂ ∈ W � ýêñòðåìàëüíûé ýëåìåíò, à λ ∈ Y ′ � îïòèìàëüíûé
ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè

(i) sup
x∈W

|〈x′, x〉 − 〈λ, Ix〉| = 〈x′, x̂〉 − 〈λ, Ix̂〉,

(ii) sup
y∈U
|〈λ, y〉| = 〈λ, Ix̂〉,

(iii) Ix̂ ∈ U .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x̂ � ýêñòðåìàëüíûé ýëåìåíò è λ ∈ Y ′ � îïòè-
ìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ. Òîãäà ó÷èòûâàÿ óðàâíîâåøåííîñòü ìíîæåñòâ
W è U , à òàêæå ðàâåíñòâî (2.22), áóäåì èìåòü

(2.23)
〈x′, x̂〉 ≤ |〈x′, x̂〉 − 〈λ, Ix̂〉|+ |〈λ, Ix̂〉| ≤ sup

x∈W
|〈x′, x〉 − 〈λ, Ix〉|+ sup

y∈U
|〈λ, y〉|

= sup
x∈W
y∈U

|〈x′, x〉 − 〈λ, Ix+ y〉| = E(x′,W, I, U) = sup
x∈W
Ix∈U

|〈x′, x〉|.

Â ñèëó òîãî, ÷òî x̂ � ýêñòðåìàëüíûé ýëåìåíò, âñþäó â (2.23) ðàâåíñòâà. Ñëåäî-
âàòåëüíî, èìåþò ìåñòî óñëîâèÿ (i) è (ii). Óñëîâèå (iii) âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ
ýêñòðåìàëüíîñòè x̂.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (i)�(iii). Òîãäà

(2.24) sup
x∈W
Ix∈U

|〈x′, x〉| ≤ sup
x∈W
y∈U

|〈x′, x〉 − 〈λ, Ix+ y〉|

≤ sup
x∈W

|〈x′, x〉 − 〈λ, Ix〉|+ sup
y∈U
|〈λ, y〉| = 〈x′, x̂〉 − 〈λ, Ix̂〉+ 〈λ, Ix̂〉 = 〈x′, x̂〉.

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî x̂ � ýêñòðåìàëüíûé ýëåìåíò. Ñëåäîâàòåëüíî, â (2.24)
âñþäó ðàâåíñòâà, à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

sup
x∈W
y∈U

|〈x′, x〉 − 〈λ, Ix+ y〉| = sup
x∈W
Ix∈U

|〈x′, x〉| = E(x′,W, I, U),

ò. å. λ � îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ. �

Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûé ñëó÷àé â çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëå-
íèÿ ïî íåòî÷íûì äàííûì, êîãäà Y � ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî,
à

U = Uδ = {y ∈ Y : ‖y‖Y ≤ δ}, δ ≥ 0.

Ïîëîæèì â ýòîì ñëó÷àå

(2.25) E(x′,W, I, δ) = E(x′,W, I, Uδ).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Y ∗ ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà
Y . Òîãäà èç òåîðåìû 2.6 ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 2.7. Ïóñòü W � âûïóêëîå óðàâíîâåøåííîå ìíîæåñòâî è U =
Uδ. Òîãäà x̂ ∈W � ýêñòðåìàëüíûé ýëåìåíò, à λ ∈ Y ∗ � îïòèìàëüíûé ìåòîä
âîññòàíîâëåíèÿ â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè

(i) sup
x∈W

|〈x′, x〉 − 〈λ, Ix〉| = 〈x′, x̂〉 − 〈λ, Ix̂〉,

(ii) 〈λ, Ix̂〉 = δ‖λ‖Y ∗ ,
(iii) ‖Ix̂‖Y ≤ δ.
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Ïóñòü S � íåêîòîðîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî, Σ � σ-àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ
ìíîæåñòâà S è µ � íåîòðèöàòåëüíàÿ σ-àääèòèâíàÿ ìåðà íà Σ. ×åðåç Lp(S,Σ, µ)
(èëè, êîðî÷å, Lp(S)) îáîçíà÷àåòñÿ ñîâîêóïíîñòü âñåõ σ-èçìåðèìûõ ôóíêöèé
g(·) ñî çíà÷åíèÿìè â K = R èëè C, äëÿ êîòîðûõ

‖g(·)‖Lp(S) =

(∫
S

|g(s)|p dµ
)1/p

<∞, 1 ≤ p <∞,

‖g(·)‖L∞(S) = vraisup
s∈S

|g(s)| <∞, p =∞.

Ïîëîæèì

(f(·), g(·))S =

∫
S

f(s)g(s) dµ

è äëÿ a ∈ K, 1 ≤ p <∞

a(p) =

{
a|a|p−2, a 6= 0,

0, a = 0.

Ïóñòü çàäàí íåêîòîðûé ëèíåéíûé îïåðàòîð T : X → Lp(S). Ïîëîæèì

WT
p = {x ∈ X : ‖Tx(·)‖Lp(S) ≤ 1 }

è ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåéíîãî ôóíêöèîíà-
ëà 〈x′, x〉 íà ìíîæåñòâå WT

p ïî çíà÷åíèÿì ëèíåéíîãî îïåðàòîðà I : X → Y ,
çàäàííîãî ñ ïîãðåøíîñòüþ δ, ò.å. ïî çíà÷åíèÿì ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ
F (x) = Ix+ Uδ. Òåì ñàìûì ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î íàõîæäåíèè âåëè÷èíû

(2.26) E(x′,WT
p , I, δ) = inf

ϕ : Y→K
sup

x∈WT
p , y∈Y

‖Ix−y‖Y ≤δ

|〈x′, x〉 − ϕ(y)|

è îïòèìàëüíîãî ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ (ìåòîäà, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæ-
íÿÿ ãðàíü â (2.26)).

Â ñèëó ñîîòíîøåíèé äâîéñòâåííîñòè, ïîëó÷åííûõ â òåîðåìå 2.4, ýòà çàäà÷à
òåñíî ñâÿçàíà ñ ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷åé î íàõîæäåíèè âåëè÷èíû

(2.27) sup
x∈WT

p

‖Ix‖Y ≤δ

|〈x′, x〉|.

Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ýêñòðåìàëüíûå ýëåìåíòû â çàäà÷å (2.27) õîðîøî èçâåñò-
íû (èëè, âî âñÿêîì ñëó÷àå, èçâåñòåí èõ âèä). Îäíàêî íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü
íå òîëüêî ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ, íî è ñàì îïòèìàëüíûé
ìåòîä. Ìíîãèå ìåòîäû óäàåòñÿ ñòðîèòü ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 2.8. Ïóñòü x̂ ∈ WT
p , T x̂(·) 6= 0 è äëÿ x̂0 = x̂/‖T x̂(·)‖Lp(S) âû-

ïîëíåíû óñëîâèÿ ‖Ix̂0‖Y ≤ δ, 〈λ, Ix̂0〉 = δ‖λ‖Y ∗ , ãäå λ ∈ Y ∗ � íåêîòîðûé ëè-
íåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî ïðè âñåõ x ∈ X
èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(2.28) 〈x′, x〉 − 〈λ, Ix〉 =

{
α(Tx(·), T x̂(·)(p))S , 1 ≤ p <∞,
(Tx(·), ϕ(·)T x̂(·))S , p =∞,

ãäå α ≥ 0, ϕ(·) ∈ L1(S), ϕ(s) ≥ 0 ïî÷òè âñþäó è ïðè p =∞ |T x̂(s)| = 1 ïî÷òè
âñþäó. Òîãäà λ � îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ, x̂0 � ýêñòðåìàëüíûé
ýëåìåíò è

E(x′,WT
p , I, δ) =

{
α‖T x̂(·)‖p−1

Lp(S) + δ‖λ‖Y ∗ , 1 ≤ p <∞,
‖ϕ(·)‖L1(S) + δ‖λ‖Y ∗ , p =∞.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 1 ≤ p < ∞. Òîãäà èç (2.28) è íåðàâåíñòâà Ãåëü-
äåðà èìååì

sup
x∈WT

p

|〈x′, x〉 − 〈λ, Ix〉| = α sup
x∈WT

p

|(Tx(·), T x̂(·)(p))S | ≤ α‖T x̂(·)‖p−1
Lp(S).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñêîëüêó x̂0 ∈WT
p , òî

sup
x∈WT

p

|〈x′, x〉 − 〈λ, Ix〉| ≥ α|(T x̂0(·), T x̂(·)(p))S | = α‖T x̂(·)‖p−1
Lp(S).

Ó÷èòûâàÿ (2.28), ïîëó÷àåì

〈x′, x̂0〉 = 〈λ, Ix̂0〉+ α(T x̂0(·), T x̂(·)(p))S = δ‖λ‖Y ∗ + α‖T x̂(·)‖p−1
Lp(S).

Ñëåäîâàòåëüíî,

(2.29) sup
x∈WT

p

|〈x′, x〉 − 〈λ, Ix〉| = 〈x′, x̂0〉 − 〈λ, Ix̂0〉.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ðàâåíñòâî (2.29) äëÿ p =∞. Èç ñëåäñòâèÿ 2.7 âûòå-
êàåò òåïåðü, ÷òî λ � îïòèìàëüíûé ìåòîä, à x̂0 � ýêñòðåìàëüíûé ýëåìåíò. �

Ïðè δ = 0 óäîáíåå (÷òîáû íå ñëåäèòü çà ïîëîæèòåëüíîñòüþ ìíîæèòåëÿ α)
ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé

Òåîðåìà 2.9. Ïóñòü x̂ ∈WT
p , T x̂(·) 6= 0, Ix̂ = 0, λ ∈ Y ∗ è ïðè âñåõ x ∈ X

èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(2.30) 〈x′, x〉 − 〈λ, Ix〉 =

{
α(Tx(·), T x̂(·)(p))S , 1 ≤ p <∞,
α(Tx(·), ϕ(·)T x̂(·))S , p =∞,

ãäå α ∈ C, ϕ(·) ∈ L1(S), ϕ(s) ≥ 0 ïî÷òè âñþäó è ïðè p =∞ |T x̂(s)| = 1 ïî÷òè
âñþäó. Òîãäà λ � îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ, x̂0 = x̂/‖T x̂(·)‖Lp(S)

� ýêñòðåìàëüíûé ýëåìåíò è

E(x′,WT
p , I, δ) =

{
|α|‖T x̂(·)‖p−1

Lp(S), 1 ≤ p <∞,
|α|‖ϕ(·)‖L1(S), p =∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè α = 0, òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñðàçó æå âûòå-
êàåò èç òåîðåìû 2.8. Ïóñòü α 6= 0. Ïîëîæèì

x̃ = e−i argαx̂.

Òîãäà ðàâåíñòâî (2.30) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

〈x′, x〉 − 〈λ, Ix〉 =

{
|α|(Tx(·), T x̃(·)(p))S , 1 ≤ p <∞,
(Tx(·), ϕ̂(·)T x̂(·))S , p =∞,

ãäå ϕ̂(·) = |α|ϕ(·). Òåïåðü óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåìîé òåîðåìû âûòåêàåò èç
òåîðåìû 2.8. �

2.3. Îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå è çàäà÷à Ñòå÷êèíà

Ïóñòü X � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, x′ ∈ X ′, W ⊂ X, Y � ëèíåéíîå íîðìè-
ðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî è I : X → Y � ëèíåéíûé îïåðàòîð. Çàäà÷åé Ñòå÷êèíà
íàçûâàåòñÿ çàäà÷à î íàèëó÷øåì ïðèáëèæåíèè ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà x′ íà
êëàññå W ïî çíà÷åíèÿì Ix ñ ïîìîùüþ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ, íîðìà êîòî-
ðûõ îãðàíè÷åíà íåêîòîðûì ôèêñèðîâàííûì ïîëîæèòåëüíûì ÷èñëîì N . Áîëåå
òî÷íî, çàäà÷à ñîñòîèò â íàõîæäåíèè âåëè÷èíû

EN (x′,W, I) = inf
y∗∈Y ∗
‖y∗‖Y ∗≤N

sup
x∈W

|〈x′, x〉 − 〈y∗, Ix〉|,
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ãäå Y ∗ � ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî ê Y , à òàêæå â íàõîæäåíèè ôóíêöèîíàëà,
íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü, íàçûâàåìûì îïòèìàëüíûì. Ýòà çàäà÷à
îêàçûâàåòñÿ òåñíî ñâÿçàííîé ñ çàäà÷åé îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ.

Òåîðåìà 2.10. Ïóñòü W � âûïóêëîå óðàâíîâåøåííîå ìíîæåñòâî, à x̂ ∈
W è y∗ ∈ Y ∗ òàêîâû, ÷òî ïðè íåêîòîðîì δ ≥ 0 âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

(i) sup
x∈W

|〈x′, x〉 − 〈y∗, Ix〉| = 〈x′, x̂〉 − 〈y∗, Ix̂〉,

(ii) 〈y∗, Ix̂〉 = δ‖y∗‖Y ∗ ,
(iii) ‖Ix̂‖Y ≤ δ.

Òîãäà ïðè N = ‖y∗‖Y ∗

(2.31) EN (x′,W, I) = 〈x′, x̂〉 − δN,

à ôóíêöèîíàë y∗ ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ âåëè÷èíû E(x′,W, I, δ) (ñì. (2.25)) èìååì

E(x′,W, I, δ) ≤ inf
y∗∈Y ∗
‖y∗‖Y ∗≤N

sup
x∈W, y∈Y
‖Ix−y‖Y ≤δ

|〈x′, x〉 − 〈y∗, y〉|

≤ inf
y∗∈Y ∗
‖y∗‖Y ∗≤N

sup
x∈W

|〈x′, x〉 − 〈y∗, Ix〉|+ δN = EN (x′,W, I) + δN.

Îòñþäà
EN (x′,W, I) ≥ E(x′,W, I, δ)− δN.

Èç ñëåäñòâèÿ 2.7 âûòåêàåò, ÷òî

E(x′,W, I, δ) = 〈x′, x̂〉.

Ïîýòîìó

(2.32) EN (x′,W, I) ≥ 〈x′, x̂〉 − δN.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç (i) è (ii) ïîëó÷àåì

EN (x′,W, I) ≤ sup
x∈W

|〈x′, x〉 − 〈y∗, Ix〉| = 〈x′, x̂〉 − δN.

Ó÷èòûâà(2.32), ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî (2.31) è îïòèìàëüíîñòü y∗. �

Ïðèìåð 2.2. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Ñòå÷êèíà äëÿ êëàññàW = W 1
2 (R) (ñì. ï.

1.6), ôóíêöèîíàëà 〈x′, x(·)〉 = x(0) è èíôîðìàöèîííîãî îïåðàòîðà I : W1
2 (R)→

L2(R), îïðåäåëåííîãî ðàâåíñòâîì Ix(·) = x(·), ò. å. Y = L2(R). Òåì ñàìûì

EN (x′,W 1
2 (R), I) = inf

y∗(·)∈L2(R)
‖y∗(·)‖L2(R)≤N

sup
x(·)∈W 1

2 (R)

|〈x′, x〉 − 〈y∗, x(·)〉|.

Â ï. 1.6 äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ áûëî äî-
êàçàíî, ÷òî x̂(·) =

√
δe−|t|/δ � ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ, à

〈y∗(·), y(·)〉 =
1

2δ

∫
R
e−|t|/δy(t) dt

� îïòèìàëüíûé ìåòîä. Èç ñëåäñòâèÿ 2.7 âûòåêàåò, ÷òî òîãäà âûïîëíåíû óñëî-
âèÿ (i)�(iii) òåîðåìû 2.10. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ N = ‖y∗(·)‖L2(R)

EN (x′,W 1
2 (R), I) =

√
δ −Nδ,

à ôóíêöèîíàë y∗(·) � îïòèìàëüíûé. Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî

‖y∗(·)‖L2(R) =
1

2
√
δ
.
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Ïîëîæèâ δ = (2N)−2, ïîëó÷èì

EN (x′,W 1
2 (R), I) =

1

4N
.

Ïðè ýòîì ôóíêöèîíàë

y∗(t) = 2N2e−4N2|t|

� îïòèìàëüíûé.

2.4. Ïîñòðîåíèå îïòèìàëüíîãî ìåòîäà ñ ïîìîùüþ ïàðàìåòðèçàöèè
ýêñòðåìàëüíîãî ýëåìåíòà

Ïóñòü X � âåùåñòâåííîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, W � âûïóêëîå
öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîå ìíîæåñòâî èç X. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî
âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà x′ ∈ X ′ íà ìíîæåñòâå W ïî òî÷íûì
çíà÷åíèÿì èíôîðìàöèîííîãî îïåðàòîðà

Ix = (〈x′1, x〉, . . . , 〈x′n, x〉),

ãäå x′j , j = 1, . . . , n, � íåêîòîðûå ôèêñèðîâàííûå ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû íà
X. Òîãäà â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùåé ïîñòàíîâêîé çàäà÷à îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâ-
ëåíèÿ ñîñòîèò â íàõîæäåíèè âåëè÷èíû

E(x′,W, I) = inf
m : Rn→R

sup
x∈W

|〈x′, x〉 −m(Ix)|

è ñîîòâåòñòâóþùåãî îïòèìàëüíîãî ìåòîäà (ò.å. ìåòîäà, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ
íèæíÿÿ ãðàíü).

Èç òåîðåìû 2.4 ñëåäóåò, ÷òî

(2.33) E(x′,W, I) = sup
x∈W

〈x′j ,x〉=0, j=1,...,n

|〈x′, x〉|.

Çàäà÷à (2.33) ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ ïðîùå, ÷åì çàäà÷à íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî
ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ. Ïðè íàëè÷èè íåêîòîðîé ïàðàìåòðèçàöèè ýêñòðåìàëü-
íîãî ýëåìåíòà â (2.33) ñóùåñòâóåò ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî ìåòîäà âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ, îñíîâàííûé íà ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 2.11. Ïóñòü X � âåùåñòâåííîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, W �
âûïóêëîå öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîå ìíîæåñòâî èç X è x̂ � ýêñòðåìàëüíûé
ýëåìåíò â çàäà÷å (2.33). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè âñåõ M = (t1, . . . , ts+n) ∈
Rn+s èç íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè M0 ∈ Rn+s ñóùåñòâóþò x(M) ∈ X
òàêèå, ÷òî x(M0) = x̂ è äëÿ çàäàííûõ ôóíêöèé ψ1(M), . . . , ψs(M) òàêèõ, ÷òî
ψj(M0) = 0, j = 1, . . . , s, ïðè âñåõ M èç îêðåñòíîñòè M0, óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèþ ψj(M) = 0, j = 1, . . . , s, x(M) ∈ W (â ñëó÷àå s = 0 áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî ïðè âñåõ M èç îêðåñòíîñòè M0 x(M) ∈ W ). Ïóñòü, êðîìå òîãî, ôóíê-
öèè ϕ(M) = 〈x′, x(M)〉, ϕj(M) = 〈x′j , x(M)〉, j = 1, . . . , n, è ψj(M), j = 1, . . . , s,
èìåþò â îêðåñòíîñòè M0 íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî âñåì àðãó-
ìåíòàì è îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû

J(M) =


∂ϕ1

∂t1
. . .

∂ϕn
∂t1

∂ψ1

∂t1
. . .

∂ψs
∂t1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
∂ϕ1

∂tn+s
. . .

∂ϕn
∂tn+s

∂ψ1

∂tn+s
. . .

∂ψs
∂tn+s


îòëè÷åí îò íóëÿ â òî÷êå M0, à C = (C1, . . . , Cn+s)

T � ðåøåíèå ñèñòåìû

J(M0)C =
(

gradϕ∣∣M0

)T
.
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Òîãäà åäèíñòâåííûì ëèíåéíûì îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ ìåòîä

(2.34) 〈x′, x〉 ≈
n∑
j=1

Cj〈x′j , x〉.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

〈x′, x〉 ≈
n∑
j=1

Cj〈x′j , x〉,

� îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ (ñóùåñòâîâàíèå åãî âûòåêàåò èç òåîðå-
ìû 2.4). Òîãäà â ñèëó òîãî, ÷òî x̂ � ýêñòðåìàëüíûé ýëåìåíò, èìååì ïðè âñåõ
x ∈W ∣∣∣∣〈x′, x〉 − n∑

j=1

Cj〈x′j , x〉
∣∣∣∣ ≤ 〈x′, x̂〉.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè âñåõ M èç íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè M0 òàêèõ, ÷òî ψj(M) =
0, j = 1, . . . , s, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî∣∣∣∣ϕ(M)−

n∑
j=1

Cjϕj(M)

∣∣∣∣ ≤ ϕ(M0).

Ïîñêîëüêó ϕj(M0) = 0, j = 1, . . . , n, òî îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ôóíêöèÿ

ϕ(M)−
n∑
j=1

Cjϕj(M)

èìååò îòíîñèòåëüíûé ýêñòðåìóì â òî÷êåM0. Ìåòîä Ëàãðàíæà ïðèâîäèò ê íåîá-
õîäèìûì óñëîâèÿì

∂ϕ

∂tm
−

n∑
j=1

Cj
∂ϕj
∂tm

−
s∑
j=1

Cn+j
∂ψj
∂tm

= 0, m = 1, . . . , n+ s,

èç êîòîðûõ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ C1, . . . , Cn. �

Èíîãäà óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ íåñêîëüêî èíûì âèäîì çàïèñè îïòèìàëüíîãî
ìåòîäà (2.34).

Òåîðåìà 2.12. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2.11 åäèíñòâåííûì îïòèìàëüíûì
ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä

〈x′, x〉 ≈
n+s∑
k=1

yk
∂ϕ

∂tk
∣∣M0

,

ãäå y1, . . . , yn+s ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû

(2.35)

n+s∑
k=1

yk
∂ϕj
∂tk

∣∣M0

= 〈x′j , x〉, j = 1, . . . , n,

n+s∑
k=1

yk
∂ψj
∂tk

∣∣M0

= 0, j = n+ 1, . . . , n+ s.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 2.11 âûòåêàåò, ÷òî åäèíñòâåííûì îïòè-
ìàëüíûì ìåòîäîì ÿâëÿåòñÿ ìåòîä

〈x′, x〉 ≈
(
J−1(M0)

(
gradϕ∣∣M0

)T
, z
)

=
((

gradϕ∣∣M0

)T
, (J∗(M0))−1z

)
,
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ãäå z = (〈x′1, x〉, . . . , 〈x′n, x〉, 0, . . . 0)T ∈ Rn+s, à (·, ·) � îáû÷íîå ñêàëÿðíîå ïðîèç-
âåäåíèå â Rn+s. Ïîëîæèâ y = (J∗(M0))−1z, ïîëó÷àåì äëÿ êîîðäèíàò âåêòîðà y
ñèñòåìó 2.35. �

Ïðèâåäåì îäèí ïðîñòåéøèé ïðèìåð.

Ïðèìåð 2.3. Ïóñòü HR
∞ ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â åäèíè÷-

íîì êðóãå

D := { z ∈ C : |z| < 1 },
îãðàíè÷åííûõ â íåì è âåùåñòâåííûõ íà èíòåðâàëå (−1, 1). Â êà÷åñòâå ìíî-
æåñòâà W ðàññìîòðèì HR

∞ � ìíîæåñòâî ôóíêöèé èç HR
∞, óäîâëåòâîðÿþùèõ

óñëîâèþ

sup
z∈D
|f(z)| ≤ 1.

Äëÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèé èç HR
∞ â òî÷êå τ ∈

(−1, 1) ïî èõ çíà÷åíèÿì â íóëå äâîéñòâåííàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à (2.33) ðå-
øàåòñÿ ñðàçó æå ñ ïîìîùüþ ëåììû Øâàðöà:

sup
f∈HR

∞
f(0)=0

|f(τ)| = |τ |.

Òåì ñàìûì ôóíêöèÿ f0(z) = z ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé
çàäà÷è. Ïîëîæèì

f1(z, t) =
z + t

1 + tz
.

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî f1(z, t) ∈ HR
∞ ïðè âñåõ t ∈ (−1, 1). Êðîìå òîãî, f1(z, 0) =

f0(z) è f1(0, t) = t.
Òàêèì îáðàçîì, çäåñü M = t ∈ R, M0 = 0, x(t) = f1(·, t), ϕ(t) = f1(τ, t),

ϕ1(t) = f1(0, t) = t. Èç òåîðåìû 2.11 ïîëó÷àåì, ÷òî åäèíñòâåííûì ëèíåé-
íûì îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä f(τ) ≈ y1ϕ

′(0), ãäå
y1ϕ
′
1(0) = f(0). Ñëåäîâàòåëüíî, åäèíñòâåííûì ëèíåéíûì îïòèìàëüíûì ìåòî-

äîì âîññòàíîâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä

f(τ) ≈
(
∂f1

∂t
(0, 0)

)−1
∂f1

∂t
(τ, 0)f(0) = (1− τ2)f(0).

2.5. Îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå îïåðàòîðîâ

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåéíîãî îïå-
ðàòîðà íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå W èç ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà X ïî íåòî÷íî
çàäàííûì çíà÷åíèÿì äðóãèõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ. Ïðè ýòîì ìû ðàññìàòðè-
âàåì ñëó÷àé, êîãäà ñàìî ìíîæåñòâî W (àïðèîðíàÿ èíôîðìàöèÿ îá ýëåìåíòàõ
èç X) çàäàåòñÿ â âèäå îãðàíè÷åíèé, ñâÿçàííûõ ñ íåêîòîðûì íàáîðîì äðóãèõ
ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ.

Ïóñòü Y0, Y1, . . . , Yn � ëèíåéíûå íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà, à Ij : X →
Yj , j = 0, 1, . . . , n, � ëèíåéíûå îïåðàòîðû. Çàäà÷à ñîñòîèò â îïòèìàëüíîì âîñ-
ñòàíîâëåíèè îïåðàòîðà I0 íà ìíîæåñòâå

W = {x ∈ X : ‖Ijx‖Yj ≤ δj , δj ≥ 0, j = 1, . . . , k, }

ãäå 0 ≤ k < n, ïî çíà÷åíèÿì îïåðàòîðîâ Ik+1, . . . , In, çàäàííûì ñ ïîãðåøíîñòüþ
(ïðè k = 0 ïîëàãàåì W = X). Òî÷íåå ãîâîðÿ, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî
x ∈ W íàì èçâåñòåí âåêòîð y = (yk+1, . . . , yn) ∈ Yk+1 × . . . × Yn òàêîé, ÷òî
‖Ijx− yj‖Yj ≤ δj , δj ≥ 0, j = k + 1, . . . , n.
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Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùåé çàäà÷åé âîññòàíîâëåíèÿ ìåòîäàìè âîññòàíîâëåíèÿ
íàçûâàþòñÿ ïðîèçâîëüíûå îòîáðàæåíèÿ ϕ : Yk+1×. . .×Yn → Y0. Ïîãðåøíîñòüþ
ìåòîäà ϕ(·) íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

e(I, δ, ϕ) = sup
x∈W, y∈Yk+1×...×Yn

‖Ijx−yj‖Yj≤δj , j=k+1,...,n

‖I0x− ϕ(y)‖Y0
,

à ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ � âåëè÷èíà

(2.36) E(I, δ) = inf
ϕ : Yk+1×...×Yn→Y0

e(I, δ, ϕ)

(çäåñü I = (I0, I1 . . . , In), δ = (δ1, . . . , δn)). Ìåòîäû, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ
íèæíÿÿ ãðàíü â (2.36) (åñëè òàêîâûå ñóùåñòâóþò), íàçûâàþòñÿ îïòèìàëüíûìè.

Â îòëè÷èå îò âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ, ãäå ïðè óñëîâèè
âûïóêëîñòè è óðàâíîâåøåííîñòè ñðåäè îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ âñåãäà íàéäåòñÿ
ëèíåéíûé (ñì. òåîðåìó 2.4), â çàäà÷å (2.36) ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü ëèíåéíîãî
îïòèìàëüíîãî ìåòîäà (äàæå ïðè âîññòàíîâëåíèè ïî òî÷íûì çíà÷åíèÿì è äëÿ
ñëó÷àÿ, êîãäà âñå ïðîñòðàíñòâà Y0, Y1, . . . , Yn ÿâëÿþòñÿ ãèëüáåðòîâûìè). Ïðè-
âåäåì ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèìåð (ñõîæèé ñ ïðèìåðîì 2.1).

Ïðèìåð 2.4. Ïîëîæèì X = R3, Y0 = l22 (l
n
2 � ïðîñòðàíñòâî Rn ñ åâêëèäî-

âîé ìåòðèêîé), Y1 = Y2 = Y3 = Y4 = l12. Äëÿ x = (x1, x2, x3) ∈ R3 ïîëîæèì

I0x = (x1, x2), I1x = x1 + 2x2, I2x = x1 − 2x2, I3x = x3, I4x = x1 + x3.

Ïóñòü k = 3, δ1 = δ2 = 1, δ3 = 2/15, δ4 = 0. Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåòñÿ
çàäà÷à îá îïòèìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè îïåðàòîðà I0 íà êëàññå

W = {x ∈ R3 : |I1x| ≤ 1, |I2x| ≤ 1, |I3x| ≤ 2/15 }

ïî òî÷íûì çíà÷åíèÿì ôóíêöèîíàëà I4. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî W
ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëåïèïåäîì

W = {x ∈ R3 : |x1|+ 2|x2| ≤ 1, |x3| ≤ 2/15 }.

Ðàññìîòðèì ìåòîä

ϕ0(y) =

{
0, |y| ≤ 4/15,

(y, 0), |y| > 4/15.

Òîãäà, åñëè |x1 + x3| ≤ 4/15, òî

sup
(x1,x2,x3)∈W
|x1+x3|≤4/15

||(x1, x2)− ϕ0(x1 + x3)||l2 = sup
(x1,x2,x3)∈W
|x1+x3|≤4/15

||(x1, x2)||l2 .

Â ñèëó òîãî, ÷òî

|x1| = |x1 + x3 − x3| ≤ |x1 + x3|+ |x3| ≤
2

5
,

èìååì

sup
(x1,x2,x3)∈W
|x1+x3|≤4/15

||(x1, x2)− ϕ0(x1 + x3)||l2 ≤ sup
(x1,x2,x3)∈W
|x1|≤2/5

||(x1, x2)||l2 =
1

2
.

Åñëè (x1, x2, x3) ∈ W è |x1 + x3| > 4/15, òî |x1| ≥ |x1 + x3| − |x3| > 2/15.
Ñëåäîâàòåëüíî, |x2| < 13/30. Ïîýòîìó

sup
(x1,x2,x3)∈W
|x1+x3|>4/15

||(x1, x2)− ϕ0(x1 + x3)||l2 ≤ sup
(x1,x2,x3)∈W
|x2|<13/30

||(−x3, x2)||l2

<

√
4

225
+

169

900
<

1

2
.
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Òåì ñàìûì

E(I, δ) ≤ e(I, δ, ϕ0) ≤ 1

2
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî ìåòîäà ϕ(y) = (c1y, c2y), c1, c2 ∈ R,
èìååì

e(I, δ, ϕ) = sup
(x1,x2,x3)∈W

√
(x1 − c1(x1 + x3))2 + (x2 − c2(x1 + x3))2.

Ïðè c1 ≤ 0, ðàññìîòðåâ òî÷êó (1, 0, 0) ∈W , áóäåì èìåòü

e(I, δ, ϕ) ≥
√

(1− c1)2 + c22 ≥ 1.

Ïðè c1 > 0, ðàññìîòðåâ òî÷êó (0, 1/2, 2/15 sign c2) ∈W , ïîëó÷èì

e(I, δ, ϕ) ≥

√
c21

4

15
+

(
1

2
+ |c2|

2

15

)2

>
1

2
.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî ìåòîäà ϕ(·)

e(I, δ, ϕ) >
1

2
≥ E(I, δ).

Âåðíåìñÿ ê îáùåé çàäà÷å (2.36). Èç ëåììû 2.1 ñëåäóåò, ÷òî

(2.37) E(I, δ) ≥ sup
x∈W

‖Ijx‖Yj≤δj , j=k+1,...,n

‖I0x‖Y0 = sup
x∈X

‖Ijx‖Yj≤δj , j=1,...,n

‖I0x‖Y0 .

Ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó â ïðàâîé ÷àñòè (2.37) áóäåì íàçûâàòü äâîéñòâåííîé
èëè àññîöèèðîâàííîé. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó (çíà÷å-
íèå êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ êâàäðàòîì âåëè÷èíû, ñòîÿùåé â ïðàâîé ÷àñòè (2.37)):

(2.38) ‖I0x‖2Y0
→ max, ‖Ijx‖2Yj ≤ δ

2
j , j = 1, . . . , n, x ∈ X.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò îäèí èç âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ îïòè-
ìàëüíîãî ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ.

Òåîðåìà 2.13. Ïóñòü Yj, j = 1, . . . , n, � åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà ñî ñêà-
ëÿðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè (·, ·)Yj è ñîîòâåòñòâóþùèìè íîðìàìè ‖ · ‖Yj . Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå λ̂j ≥ 0, j = 1, . . . , n, ÷òî çíà÷åíèÿ çàäà÷è

(2.39) ‖I0x‖2Y0
→ max,

n∑
j=1

λ̂j‖Ijx‖2Yj ≤
n∑
j=1

λ̂jδ
2
j , x ∈ X,

è çàäà÷è (2.38) ñîâïàäàþò. Ïðåäïîëîæèì, êðîìå òîãî, ÷òî äëÿ âñåõ y =
(yk+1, . . . , yn) ∈ Yk+1 × . . .× Yn ñóùåñòâóåò ðåøåíèå xy çàäà÷è

(2.40)
k∑
j=1

λ̂j‖Ijx‖2Yj +

n∑
j=k+1

λ̂j‖Ijx− yj‖2Yj → min, x ∈ X.

Òîãäà

E(I, δ) = sup
x∈X

‖Ijx‖Yj≤δj , j=1,...,n

‖I0x‖Y0

è ìåòîä

(2.41) ϕ̂(y) = I0xy

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî E = Y1× . . .× Yn
ñ ïîëóñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(y1, y2)E =

n∑
j=1

λ̂j(y
1
j , y

2
j )Yj ,

ãäå y1 = (y1
1 , . . . , y

1
n), y2 = (y2

1 , . . . , y
2
n). Òîãäà ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à (2.40) ìîæåò

áûòü ïåðåïèñàíà â âèäå

‖Ĩx− ỹ‖2E → min, x ∈ X,

ãäå Ĩx = (I1x, . . . , Inx), à ỹ = (0, . . . , 0, yk+1, . . . , yn). Èç òåîðåìû 7.7 ñëåäóåò,
÷òî äëÿ âñåõ x ∈ X

(Ĩxy − ỹ, Ĩx)E = 0.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî

‖Ĩx− ỹ‖2E = ‖Ĩx− Ĩxy + Ĩxy − ỹ‖2E
= ‖Ĩx− Ĩxy‖2E − 2 Re(Ĩx− Ĩxy, Ĩxy − ỹ)E + ‖Ĩxy − ỹ‖2E

= ‖Ĩx− Ĩxy‖2E + ‖Ĩxy − ỹ‖2E .
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âñåõ x ∈ X

(2.42) ‖Ĩx− Ĩxy‖2E ≤ ‖Ĩx− ỹ‖2E =

k∑
j=1

λ̂j‖Ijx‖2Yj +

n∑
j=k+1

λ̂j‖Ijx− yj‖2Yj .

Ïóñòü x ∈ W è yk+1, . . . , yn òàêîâû, ÷òî ‖Ijx − yj‖Yj ≤ δj , j = k + 1, . . . , n.
Ïîëîæèì z = x− xy. Òîãäà èç (2.42) ñëåäóåò, ÷òî

n∑
j=1

λ̂j‖Ijz‖2Yj = ‖Ĩz‖2E ≤
n∑
j=1

λ̂jδ
2
j .

Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà è óñëîâèÿ ñîâïàäåíèÿ çíà÷åíèé çàäà÷ (2.38) è (2.39)
ïîëó÷àåì îöåíêó äëÿ ìåòîäà (2.41):

‖I0x− ϕ̂(y)‖2Y0
= ‖I0z‖2Y0

≤ sup
x∈X∑n

j=1 λ̂j‖Ijz‖
2
Yj
≤
∑n
j=1 λ̂jδ

2
j

‖I0x‖2Y0

= sup
x∈X

‖Ijx‖Yj≤δj , j=1,...,n

‖I0x‖2Y0
.

Òàêèì îáðàçîì,

E(I, δ) ≤ e(I, δ, ϕ̂) ≤ sup
x∈X

‖Ijx‖Yj≤δj , j=1,...,n

‖I0x‖Y0
.

Ó÷èòûâàÿ îöåíêó (2.37), ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó.

E(I, δ) = sup
x∈X

‖Ijx‖Yj≤δj , j=1,...,n

‖I0x‖Y0
.

Îòñþäà è èç ïðåäûäóùåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî ϕ̂(·) � îïòèìàëüíûé ìåòîä.
�

Ïðèâåäåì òåïåðü íåêîòîðûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñîâïàäåíèÿ çíà÷åíèé çà-
äà÷ (2.38) è (2.39). Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà çàäà÷è (2.38)

L(x, λ) = −‖I0x‖2Y0
+

n∑
j=1

λj‖Ijx‖2Yj ,
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ãäå λ = (λ1, . . . , λn).

Òåîðåìà 2.14. Ïóñòü ñóùåñòâóþò λ̂j ≥ 0, j = 1, . . . , n, è äîïóñòèìûé â
çàäà÷å (2.38) ýëåìåíò x̂ òàêèå, ÷òî

(a) min
x∈X
L(x, λ̂) = L(x̂, λ̂), λ̂ = (λ̂1, . . . , λ̂n),

(b)

n∑
j=1

λ̂j(‖Ij x̂‖2Yj − δ
2
j ) = 0.

Òîãäà x̂ � ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è è

(2.43) sup
x∈X

‖Ijx‖2Yj≤δ
2
j , j=1,...,n

‖I0x‖2Y0
= sup

x∈X∑n
j=1 λ̂j‖Ijx‖

2
Yj
≤
∑n
j=1 λ̂jδ

2
j

‖I0x‖2Y0
=

n∑
j=1

λ̂jδ
2
j .

Ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî â çàäà÷å (2.38) íå ñóùåñòâóåò ýêñòðåìàëüíîãî ýëåìåí-
òà. Òîãäà ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì (ïðåäû-
äóùàÿ òåîðåìà î÷åâèäíûì îáðàçîì èç íåãî âûòåêàåò)

Òåîðåìà 2.15. Ïóñòü ñóùåñòâóþò λ̂j ≥ 0, j = 1, . . . , n, è ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {xm} äîïóñòèìûõ ýëåìåíòîâ â (2.38) òàêèå, ÷òî

(a) lim
m→∞

L(xm, λ̂) = inf
x∈X
L(x, λ̂) > −∞,

(b) lim
m→∞

n∑
j=1

λ̂j

(
‖Ijxm‖2Yj − δ

2
j

)
= 0.

Òîãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (2.43).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî

(2.44) inf
x∈X
L(x, λ̂) = 0.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî

(2.45) inf
x∈X
L(x, λ̂) = a > 0.

Òîãäà ñóùåñòâóåò x1 ∈ X, äëÿ êîòîðîãî L(x1, λ̂) < 2a. Ïîëîæèì x0 = x1/2.
Èìååì

L(x0, λ̂) =
1

4
L(x1, λ̂) <

a

2
,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò (2.45). Åñëè

(2.46) inf
x∈X
L(x, λ̂) = a < 0,

òî ñóùåñòâóåò x1 ∈ X, äëÿ êîòîðîãî L(x1, λ̂) < a/2. Ïîëîæèì x0 = 2x1. Èìååì

L(x0, λ̂) = 4L(x1, λ̂) < 2a,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò (2.46). Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (2.44).
Äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî â (2.38) ýëåìåíòà x ∈ X èìååì

(2.47) − ‖I0x‖2Y0
≥ −‖I0x‖2Y0

+

n∑
j=1

λ̂j

(
‖Ijx‖2Yj − δ

2
j

)
= L(x, λ̂)−

n∑
j=1

λ̂jδ
2
j ≥ −

n∑
j=1

λ̂jδ
2
j .
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Òåì ñàìûì äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ x ∈ X

‖I0x‖2Y0
≤

n∑
j=1

λ̂jδ
2
j .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

n∑
j=1

λ̂jδ
2
j = lim

m→∞

n∑
j=1

(
λ̂jδ

2
j − L(xm, λ̂)

)
= lim
m→∞

(
‖I0xm‖2Y0

−
n∑
j=1

λ̂j

(
‖Ijxm‖2Yj − δ

2
j

))
= lim
m→∞

‖I0xm‖2Y0
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

sup
x∈X

‖Ijx‖2Yj≤δ
2
j , j=1,...,n

‖I0x‖2Y0
=

n∑
j=1

λ̂jδ
2
j .

Äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî â (2.39) ýëåìåíòà x ∈ X òàêæå ñïðàâåäëèâû ñî-
îòíîøåíèÿ (2.47). Ïîýòîìó

sup
x∈X∑n

j=1 λ̂j‖Ijx‖
2
Yj
≤
∑n
j=1 λ̂jδ

2
j

‖I0x‖2Y0
≤

n∑
j=1

λ̂jδ
2
j .

Â ñèëó î÷åâèäíîãî íåðàâåíñòâà

(2.48) sup
x∈X

‖Ijx‖2Yj≤δ
2
j , j=1,...,n

‖I0x‖2Y0
≤ sup

x∈X∑n
j=1 λ̂j‖Ijx‖

2
Yj
≤
∑n
j=1 λ̂jδ

2
j

‖I0x‖2Y0

ñîîòíîøåíèÿ (2.43) äîêàçàíû. �

Ðàññìîòðèì òåïåðü íåêîòîðîå íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñîâïà-
äåíèÿ çíà÷åíèé çàäà÷ (2.38) è (2.39). Â äàëüíåéøåì ñ÷èòàåì, ÷òî I0X 6= 0
(â ïðîòèâíîì ñëó÷àå çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ðåøàåòñÿ òðèâèàëüíûì îáðàçîì).
Ïóñòü δj > 0, j = 1, . . . , n. Ïîëîæèì

A = { (δ−2
1 ‖I1x‖2Y1

, . . . , δ−2
n ‖Inx‖2Yn) : ‖I0x‖Y0

= 1 }.

Òåîðåìà 2.16. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëè λ̂j ≥ 0, j = 1, . . . , n, òà-
êèå, ÷òî çíà÷åíèÿ çàäà÷ (2.38) è (2.39) ñîâïàäàþò, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî

(2.49) inf
a∈A
‖a‖∞ = inf

a∈coA
‖a‖∞,

ãäå äëÿ a = (a1, . . . , an)

‖a‖∞ = max
1≤j≤n

|aj |.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç V çíà÷åíèå çàäà÷è (2.38). Â ñèëó
ïðåäïîëîæåíèÿ I0X 6= 0 V 6= 0. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî x0 ∈ X, äîïóñòèìîãî
â (2.38), ‖I0x0‖Y0

= d > 0, òî

a =
(
δ−2
1 ‖I1x0‖2Y1

d−2, . . . , δ−2
n ‖Inx0‖2Ynd

−2
)
∈ A

è

(2.50) ‖a‖∞ ≤ d−2.

Ïîýòîìó, åñëè V = +∞, òî
inf
a∈A
‖a‖∞ = 0.
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Èç (2.48) è òîãî, ÷òî

(2.51) inf
a∈A
‖a‖∞ ≥ inf

a∈coA
‖a‖∞,

âûòåêàåò, ÷òî ïðè V = +∞ äëÿ ëþáûõ λ̂j ≥ 0, j = 1, . . . , n, çíà÷åíèÿ çàäà÷
(2.38), (2.39) ñîâïàäàþò, à òàêæå èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (2.49).

Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé, êîãäà 0 < V < +∞. Èç (2.50)
ñëåäóåò, ÷òî

(2.52) inf
a∈A
‖a‖∞ ≤

1

V
.

Åñëè a ∈ A è a > 0, òî ñóùåñòâóåò x0 ∈ X òàêîé, ÷òî

a =
(
δ−2
1 ‖I1x0‖2Y1

, . . . , δ−2
n ‖Inx0‖2Yn

)
è ‖I0x0‖Y0

= 1. Òîãäà äëÿ x1 = x0/
√
‖a‖∞ èìååì

‖Ijx1‖2Yj ≤ δ
2
j , j = 1, . . . , n, ‖I0x1‖2Y0

=
1

‖a‖∞
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

inf
a∈A
‖a‖∞ ≥

1

V
.

Ó÷èòûâàÿ (2.52), ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

(2.53) inf
a∈A
‖a‖∞ =

1

V
.

1. Íåîáõîäèìîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò λ̂j ≥ 0, j = 1, . . . , n,
òàêèå, ÷òî çíà÷åíèÿ çàäà÷ (2.38) è (2.39) ñîâïàäàþò. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî
λ̂1 = . . . = λ̂n = 0, òî

V = sup
x∈X
‖I0x‖2Y0

=∞.

Ýòîò ñëó÷àé óæå ðàññìîòðåí. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî λ̂2
1 + . . .+ λ̂2

n 6= 0. Ïîëîæèì

µj =
λ̂jδ

2
j∑n

s=1 λ̂sδ
2
s

, j = 1, . . . , n.

Òîãäà

(2.54) V = sup
x∈X∑n

j=1 µjδ
−2
j ‖Ijx‖

2
Yj
≤1

‖I0x‖2Y0
.

Ïóñòü x ∈ X. Ïîëîæèì

c =

n∑
j=1

µjδ
−2
j ‖Ijx‖

2
Yj

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî c 6= 0. Òîãäà ‖I0x/
√
c‖2Y0

≤ V . Ñëåäîâàòåëüíî,

(2.55) ‖I0x‖2Y0
≤ V

n∑
j=1

µjδ
−2
j ‖Ijx‖

2
Yj .

Åñëè c = 0, òî ‖I0x‖Y0
= 0 (èíà÷å áû V =∞), è ïîýòîìó (2.55) ñíîâà âûïîëíåíî.

Òåì ñàìûì äëÿ âñåõ a ∈ A
〈µ, a〉 ≥ 1

V
,

ãäå µ = (µ1, . . . , µn), à

〈µ, a〉 =

n∑
j=1

µjaj .
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Ñëåäîâàòåëüíî,

(2.56) inf
a∈A
〈µ, a〉 ≥ 1

V
.

Çàìåòèì, ÷òî

(2.57) inf
a∈A
〈µ, a〉 = inf

a∈coA
〈µ, a〉.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè a ∈ coA, òî

a =

m∑
s=1

λsas, as ∈ A, λs ≥ 0, s = 1, . . . ,m,

m∑
s=1

λs = 1.

Òîãäà

〈µ, a〉 =

m∑
s=1

λs〈µ, as〉 ≥ inf
a∈A
〈µ, a〉.

Ïåðåõîäÿ ñëåâà ê íèæíåé ãðàíè ïî âñåì a ∈ coA, ïîëó÷àåì, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü â
(2.57) íå ïðåâîñõîäèò ïðàâîé. Îáðàòíîå íåðàâåíñòâî î÷åâèäíî.

Ó÷èòûâàÿ (2.51), (2.57), (2.56), íåðàâåíñòâî 〈µ, a〉 ≤ ‖a‖∞ è (2.53), ïîëó÷àåì

(2.58) inf
a∈A
‖a‖∞ ≥ inf

a∈coA
‖a‖∞ ≥ inf

a∈coA
〈µ, a〉 = inf

a∈A
〈µ, a〉 ≥ 1

V
= inf
a∈A
‖a‖∞.

Îòñþäà ñëåäóåò (2.49).
2. Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (2.49). Îáîçíà÷èì ýòè çíà-

÷åíèÿ ÷åðåç v. Ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà 0 < V < +∞,
èç (2.53) âûòåêàåò, ÷òî v > 0. Èç (2.49) ñëåäóåò, ÷òî âíóòðåííîñòü øàðà
B(0, v) = {a ∈ Rn : ‖a‖∞ ≤ v} è coA íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ïî òåîðåìå îòäåëè-
ìîñòè íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò µ = (µ1, . . . , µn), µ2

1 + . . .+ µ2
n 6= 0, ÷òî

(2.59)
n∑
j=1

µjbj ≤
n∑
j=1

µjaj

äëÿ âñåõ b = (b1, . . . , bn) ∈ B(0, v) è âñåõ a ∈ coA, à, ñëåäîâàòåëüíî, è äëÿ âñåõ
a ∈ A.

Ïîêàæåì, ÷òî åñëè ïðè íåêîòîðîì 1 ≤ s ≤ n µs < 0, òî åãî ìîæíî ïîëîæèòü
ðàâíûì íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî, èìååì

n∑
j 6=s

µjbj ≤
n∑
j 6=s

µjaj + |µs|bs − |µs|as ≤
n∑
j 6=s

µjaj + |µs|bs.

Òàê êàê ýòè íåðàâåíñòâà âûïîëíåíû äëÿ âñåõ b = (b1, . . . , bn) ∈ B(0, v) è âñåõ
a ∈ A, òî, â ÷àñòíîñòè, è äëÿ bs = 0. Òåì ñàìûì äëÿ âñåõ b = (b1, . . . , bn) ∈
B(0, v) è âñåõ a ∈ A èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

n∑
j 6=s

µjbj ≤
n∑
j 6=s

µjaj .

ßñíî, ÷òî ñëó÷àé, êîãäà âñå µj ≤ 0 íåâîçìîæåí, èíà÷å, ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ
èñêëþ÷åíèÿ, ìû ïðèøëè áû ê íåðàâåíñòâó µsbs ≤ µsas, ãäå µs < 0, êîòîðîå
î÷åâèäíî íå èìååò ìåñòà (íàïðèìåð, ïðè bs = −v).

Èòàê, äîêàçàíî, ÷òî äëÿ âñåõ b = (b1, . . . , bn) ∈ B(0, v) è âñåõ a ∈ A ñïðà-
âåäëèâî íåðàâåíñòâî (2.59), â êîòîðîì µ1, . . . , µn ≥ 0 è íå âñå îíè ðàâíû íóëþ.
Ïîëîæèì

λ̂j =
µj∑n
s=1 µs

.
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Òîãäà, èç íåðàâåíñòâà (2.59) ïîëó÷àåì
n∑
j=1

λ̂jbj ≤
n∑
j=1

λ̂jaj .

Ïîäñòàâëÿÿ â íåãî òî÷êó b = (v, . . . , v), ïîëó÷àåì
n∑
j=1

λ̂jaj ≥ v.

Ïóñòü x ∈ X,
n∑
j=1

λ̂jδ
−2
j ‖Ijx‖

2
Yj ≤ 1

è ‖I0x‖Y0
= d > 0. Äëÿ x̂ = x/d èìååì ‖I0x̂‖Y0

= 1 è

1

d2
≥

n∑
j=1

λ̂jδ
−2
j ‖Ij x̂‖

2
Yj ≥ v.

Ñëåäîâàòåëüíî, ó÷èòûâàÿ (2.53)

(2.60) sup
x∈X∑n

j=1 λ̂j‖Ijx‖Yj≤1

‖I0x‖2Y0
≤ 1

v
= sup

x∈X
‖Ijx‖2Yj≤δ

2
j , j=1,...,n

‖I0x‖2Y0
.

Èç (2.48) âûòåêàåò ñîâïàäåíèå çíà÷åíèé çàäà÷ (2.38) è (2.39). �

Ëåììà 2.17. Ïóñòü n = 2, à Yj, j = 0, 1, 2, � åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà.
Òîãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (2.49).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

a(x) = (δ−2
1 ‖I1x‖2Y1

, δ−2
2 ‖I2x‖2Y2

), x ∈ X, v = inf
a∈A
‖a‖∞.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëåììà íå èìååò ìåñòà. Òîãäà â ñèëó (2.51) äîëæíî âûïîë-
íÿòüñÿ íåðàâåíñòâî

inf
a∈coA

‖a‖∞ < v.

Òåì ñàìûì íàéäóòñÿ äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè a(x1) è a(x2) òàêèå, ÷òî ‖I0x1‖Y0
=

‖I0x2‖Y0 = 1, à äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè u, ëåæàùåé âíóòðè îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî
òî÷êè a(x1) è a(x2), ‖u‖∞ < v. Ìû ïîñòðîèì íåïðåðûâíóþ êðèâóþ, ëåæàùóþ
â A, ñîåäèíÿþùóþ òî÷êè a(x1) è a(x2), êîòîðàÿ ïåðåñåêàåò îòðåçîê, ñîåäèíÿ-
þùèé íà÷àëî êîîðäèíàò è u. Òîãäà äëÿ ýòîé òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ u′ ∈ A áóäåì
èìåòü

‖u′‖∞ ≤ ‖u‖∞ < v = inf
a∈A
‖a‖∞,

÷òî ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ.
Ïîëîæèì äëÿ t ∈ R x(t) = tx1 + (1 − t)x2. Òîãäà â ñèëó òîãî, ÷òî

|(I0x1, I0x2)Y0 | ≤ 1, èìååì

‖I0x(t)‖2Y0
= t2 + (1− t)2 + 2t(1− t) Re(I0x1, I0x2)Y0

= 1 + 2t(t− 1)(1− Re(I0x1, I0x2)Y0
) ≥ 1− 1

2
(1− Re(I0x1, I0x2)Y0

)

=
1

2
(1 + Re(I0x1, I0x2)Y0

).

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Re(I0x1, I0x2)Y0
≥ 0. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå â ñèëó òîãî, ÷òî

a(−x1) = a(x1), ìîæíî âìåñòî x1 ðàññìàòðèâàòü −x1. Òîãäà ïðè âñåõ t ∈ R
‖I0x(t)‖Y0

> 0.
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Ïîëîæèì

u(t) = a

(
x(t)

‖I0x(t)‖Y0

)
.

Ìíîæåñòâî òî÷åê {u(t) : t ∈ R} îáðàçóåò íåïðåðûâíóþ êðèâóþ C, ëåæàùóþ â
A. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ‖I0x1 − I0x2‖Y0 > 0. Ïîñêîëüêó

lim
t→±∞

u(t) = lim
t→±∞

a

(
x1 − x2 + x2/t

‖I0x1 − I0x2 + I0x2/t‖Y0

)
= a

(
x1 − x2

‖I0x1 − I0x2‖Y0

)
∈ A,

òî, äîáàâèâ ýòó òî÷êó, ïîëó÷èì çàìêíóòóþ íåïðåðûâíóþ êðèâóþ C, ëåæàùóþ
â A. Ïóñòü

L = { a ∈ R2 : (w, a) = c }
� ïðÿìàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè a(x1) è a(x2) (çäåñü (·, ·) � îáû÷íîå ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå â R2). Ðàññìîòðèì ïîëèíîì âòîðîé ñòåïåíè

P2(t) = ‖I0x(t)‖2Y0
((w, u(t))− c).

Ýòîò ïîëèíîì èìååò íóëè â òî÷êàõ t = 0, 1. Òåì ñàìûì ïðÿìàÿ L ðàçáèâàåò C íà
äâå ÷àñòè, ëåæàùèå â ðàçíûõ ïîëóïëîñêîñòÿõ. Îäíà èç ýòèõ ÷àñòåé ïåðåñåêàåò
îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè 0 è u.

-

6 q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q

qu
C

Q
Q

Q
QQ L

a(x1)

�
�
�
�
�

q
qu′ q a(x2)

O

Ðèñ. 2.5.1

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ‖I0x1 − I0x2‖Y0
= 0. Òîãäà

0 = ‖I0x1 − I0x2‖2Y0
= 2− 2 Re(I0x1, I0x2)Y0

.

Ñëåäîâàòåëüíî, Re(I0x1, I0x2)Y0 = 1. Òåì ñàìûì ïðè âñåõ t ∈ R ‖I0x(t)‖Y0 = 1.
Èìååì

lim
t→±∞

u(t)

t2
= lim
t→±∞

a(x1 − x2 + x2/t) = a(x1 − x2).

Èç òîãî, ÷òî òî÷êè a(x1) è a(x2) ðàçëè÷íûå, à

-
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Ðèñ. 2.5.2

|‖Ijx1‖Yj − ‖Ijx2‖Yj | ≤ ‖Ijx1 − Ijx2‖Yj , j = 1, 2,
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âûòåêàåò, ÷òî a(x1 − x2) 6= 0. Òàêèì îáðàçîì, êðèâàÿ C ðàçáèâàåòñÿ
ïðÿìîé íà òðè ÷àñòè. Â îäíîé ïîëóïëîñêîñòè ëåæèò îãðàíè÷åííàÿ ÷àñòü
ýòîé êðèâîé, à â äðóãîé � äâå íåîãðàíè÷åííûõ ÷àñòè. Òàê êàê ‖u‖∞ <
min{‖a(x1)‖∞, ‖a(x2)‖∞}, òî ïðÿìàÿ L ïåðåñåêàåò ëó÷è {(t, 0) : t > 0} è
{(0, t) : t > 0}. Ïîýòîìó îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé 0 è u ëåæèò â òîé æå ïîëóïëîñ-
êîñòè, ÷òî è îãðàíè÷åííàÿ ÷àñòü êðèâîé C. Ñëåäîâàòåëüíî, îíè ïåðåñåêàþòñÿ
(ñì. ðèñ. 2.5.2). �

Èç òåîðåì 2.13, 2.16 è ëåììû 2.17 âûòåêàåò

Òåîðåìà 2.18. Ïóñòü Yj, j = 0, 1, 2, � åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà, δ1, δ2 >
0. Òîãäà ñóùåñòâóåò λ̂1, λ̂2 ≥ 0, äëÿ êîòîðûõ

sup
x∈X

‖Ijx‖Yj≤δj , j=1,2

‖I0x‖Y0
= sup

x∈X∑2
j=1 λ̂j‖Ijx‖

2
Yj
≤
∑2
j=1 λ̂jδ

2
j

‖I0x‖Y0
.

Åñëè äëÿ âñåõ y ∈ Y2 ñóùåñòâóåò ðåøåíèå xy çàäà÷è

(2.61) λ̂1‖I1x‖2Y1
+ λ̂2‖I2x− y‖2Y2

→ min, x ∈ X,
òî

E(I, δ) = sup
x∈X

‖Ijx‖Yj≤δj , j=1,2

‖I0x‖Y0

è ìåòîä
ϕ̂(y) = I0xy

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì â çàäà÷å (2.36) ïðè k = 1.

Äàæå äëÿ åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ Yj , j = 0, 1, . . . , n ïðè n = 3 ðàâåíñòâî
(2.49) óæå ìîæåò íå âûïîëíÿòüñÿ. Ïðèâåäåì ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèìåð.

Ïðèìåð 2.5. Ïóñòü n = 3, X = R2, δ1 = δ2 = δ3 = 1. Äëÿ x = (x1, x2) ∈ R2

ïîëîæèì

‖x‖2Y0
= x2

1 + x2
2, ‖x‖2Y1

= x2
1 + 2x2

2,

‖x‖2Y2
=

(
x1 −

√
3x2

2

)2

+ 2

(√
3x1 + x2

2

)2

,

‖x‖2Y3
=

(
x1 +

√
3x2

2

)2

+ 2

(√
3x1 − x2

2

)2

,

I0x = I1x = I2x = I3x = x. Òåì ñàìûì

A = { (‖x‖2Y1
, ‖x‖2Y2

, ‖x‖2Y3
) : ‖x‖Y0

= 1 }.
Ïîëîæèâ x = (cos θ, sin θ), θ ∈ T, èìååì

A = { (T (θ), T (θ + π/3), T (θ + 2π/3)) : θ ∈ T },
ãäå

T (θ) = cos2 θ + 2 sin2 θ =
3

2
− 1

2
cos 2θ.

Â ñèëó òîãî, ÷òî ïðè âñåõ α ∈ T
cosα+ cos(α+ 2π/3) + cos(α+ 4π/3) = 0,

èìååì

T (θ) + T (θ + π/3) + T (θ + 2π/3) =
9

2
.

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî A ⊂ R3 ëåæèò â ïëîñêîñòè

P = { (a1, a2, a3) ∈ R3 : a1 + a2 + a3 = 9/2 }.
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Êðîìå òîãî,

(T (θ)− 3/2)2 + (T (θ + π/3)− 3/2)2 + (T (θ + 2π/3)− 3/2)2

= 1/4(cos2 2θ + cos2(2θ + 2π/3) + cos2(2θ + 4π/3))

= 1/8(3 + cos 4θ + cos(4θ + 4π/3) + cos(4θ + 8π/3)) = 3/8.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ ñ öåíòðîì â òî÷êå
(3/2, 3/2, 3/2) ñ ðàäèóñîì R =

√
6/4, ëåæàùåé â ïëîñêîñòè P . Îòñþäà

inf
a∈coA

‖a‖∞ = 3/2,

à
inf
a∈A
‖a‖∞ = d,

ãäå d � äëèíà ðåáðà êóáà ñ âåðøèíîé â íà÷àëå êîîðäèíàò, âïèñàííîãî â íàé-
äåííóþ îêðóæíîñòü. Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî d = 7/4. Òåì ñàìûì â ðàññìàò-
ðèâàåì ñëó÷àå

inf
a∈coA

‖a‖∞ < inf
a∈A
‖a‖∞.

Çàìåòèì, ÷òî âåëè÷èíó d ìîæíî âû÷èñëèòü è ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà (2.53).
Èç íåãî ñëåäóåò, ÷òî d = 1/V , ãäå

V = sup
x∈R2

‖x‖Yj≤1, j=1,2,3

‖x‖2Y0
.

Èíûìè ñëîâàìè, V ðàâíî êâàäðàòó ðàäèóñà îïèñàííîãî êðóãà ïåðåñå÷åíèÿ ýë-
ëèïñà x2 + 2y2 ≤ 1 ñ äâóìÿ ïîäîáíûìè ýëëèïñàìè, ïîâåðíóòûìè íà 60o è íà
120o.

2.6. Ïîñòðîåíèå ñåìåéñòâà îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ â çàäà÷å (2.36) óäàåòñÿ ïîñòðîèòü öåëîå ñåìåéñòâî
îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ.

Òåîðåìà 2.19. Ïóñòü 1 ≤ p < +∞. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò
λ̂j ≥ 0, j = 1, . . . , n, òàêèå, ÷òî

sup
x∈X

‖Ijx‖Yj≤δj , j=1,...,n

‖I0x‖pY0
≥

n∑
j=1

λ̂jδ
p
j .

Ïóñòü, êðîìå òîãî, ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ Sj : Yj → Y0, j =
1, . . . , n, òàêîâî, ÷òî

(2.62) I0 =

n∑
j=1

SjIj

è

(2.63)

∥∥∥∥ n∑
j=1

Sjzj

∥∥∥∥p
Y0

≤
n∑
j=1

λ̂j‖zj‖pYj ,

äëÿ âñåõ zj ∈ Yj, j = 1, . . . , n. Òîãäà äëÿ ëþáîãî 0 ≤ k ≤ n− 1 ìåòîäû

(2.64) ϕ̂(y) = Sk+1yk+1 + . . .+ Snyn, y = (yk+1, . . . , yn) ∈ Yk+1 × . . .× Yk,
ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ, à äëÿ ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ èìååò ìå-
ñòî ðàâåíñòâî

(2.65) E(I, δ) =

( n∑
j=1

λ̂jδ
p
j

)1/p

.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî èç (2.37) ïðè ëþáîì 0 ≤
k ≤ n− 1 âûòåêàåò îöåíêà

(2.66) Ep(I, δ) ≥ sup
x∈X

‖Ijx‖Yj≤δj , j=1,...,n

‖I0x‖pY0
≥

n∑
j=1

λ̂jδ
p
j .

Çàôèêñèðóåì k, 0 ≤ k ≤ n − 1. Òîãäà äëÿ îöåíêè p-îé ñòåïåíè ïîãðåøíîñòè
ìåòîäà ϕ̂(·) íàäî îöåíèòü çíà÷åíèå ñëåäóþùåé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è∥∥∥∥I0x− n∑

j=k+1

Sjyj

∥∥∥∥p
Y0

→ max, ‖Ijx‖Yj ≤ δj , j = 1, . . . , k,

‖Ijx− yj‖Yj ≤ δj , j = k + 1, . . . , n, x ∈ X.

Ïîëîæèì zj = Ijx − yj , j = k + 1, . . . , n. Òîãäà ýòà çàäà÷à ïåðåïèñûâàåòñÿ â
âèäå

(2.67)∥∥∥∥(I0 − n∑
j=k+1

SjIj

)
x+

n∑
j=k+1

Sjzj

∥∥∥∥p
Y0

→ max, ‖Ijx‖Yj ≤ δj , j = 1, . . . , k,

‖zj‖Yj ≤ δj , j = k + 1, . . . , n, x ∈ X.

Â ñèëó ðàâåíñòâà (2.62) è óñëîâèÿ (2.63) ïîëó÷àåì∥∥∥∥(I0 − n∑
j=k+1

SjIj

)
x+

n∑
j=k+1

Sjzj

∥∥∥∥p
Y0

=

∥∥∥∥ k∑
j=1

SjIjx+

n∑
j=k+1

Sjzj

∥∥∥∥p
Y0

≤
k∑
j=1

λ̂j‖Ijx‖pYj +

n∑
j=k+1

λ̂j‖zj‖pYj ≤
n∑
j=1

λ̂jδ
p
j .

Òàêèì îáðàçîì,

Ep(I, δ) ≤ ep(I, δ, ϕ̂) ≤
n∑
j=1

λ̂jδ
p
j ,

÷òî âìåñòå ñ (2.66) äîêàçûâàåò òåîðåìó. �

Îòìåòèì, ÷òî äâîéñòâåííàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à

‖I0x‖Y0 → max, ‖Ijx‖Yj ≤ δj , j = 1, . . . , n,

�íå ðàçëè÷àåò� êàêèå èç îïåðàòîðîâ Ij ÿâëÿþòñÿ èíôîðìàöèîííûìè, à êàêèå èç
íèõ çàäàþò êëàññ, íà êîòîðîì ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ. Èíûìè
ñëîâàìè, äâîéñòâåííàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à íå îòëè÷àåò àïðèîðíóþ èíôîð-
ìàöèþ îò àïîñòåðèîðíîé. Â ñèëó ýòîãî èç òåîðåìû 2.19 âûòåêàåò, ÷òî åñëè íàé-
äåíû îïåðàòîðû Sj : Yj → Y0, j = 1, . . . , n, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (2.62) è
(2.63), òî ðåøåíû ñðàçó n çàäà÷ âîññòàíîâëåíèÿ (ïðè k = 0, 1, . . . , n−1). Ïðè÷åì
äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî îïòèìàëüíîãî ìåòîäà äîñòàòî÷íî â ìåòîäå

ϕ̂(y) = S1y1 + . . .+ Snyn

ïîëîæèòü y1 = . . . = yk = 0. Íà ñàìîì äåëå çà ñ÷åò ïåðåíóìåðàöèè îïåðàòîðîâ
Ij ðåøåíî 2n − 1 çàäà÷ âîññòàíîâëåíèÿ. À äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî
îïòèìàëüíîãî ìåòîäà íàäî ïîëîæèòü ðàâíûìè íóëþ òå yj , êîòîðûå îòíîñÿòñÿ
ê îïåðàòîðàì Ij , çàäàþùèì êëàññ.

Ïîñòðîèì ñåìåéñòâà îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ äëÿ îäíîé äèñêðåòíîé çàäà÷è
âîññòàíîâëåíèÿ.
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Ïóñòü J ⊂ Z, J0 ⊂ J , lp, 1 ≤ p < ∞, � ìíîæåñòâî âåêòîðîâ x = {xj}j∈J ,
äëÿ êîòîðûõ

‖x‖lp =

(∑
j∈J
|xj |p

)1/p

<∞,

à l0p, 1 ≤ p <∞, � ìíîæåñòâî âåêòîðîâ x = {xj}j∈J0
, äëÿ êîòîðûõ

‖x‖l0p =

(∑
j∈J0

|xj |p
)1/p

.

Ïîëîæèì

X =

{
x ∈ lp :

∑
j∈J
|νjxj |p <∞

}
,

Y0 = Y1 = lp, Y2 = l0p,

I0x = {µjxj}j∈J , I1x = {νjxj}j∈J , I2x = {xj}j∈J0
,

ãäå

sup
j∈J, νj 6=0

|µj |p

|νj |p
< +∞

(èç ïîñëåäíåãî óñëîâèÿ âûòåêàåò, ÷òî I0x ∈ lp äëÿ ëþáîãî x ∈ X).
Òåì ñàìûì ïðè k = 1 ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î âîññòàíîâëåíèè çíà÷åíèé

îïåðàòîðà I0 â ìåòðèêå lp ïî íåòî÷íî çàäàííîìó âåêòîðó I2x, x ∈ W (âìåñòî
I2x èçâåñòåí âåêòîð y ∈ l0p, äëÿ êîòîðîãî ‖I2x− y‖l0p ≤ δ2), ãäå

W =

{
x ∈ X :

∑
j∈J
|νjxj |p ≤ δp1

}
.

Ïðè k = 0 ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î âîññòàíîâëåíèè çíà÷åíèé îïåðàòîðà I0
â ìåòðèêå lp ïî íåòî÷íî çàäàííûì âåêòîðàì I1x è I2x: âìåñòî I1x è I2x èçâåñòíû
âåêòîðû y1 ∈ lp è y2 ∈ l0p, äëÿ êîòîðûõ ‖I1x− y1‖lp ≤ δ1 è ‖I2x− y2‖l0p ≤ δ2.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî νj 6= 0 äëÿ âñåõ j ∈ J \ J0 è

λ = sup
j∈J\J0

|µj |p

|νj |p
< +∞

(ïðè J0 = J ïîëàãàåì λ = 0). Ðàññìîòðèì íà ïëîñêîñòè (t, x) ìíîæåñòâî

M = co{(0, 0) ∪ {(|νj |p, |µj |p)}j∈J0}+ {(t, tλ) : t ≥ 0},

ãäå co Ω � âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà Ω. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà êàæäîì
îòðåçêå [0, T ], T > 0, êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê èç ìíîæåñòâà {|νj |}j∈J . Îïðåäåëèì
ôóíêöèþ θ(·) íà [0,∞) ïî ïðàâèëó:

θ(t) = max{x : (t, x) ∈M}.

ßñíî, ÷òî θ(·) � âîãíóòàÿ ëîìàíàÿ (ñì. ðèñ. 2.6.3) ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì èçëîìîâ
â êàæäîé ïîëîñå 0 ≤ t ≤ T , T > 0.

Òåîðåìà 2.20. Ïðè âñåõ δ1, δ2 > 0

E(I, δ) = δ2θ
1/p(δp1/δ

p
2).

Ïóñòü k = 0, à δp1/δ
p
2 ïðèíàäëåæèò òîìó ïðîìåæóòêó íà R+, ãäå θ(·) çà-

äàåòñÿ óðàâíåíèåì θ(t) = λ1t + λ2. Åñëè λ1, λ2 > 0, òî äëÿ âñåõ αj, j ∈ J0,
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Ðèñ. 2.6.3

óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ ïðè νj 6= 0

(2.68)


|µj − αj |p

′

|νj |p′λp
′/p

1

+
|αj |p

′

λ
p′/p
2

≤ 1, 1 < p < +∞, 1/p+ 1/p′ = 1,

|µj − αj |
|νj |λ1

≤ 1,
|αj |
λ2
≤ 1, p = 1,

ìåòîäû

(2.69) {ϕ̂(y1, y2)}j =



µj − αj
νj

{y1}j + αj{y2}j , j ∈ J0, νj 6= 0,

µj{y2}j , j ∈ J0, νj = 0,

µj
νj
{y1}j , j ∈ J \ J0,

ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè. Åñëè λ1 = 0, òî ìåòîä

{ϕ̂(y1, y2)}j =

{
µj{y2}j , j ∈ J0,

0, j ∈ J \ J0,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì. Åñëè λ2 = 0, òî

{ϕ̂(y1, y2)}j =


µj
νj
{y1}j , j ∈ J, νj 6= 0,

0, j ∈ J0, νj = 0,

� îïòèìàëüíûé ìåòîä.
Ïðè k = 1 ìåòîäû ϕ̂(0, y2) ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó (2.38). Îíà çàïè-
ñûâàåòñÿ â âèäå

(2.70)
∑
j∈J
|µjxj |p → max,

∑
j∈J
|νjxj |p ≤ δp1 ,

∑
j∈J0

|xj |p ≤ δp2 .

Ïóñòü 0 < |νs1 |p < . . . < |νsm |p � àðãóìåíòû òî÷åê èçëîìà ëîìàíîé θ(·) (âîç-
ìîæíî, ÷òî m = ∞). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî |νsl−1

| ≤ δ1/δ2 < |νsl | ïðè íåêîòîðîì
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l > 1, à ôóíêöèÿ θ(·) ïðè |νsl−1
|p ≤ t ≤ |νsl |p èìååò âèä θ(t) = λ1t+λ2. Ïîëîæèì

x̂j = 0, j 6= sl−1, sl,

x̂sl−1
=

(
δp2 |νsl |p − δ

p
1

|νsl |p − |νsl−1
|p

)1/p

, x̂sl =

(
δp1 − δ

p
2 |νsl−1

|p

|νsl |p − |νsl−1
|p

)1/p

.

Â ñèëó òîãî, ÷òî

|νsl−1
x̂sl−1

|p + |νsl x̂sl |p = δp1 ,

|x̂sl−1
|p + |x̂sl |p = δp2 .

x̂ = {x̂j}j∈J ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ â çàäà÷å (2.70). Òåì
ñàìûì çíà÷åíèå ýòîé çàäà÷è îöåíèâàåòñÿ ñíèçó âåëè÷èíîé

(2.71) |µsl−1
|p|x̂sl−1

|p + |µsl |p|x̂sl |p = λ1δ
p
1 + λ2δ

p
2 .

Ïóñòü òåïåðü m êîíå÷íî, δ1/δ2 ≥ |νsm |, à θ(·) íà ïðîìåæóòêå [|νsm |p,+∞)
èìååò âèä θ(t) = λ1t + λ2 è λ1 6= 0. Åñëè íà ýòîé ïðÿìîé ïðè t ∈ [|νsm |p,+∞)
íàõîäèòñÿ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê èç ìíîæåñòâà (|νj |p, |µj |p), j ∈ J0, òî ñðå-
äè íèõ íàéäóòñÿ òî÷êè (|νj1 |p, |µj1 |p), (|νj2 |p, |µj2 |p) òàêèå, ÷òî |νj1 | ≤ δ1/δ2 <
|νj2 |. Ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íûå òåì, êîòîðûå ïðîâîäèëèñü âûøå, äëÿ ñëó÷àÿ
|νsl−1

| ≤ δ1/δ2 < |νsl | ïðèâîäÿò ê òîé æå îöåíêå â çàäà÷å (2.70). Åñëè íà ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé ïðÿìîé ïðè t ∈ [|νsm |p,+∞) íàõîäèòñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê èç
ìíîæåñòâà (|νj |p, |µj |p), j ∈ J0, òî λ1 = λ 6= 0. Èç îïðåäåëåíèÿ λ âûòåêàåò, ÷òî
äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò sm+1 ∈ J \ J0 òàêîå, ÷òî

(2.72)
|µsm+1

|p

|νsm+1
|p
> λ− ε.

Ïîëîæèì x̂j = 0, j 6= sm, sm+1, à x̂sm è x̂sm+1
âûáåðåì òàê, ÷òîáû óäîâëåòâî-

ðÿëèñü ðàâåíñòâà

|νsm x̂sm |p + |νsm+1 x̂sm+1 |p = δp1 ,

|x̂sm |p = δp2 .

Î÷åâèäíî, ÷òî x̂ ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì ýëåìåíòîì â çàäà÷å (2.70). Ñëåäîâàòåëü-
íî, åå çíà÷åíèå îöåíèâàåòñÿ ñíèçó âåëè÷èíîé

|µsm |p|x̂sm |p + |µsm+1
|p|x̂sm+1

|p = λ1δ
p
1 + λ2δ

p
2 −

(
λ−
|µsm+1 |p

|νsm+1 |p

)
(δp1 − δ

p
2 |νsm |p)

≥ λ1δ
p
1 + λ2δ

p
2 − ε(δ

p
1 − δ

p
2 |νsm |p).

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε > 0 ïîëó÷àåì, ÷òî çíà÷åíèå çàäà÷è (2.70) îöåíèâàåòñÿ
ñíèçó âåëè÷èíîé λ1δ

p
1 + λ2δ

p
2 .

Åñëè λ1 = 0, òî θ(t) = λ2 = |µsm |p. Òîãäà ïîëîæèì x̂j = 0, j 6= sm, à x̂sm =
δ2. Â ñèëó òîãî, ÷òî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé, çíà÷åíèå
çàäà÷è (2.70) îöåíèâàåòñÿ ñíèçó âåëè÷èíîé

|µsm |p|x̂sm |p = λ2δ
p
2 .

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî δ1/δ2 < νs1 . Åñëè ñóùåñòâóåò νj = 0, j ∈ J0,
è ïðè ýòîì µj 6= 0, òî, âûáðàâ s0 èç óñëîâèÿ θ(0) = |µs0 |p, νs0 = 0, òå æå
ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è âûøå, ïðîâåäåííûå äëÿ l = 1, äîêàçûâàþò ðàâåíñòâî (2.71),
ãäå λ1 è λ2 òàêîâû, ÷òî ôóíêöèÿ θ(·) íà îòðåçêå [0, |νs1 |p] èìååò âèä θ(t) =
λ1t + λ2. Åñëè νj 6= 0 ïðè âñåõ j ∈ J0, òî λ2 = 0 è θ(t) = λ1t ïðè t ∈ [0, |νs1 |p].
Òîãäà ïîëîæèì x̂j = 0, j 6= s1, à x̂s1 = δ1/νs1 . Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî x̂
ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì ýëåìåíòîì â çàäà÷å (2.70). Ñëåäîâàòåëüíî, åå çíà÷åíèå
îöåíèâàåòñÿ ñíèçó âåëè÷èíîé

|µs1 |p|x̂s1 |p = λ1δ
p
1 .
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Èòàê, äîêàçàíî, ÷òî â ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷å (2.70) ñóùåñòâóåò äîïóñòèìàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {x̂j}j∈J , äëÿ êîòîðîé∑

j∈J
|µj x̂j |p ≥ λ1δ

p
1 + λ2δ

p
2 ,

ãäå λ1 è λ2 çàâèñÿò óêàçàííûì îáðàçîì îò òîãî, íà êàêîé èç ïðîìåæóòêîâ
ìåæäó èçëîìàìè θ(·) ïîïàëî ÷èñëî δp1/δ

p
2 .

Ïóñòü λ1, λ2 > 0. Ðàññìîòðèì îïåðàòîðû S1 : lp → lp è S2 : l0p → lp, îïðåäå-
ëåííûå ðàâåíñòâàìè

{S1z}j =


µj − αj
νj

zj , j ∈ J0, νj 6= 0,

0, j ∈ J0, νj = 0,
µj
νj
zj , j ∈ J \ J0,

{S2z}j =

{
αjzj , j ∈ J0,

0, j ∈ J \ J0.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî
I0 = S1I1 + S2I2.

Îöåíèì âåëè÷èíó
‖S1z1 + S2z2‖plp ,

ãäå z1 = {z(1)
j }j∈J , z2 = {z(2)

j }j∈J0
. Äëÿ âñåõ z1 ∈ lp è z2 ∈ l0p èìååì

(2.73) ‖S1z1 + S2z2‖plp =
∑

j∈J0, νj 6=0

∣∣∣∣µj − αjνj
z

(1)
j + αjz

(2)
j

∣∣∣∣p
+

∑
j∈J0, νj=0

∣∣∣µjz(2)
j

∣∣∣p +
∑

j∈J\J0

∣∣∣∣µjνj z(1)
j

∣∣∣∣p .
Ïðè νj 6= 0, 1 ≤ p < +∞, ïî íåðàâåíñòâó Ãåëüäåðà∣∣∣∣µj − αjνj

z
(1)
j + αjz

(2)
j

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣µj − αjλ
1/p
1 νj

λ
1/p
1 z

(1)
j +

αj

λ
1/p
2

λ
1/p
2 z

(2)
j

∣∣∣∣∣
≤ hj

(
λ1|z(1)

j |
p + λ2|z(2)

j |
p
)1/p

,

ãäå

hj =



(
|µj − αj |p

′

λ
p′/p
1 |νj |p′

+
|αj |p

′

λ
p′/p
2

)1/p′

, 1 < p < +∞,

max

{
|µj − αj |
|νj |λ1

,
|αj |
λ2

}
, p = 1.

Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî {αj}{j∈J0, νj 6=0}, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî óñëîâèå
(2.68) íå ïóñòî. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ

(2.74) αj =
λ2µj

λ2 + λ1|νj |p
èìååì

hj =
|µj |

(λ2 + λ1|νj |p)1/p
.

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà M è ôóíêöèè θ(·), åñëè íà êàêîì-íèáóäü èç
ïðîìåæóòêîâ ëîìàíàÿ θ(·) çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì θ(t) = λ1t + λ2, òî λ1 ≥ λ,
λ2 ≥ 0 è ïðè âñåõ j ∈ J âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

(2.75) −|µj |p + λ2χj + λ1|νj |p ≥ 0,
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ãäå

χj =

{
1, j ∈ J0,

0, j ∈ J \ J0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè j ∈ J0

|µj |p ≤ λ2 + λ1|νj |p.

Ïîýòîìó äëÿ αj , îïðåäåëåííûõ ðàâåíñòâàìè (2.74), hj ≤ 1.
Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (2.68), òî hj ≤ 1 è

(2.76)

∣∣∣∣µj − αjνj
z

(1)
j + αjz

(2)
j

∣∣∣∣p ≤ λ1|z(1)
j |

p + λ2|z(2)
j |

p.

Ñëåäîâàòåëüíî, èç (2.73) ïîëó÷àåì

‖S1z1 + S2z2‖plp ≤
∑

j∈J0, νj 6=0

(
λ1|z(1)

j |
p + λ2|z(2)

j |
p
)

+
∑

j∈J0, νj=0

∣∣∣µjz(2)
j

∣∣∣p +
∑

j∈J\J0

∣∣∣∣µjνj z(1)
j

∣∣∣∣p .
Åñëè νj = 0, j ∈ J0, òî èç (2.75) âûòåêàåò, ÷òî |µj |p ≤ λ2. Ïðè j ∈ J \ J0 èç
(2.75) âûòåêàåò, ÷òî |µj |p/|νj |p ≤ λ1. Ïîýòîìó

‖S1z1 + S2z2‖plp ≤
∑

j∈J0, νj 6=0

(
λ1|z(1)

j |
p + λ2|z(2)

j |
p
)

+ λ2

∑
j∈J0, νj=0

∣∣∣z(2)
j

∣∣∣p
+ λ1

∑
j∈J\J0

∣∣∣z(1)
j

∣∣∣p ≤ λ1‖z1‖plp + λ2‖z2‖pl0p .

Åñëè λ1 = 0, ïîëîæèì S1 = 0,

{S2z}j =

{
µjzj , j ∈ J0,

0, j ∈ J \ J0.

Èç (2.75) âûòåêàåò, ÷òî µj = 0 ïðè j ∈ J \ J0. Ïîýòîìó I0 = S2I2, à

‖S2z‖p =
∑
j∈J0

|µjzj |p.

Èç òîãî æå íåðàâåíñòâà (2.75) ñëåäóåò, ÷òî |µj |p ≤ λ2 ïðè j ∈ J0. Òåì ñàìûì

‖S2z‖p ≤ λ2‖z‖pl0p .

Íàêîíåö, åñëè λ2 = 0, ïîëîæèì S2 = 0,

{S1z}j =


µj
νj
zj , j ∈ J, νj 6= 0,

0, j ∈ J0, νj = 0.

Èç (2.75) âûòåêàåò, ÷òî åñëè νj = 0, òî è µj = 0. Ïîýòîìó I0 = S1I1. Êðîìå
òîãî,

‖S1z‖p =
∑

j∈J, νj 6=0

|µj |p

|νj |p
|zj |p.

Ïðè j ∈ J è νj 6= 0 èç (2.75) âûòåêàåò, ÷òî |µj |p/|νj |p ≤ λ1. Ïîýòîìó

‖S1z‖p ≤ λ1

∑
j∈J, νj 6=0

|zj |p ≤ λ1‖z‖plp .

Òåïåðü óòâåðæäåíèå òåîðåìû âûòåêàåò èç òåîðåìû 2.19. �
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Ðàññìîòðèì áîëåå âíèìàòåëüíî ñëó÷àé, êîãäà k = 1. Ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî
â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å âîññòàíîâëåíèÿ ñóùåñòâóþò îïòèìàëüíûå ìåòîäû,
êîòîðûå èñïîëüçóþò íå âñå ýëåìåíòû âåêòîðà y ∈ l0p (ïðèáëèæåííîãî çíà÷åíèÿ
âåêòîðà x ∈W ), à òîëüêî ÷àñòü êîîðäèíàò ýòîãî âåêòîðà. Äåéñòâèòåëüíî, íåêî-
òîðûå èç αj ìîæíî âçÿòü ðàâíûìè íóëþ. Ïîäñòàâèâ αj = 0 â óñëîâèå (2.68),
ïîëó÷èì óñëîâèå

(2.77)
|µj |p

|νj |p
≤ λ1.

Êîîðäèíàòû âåêòîðà y ñ òàêèìè íîìåðàìè íå íåñóò ïîëåçíîé èíôîðìàöèè â òîì
ñìûñëå, ÷òî ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíûé ìåòîä, íå èñïîëüçóþùèé èõ. Ïîëîæèâ

D =

{
j ∈ J0 :

|µj |p

|νj |p
> λ1

}
,

ïîëó÷àåì, ÷òî ñðåäè îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ ñóùåñòâóþò ìåòîäû, èñïîëüçóþùèå
èíôîðìàöèþ î ïðèáëèæåííûõ çíà÷åíèÿõ âåêòîðà x ∈W òîëüêî ñ êîîðäèíàòà-
ìè èç ìíîæåñòâà D. Âèä ìíîæåñòâà

ΩD = { (|νj |p, |µj |p) : j ∈ D }

ïîêàçàí íà ðèñ. 2.6.4.

-
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Åñëè ïîëîæèòü αj = µj , òî èç óñëîâèÿ (2.68) ïîëó÷èòñÿ íåðàâåíñòâî

|µj |p ≤ λ2.

Òàêèì îáðàçîì, êîîðäèíàòû ïðèáëèæåííîãî âåêòîðà y ñ íîìåðàìè, ïðè êîòî-
ðûõ óäîâëåòâîðÿåòñÿ ýòî íåðàâåíñòâî, ìîãóò âîññòàíàâëèâàòüñÿ òàê æå, êàê
äåéñòâóåò íà íèõ âîññòàíàâëèâàåìûé îïåðàòîð. Ïîëîæèì

D0 = { j ∈ J0 : |µj |p ≤ λ2 }, ΩD0
= { (|νj |p, |µj |p) : j ∈ D0 }.

Âèä ìíîæåñòâà ΩD0 ïîêàçàí íà ðèñ. 2.6.4.
Òåì ñàìûì èìååò ìåñòî
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Ñëåäñòâèå 2.21. Ïóñòü δp1/δ
p
2 ïðèíàäëåæèò ïðîìåæóòêó R+, íà êîòî-

ðîì θ(t) = λ1t+ λ2, è λ1, λ2 > 0. Òîãäà ìåòîäû

(2.78) ϕ̂(y) =


µjyj , j ∈ D0,

αjyj , j ∈ D \D0,

0, J \D,

ãäå αj óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (2.68), ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè.

Ìåòîäû (2.78), êðîìå òîãî, ÷òî îíè èñïîëüçóþò ëèøü ÷àñòü èñõîäíîé èí-
ôîðìàöèè, îáëàäàþò åùå îäíèì çàìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîì. Îíè ÿâëÿþòñÿ íå
òîëüêî îïòèìàëüíûìè íà êëàññå W , íî è íà áîëåå øèðîêîì êëàññå, à èìåííî,
íà êëàññå W + L, ãäå

L = lin{ej}j∈D0

(linA � ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ýëåìåíòîâ èç A), à {ej}j∈J � ñòàíäàðòíûé áàçèñ â
lp.

Ïóñòü V ⊂ lp. Ïîëîæèì
e(V, δ2, ϕ) = sup

x∈V, y∈l0p
‖I2x−y‖l0p≤δ2

‖I0x− ϕ(y)‖lp ,

à
E(V, δ2) = inf

ϕ : l0p→lp
e(V, δ2, ϕ).

Òåîðåìà 2.22. Ïóñòü δp1/δ
p
2 ïðèíàäëåæèò òîìó ïðîìåæóòêó íà R+, ãäå

θ(·) çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì θ(t) = λ1t+ λ2, λ1, λ2 > 0. Òîãäà

E(W + L, δ2) = E(W, δ2) = (λ1δ
p
1 + λ2δ

p
2)1/p,

à ìåòîäû (2.78) ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òîãî, ÷òî W ⊂W + L, èìååì

(2.79) E(W, δ2) ≤ E(W + L, δ2).

Îöåíèì ïîãðåøíîñòü ìåòîäîâ (2.78) íà êëàññå W + L. Ïóñòü x ∈ W + L.
Òîãäà x = x1 + x2, ãäå x1 ∈ W , à x2 ∈ L. Åñëè y ∈ l0p è ‖I2x − y‖l0p ≤ δ2, òî,
ïîëîæèâ y1 = y − I2x2, áóäåì èìåòü ‖I2x1 − y1‖l0p ≤ δ2. Òàêèì îáðàçîì,

‖I0x− ϕ̂(y)‖lp = ‖I0x1 − ϕ̂(y1) + I0x2 − ϕ̂(I2x2)‖lp = ‖I0x1 − ϕ̂(y1)‖lp .
Òàê êàê ϕ̂(·) � îïòèìàëüíûé ìåòîä íà êëàññå W , òî

‖I0x1 − ϕ̂(y1)‖lp ≤ e(W, δ2, ϕ̂) = E(W, δ2).

Òåì ñàìûì
‖I0x− ϕ̂(y)‖lp ≤ E(W, δ2).

Ïåðåõîäÿ â ýòîì íåðàâåíñòâå ê âåðõíåé ãðàíè ïî âñåì x ∈ W + L, è y ∈ l0p
òàêèì, ÷òî ‖I2x− y‖l0p ≤ δ2, ïîëó÷àåì

E(W + L, δ2) ≤ E(W, δ2),

÷òî âìåñòå ñ (2.79) çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. �

Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó âîññòàíîâëåíèÿ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè
x(·) ∈W 2

2 (T) â ìåòðèêå L2(T) ïî íàáîðó åå êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå

xj =
1

2π

∫
T
x(t)e−ijt dt, j ∈ Z,

çàäàííûõ ñ ïîãðåøíîñòüþ. Â îòëè÷èå îò ï.1.5 çäåñü ïîãðåøíîñòü çàäàíèÿ êî-
ýôôèöèåíòîâ Ôóðüå áóäåì èçìåðÿòü â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà l2. Áîëåå òî÷íî,
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áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äëÿ êàæäîé ôóíêöèè x(·) ∈W 2
2 (T) íàì èçâåñòåí âåê-

òîð y = {yj}+∞j=−∞ òàêîé, ÷òî

‖Fx− y‖l2 ≤ δ, Fx = {xj}+∞j=−∞, δ > 0.

Â ñèëó òîãî, ÷òî

Fx′ = I0{xj}+∞j=−∞ = {ijxj}+∞j=−∞, Fx′′ = I1{xj}+∞j=−∞ = {−j2xj}+∞j=−∞
(â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå J = J0 = Z), ýòà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì
çàäà÷è, ðàññìîòðåííîé âûøå. Óñëîâèå (2.68) èìååò â ýòîì ñëó÷àå âèä

|ij − αj |2

λ1j4
+
|αj |2

λ2
≤ 1, j ∈ Z, j 6= 0.

Åãî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

(2.80)

∣∣∣∣αj − ijλ2

λ2 + λ1j4

∣∣∣∣ ≤ j2
√
λ1λ2

λ2 + λ1j4

√
λ2 + λ1j4 − j2

(â ñèëó (2.75) ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà íåîò-
ðèöàòåëüíî). Êîýôôèöèåíòû αj , óäîâëåòâîðÿþùèå (2.80), ìîãóò áûòü çàïèñà-
íû â âèäå

αj = ij
λ2 + θj |j|

√
λ1λ2(λ2 + λ1j4 − j2)

λ2 + λ1j4
,

ãäå |θj | ≤ 1.
Ïóñòü (s + 1)−2 ≤ δ < s−2 ïðè íåêîòîðîì s ∈ N. Íà îòðåçêå [s4, (s + 1)4]

ëîìàíàÿ θ(t) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå θ(t) = λ1t+ λ2, ãäå

λ1 =
1

s2 + (s+ 1)2
, λ2 =

s2(s+ 1)2

s2 + (s+ 1)2
.

Èç òåîðåìû 2.20 (ïðè δ1 = 1, δ2 = δ) ïîëó÷àåì

Òåîðåìà 2.23. Ïðè (s+ 1)−2 ≤ δ < s−2 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

E(I, (1, δ)) =
√
λ1 + λ2δ2 =

√
1 + δ2s2(s+ 1)2

s2 + (s+ 1)2
.

Ïðè ýòîì ìåòîäû

ϕ̂(y)(t) =

+∞∑
j=−∞

ij
λ2 + θj |j|

√
λ1λ2(λ2 + λ1j4 − j2)

λ2 + λ1j4
yje

ijt,

ãäå |θj | ≤ 1, j ∈ Z, ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè. Ïðè δ ≥ 1 ìåòîä ϕ̂(y)(t) ≡ 0 �
îïòèìàëüíûé, à åãî ïîãðåøíîñòü ðàâíà 1.

Äëÿ ìíîæåñòâà D â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî D =
[−N,−1] ∪ [1, N ], ãäå

N =
⌈√

2s2 + 2s+ 1
⌉
− 1, dae = min{k ∈ Z : a ≤ k}.

Äëÿ ìíîæåñòâà D0 ïðè s ≥ 2 èìååì D0 = [−n,−1] ∪ [1, n], ãäå

n =

⌊
s(s+ 1)√

2s2 + 2s+ 1

⌋
, bac = max{k ∈ Z : k ≤ a}.

Òàêèì îáðàçîì, èç ñëåäñòâèÿ 2.21 è òåîðåìû 2.22 âûòåêàåò, ÷òî ìåòîäû

ϕ̂(y)(t) =
∑

0<|j|≤n

ijyje
ijt +

∑
n<|j|≤N

ij
λ2 + θj |j|

√
λ1λ2(λ2 + λ1j4 − j2)

λ2 + λ1j4
yje

ijt

ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè íå òîëüêî íà êëàññåW 2
2 (T), íî è íà êëàññåW 2

2 (T)+Tn,
ãäå Tn � ïðîñòðàíñòâî òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ ñòåïåíè íå âûøå n.
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2.7. Àäàïòèâíàÿ èíôîðìàöèÿ

ÏóñòüX � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, Z � ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàí-
ñòâî, T : X → Z � ëèíåéíûé îïåðàòîð è W ⊂ X. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î
âîññòàíîâëåíèè çíà÷åíèé îïåðàòîðà T íà ýëåìåíòàõ ìíîæåñòâà W ⊂ X ïî
íåòî÷íîé èíôîðìàöèè îá ýòèõ ýëåìåíòàõ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ ñåìåé-
ñòâî I ëèíåéíûõ èíôîðìàöèîííûõ îïåðàòîðîâ Ip : X → Y , ãäå p ∈ Ω, Ω �
íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, à Y � ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî. Âûáåðåì
n ïàðàìåòðîâ p1, . . . , pn è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî x ∈ W èçâåñòíû
ýëåìåíòû y1, . . . , yn òàêèå, ÷òî

‖Ipjx− yj‖Y ≤ δ, j = 1, . . . , n, δ ≥ 0.

Ïîä ìåòîäàìè âîññòàíîâëåíèÿ îïåðàòîðà T áóäåì ïîíèìàòü âñåâîçìîæíûå
îòîáðàæåíèÿ ϕ : Y n → Z. Ïîãðåøíîñòüþ ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ ϕ íàçîâåì
âåëè÷èíó

en(T,W, I, δ,p, ϕ) = sup
x∈W, y=(y1,...,yn)∈Y n
‖Ipjx−yj‖Y ≤δ, j=1,...,n

‖Tx− ϕ(y)‖Z ;

çäåñü p = (p1, . . . , pn). Ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ íàçûâàåò-
ñÿ âåëè÷èíà

En(T,W, I, δ) = inf
p1,...,pn∈Ω

inf
ϕ : Y n→Z

en(T,W, I, δ,p, ϕ)

Ïàðàìåòðû p̂1, . . . , p̂n è ìåòîä ϕ̂ áóäåì íàçûâàòü îïòèìàëüíûìè, åñëè

en(T,W, I, δ, p̂, ϕ̂) = En(T,W, I, δ), p̂ = (p̂1, . . . , p̂n).

Îäíèì èç õàðàêòåðíûõ ïðèìåðîâ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à îá
îïòèìàëüíîì èíòåãðèðîâàíèè ôóíêöèè. Ïóñòü W � êëàññ ôóíêöèé, îïðåäå-
ëåííûõ íà îòðåçêå [a, b]. Ïîëîæèì

Tx =

∫ b

a

x(t) dt, Itjx = x(tj), tj ∈ [a, b], j = 1, . . . , n.

Òîãäà ðàññìîòðåííàÿ âûøå çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ çàäà÷åé î âûáîðå îïòèìàëüíîãî
ìåòîäà èíòåãðèðîâàíèÿ è îïòèìàëüíûõ óçëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ, â êîòîðûõ ñëå-
äóåò èçìåðÿòü ôóíêöèþ. Ýòîé çàäà÷å ïîñâÿùåíî äîâîëüíî ìíîãî èññëåäîâàíèé
(ñì., íàïðèìåð, êíèãó Ñ. Ì. Íèêîëüñêîãî [74]). Â ï.1.3 ðàññìàòðèâàëñÿ îäèí
èç ïðîñòåéøèõ âàðèàíòîâ ïîäîáíîé çàäà÷è.

Íà ïðàêòèêå äîâîëüíî ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ äðóãîé ïîäõîä, â êîòîðîì ïîñëå-
äóþùèå óçëû èíòåãðèðîâàíèÿ íàõîäÿòñÿ â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ôóíêöèè
â ïðåäûäóùèõ óçëàõ. Òàêèå àëãîðèòìû íàçûâàþòñÿ àäàïòèâíûìè. Â ñâÿçè ñ
ýòèì èìååò ñìûñë ðàññìàòðèâàòü íåñêîëüêî èíóþ (áîëåå îáùóþ) ïîñòàíîâêó
çàäà÷è îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ.

Ïóñòü ω1 ∈ Ω è çàäàíû ôóíêöèè

ωj : Y j−1 → Ω, j = 2, . . . , n.

Â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ àäàïòèâíîé èíôîðìàöèè ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äëÿ
êàæäîãî x ∈W ìû çíàåì âåêòîð y = (y1, . . . , yn) òàêîé, ÷òî

‖Ipjx− yj‖Y ≤ δ, j = 1, . . . , n,

ãäå p1 = ω1, à

(2.81) pj = ωj(y1, . . . , yj−1), j = 2, . . . , n.

Â êà÷åñòâå ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ âñåâîçìîæíûå îòîáðàæå-
íèÿ

ϕ : Y n → Z.
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Äëÿ x ∈W ïîëîæèì

Λ(x) = { (y1, . . . , yn) : ‖Ipjx− yj‖Y ≤ δ, j = 1, . . . , n },

ãäå p1 = ω1, à pj , j = 2, . . . , n, îïðåäåëåíû ðàâåíñòâàìè (2.81). Ïîãðåøíîñòüþ
ìåòîäà ϕ íàçîâåì âåëè÷èíó

ean(T,W, I, δ, ω, ϕ) = sup
x∈W

y=(y1,...,yn)∈Λ(x)

‖Tx− ϕ(y)‖Z ;

ãäå ω = (ω1, . . . , ωn). Âåëè÷èíó

Ean(T,W, I, δ) = inf
ω,ϕ

en(T,W, I, δ, ω, ϕ)

íàçîâåì ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî àäàïòèâíîãî âîññòàíîâëåíèÿ.
Ó àäàïòèâíûõ ìåòîäîâ áîëåå áîãàòàÿ ñòðóêòóðà è åñòåñòâåííî îæèäàòü,

÷òî ïðè àäàïòèâíîì âîññòàíîâëåíèè ïîãðåøíîñòü áóäåò ìåíüøå, ÷åì ïðè èñ-
ïîëüçîâàíèè íåàäàïòèâíûõ ìåòîäîâ. Òàê è ïðîèñõîäèò ïðè íàõîæäåíèè íóëåé
ôóíêöèè èëè íàõîæäåíèè ìàêñèìóìà óíèìîäàëüíîé ôóíêöèè (çàìåòèì, ÷òî â
ýòèõ ïðèìåðàõ âîññòàíàâëèâàåìûé îïåðàòîð, òî÷íåå ôóíêöèîíàë, íå ÿâëÿåòñÿ
ëèíåéíûì). Òåì íå ìåíåå, ñóùåñòâóþò ñèòóàöèè, êîãäà àäàïòèâíàÿ èíôîðìà-
öèÿ íå äàåò âûèãðûøà ïî ñðàâíåíèþ ñ íåàäàïòèâíîé. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ âìåñòî
áîëåå ñëîæíûõ àäàïòèâíûõ ìåòîäîâ èìååò ñìûñë èñïîëüçîâàòü, êàê ïðàâèëî,
ïðîñòî óñòðîåííûå íåàäàïòèâíûå ìåòîäû.

Ïðè àäàïòèâíîì âîññòàíîâëåíèè ìû ôàêòè÷åñêè èìååì äåëî ñ îòîáðàæå-
íèåì

(2.82) Φ(y) = (ω1, ω2(y1), . . . , ωn(y1, . . . , yn−1))

êîòîðîå êàæäîìó y = (y1, . . . , yn) ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ
p = (p1, . . . , pn) ïî ôîðìóëå p = Φ(y). Ìîæíî îáîáùèòü ïîñòàíîâêó çàäà÷è îá
àäàïòèâíîì âîññòàíîâëåíèè, ðàññìàòðèâàÿ âñåâîçìîæíûå îòîáðàæåíèÿ Φ(y).

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùóþ çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî àäàïòèâíîãî âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ. Ïóñòü X, Z, T è W òàêèå æå, êàê è âûøå, è Y � ëèíåéíîå ïðî-
ñòðàíñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ ìíîæåñòâî ïàðàìåòðîâ P è äëÿ êàæäîãî
p ∈ P îïðåäåëåíî ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå

Fp : W → Y

(ò. å. Fp(x) � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî èç Y äëÿ êàæäîãî x ∈W ). Îòîáðàæåíèå Fp

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåàäàïòèâíóþ èíôîðìàöèþ, ñîîòâåòñòâóþùóþ ïàðàìåòðó
p ∈ P. Îáîçíà÷èì ÷åðåç F ìíîæåñòâî âñåõ îòîáðàæåíèé Fp.

Ïðåäïîëîæèì, êðîìå òîãî, ÷òî çàäàíî îòîáðàæåíèå

Φ: Y → P.

Â êà÷åñòâå ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ îïåðàòîðà T áóäåì ðàññìàòðèâàòü âñåâîç-
ìîæíûå îòîáðàæåíèÿ ϕ : Y → Z. Ïîãðåøíîñòüþ ìåòîäà ϕ íàçîâåì âåëè÷èíó

ea(T,F ,Φ, ϕ) = sup
x∈W

y∈FΦ(y)(x)

‖Tx− ϕ(y)‖Z ,

à âåëè÷èíó

Ea(T,F) = inf
Φ: Y→P

inf
ϕ : Y→Z

ea(T,F ,Φ, ϕ)

íàçîâåì ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî àäàïòèâíîãî âîññòàíîâëåíèÿ.
Â ýòîé ïîñòàíîâêå àäàïòèâíàÿ ïðîöåäóðà ïîëó÷åíèÿ èíôîðìàöèè â ÿâíîì

âèäå íå âèäíà, íî îíà ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå âñåõ îòîáðàæåíèé Φ (äîñòàòî÷íî
âçÿòü Φ â âèäå (2.82)).
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Ïîä íåàäàïòèâíîé çàäà÷åé âîññòàíîâëåíèÿ â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå áó-
äåì ïîíèìàòü çàäà÷ó î íàõîæäåíèè âåëè÷èíû

(2.83) E(T,F) = inf
p∈P

inf
ϕ : Y→Z

e(T,F ,p, ϕ),

ãäå
e(T,F ,p, ϕ) = sup

x∈W
y∈Fp(x)

‖Tx− ϕ(y)‖Z ,

à òàêæå çàäà÷ó î íàõîæäåíèè ïàðàìåòðîâ è ìåòîäîâ, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ
íèæíÿÿ ãðàíü.

Åñëè Φ(y) = p äëÿ âñåõ y ∈ Y, òî

ea(T,F ,Φ, ϕ) = e(T,F ,p, ϕ).

Ïîýòîìó

(2.84) Ea(T,F) ≤ E(T,F).

Òåîðåìà 2.24. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñåõ p ∈ P ìíîæåñòâî grFp ÿâ-
ëÿåòñÿ öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûì è ñîäåðæèò 0. Òîãäà

Ea(T,F) ≥ inf
p∈P

D(p),

ãäå
D(p) = sup

x∈F−1
p (0)

‖Tx‖Z .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ Ea(T,F) âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε >
0 ñóùåñòâóþò Φ̂ è ϕ̂ òàêèå, ÷òî

ea(T,F , Φ̂, ϕ̂) ≤ Ea(T,F) + ε.

Ðàññìîòðèì âåëè÷èíó D(Φ̂(0)). Äëÿ ëþáîãî η > 0 ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x̂ ∈
F−1

Φ̂(0)
(0) òàêîé, ÷òî

‖T x̂‖Z ≥ D(Φ̂(0))− η.
Òàê êàê ìíîæåñòâî grFΦ̂(0) öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íî, −x̂ ∈ F

−1

Φ̂(0)
(0). Èìååì

2(D(Φ̂(0))− η) ≤ 2‖T x̂‖Z = ‖T x̂− ϕ̂(0)− (T (−x̂)− ϕ̂(0))‖Z
≤ ‖T x̂− ϕ̂(0)‖Z + ‖T (−x̂)− ϕ̂(0)‖Z ≤ 2ea(T,F , Φ̂, ϕ̂)

≤ 2(Ea(T,F) + ε).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

D(Φ̂(0)) ≤ Ea(T,F).

Ñëåäîâàòåëüíî,
inf
p∈P

D(p) ≤ Ea(T,F).

�

Ïîëîæèì
e(T,F ,p) = inf

ϕ : Y→Z
e(T,F ,p, ϕ).

Ëåììà 2.25. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñåõ p ∈ P ìíîæåñòâî grFp ÿâëÿ-
åòñÿ âûïóêëûì è öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûì. Òîãäà äëÿ âñåõ p ∈ P

e(T,F ,p) ≤ 2D(p).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç PrY grFp ìíîæåñòâî y ∈ Y, äëÿ êî-
òîðûõ F−1

p (y) 6= ∅. Åñëè y ∈ PrY grFp è x1, x2 ∈ F−1
p (y), òî â ñèëó âûïóêëîñòè

è öåíòðàëüíîé ñèììåòðèè grFp h = (x1 − x2)/2 ∈ F−1
p (0). Ïîëîæèì

ϕ0(y) =

{
Tx(y), y ∈ PrY grFp,

0, y /∈ PrY grFp,

ãäå x(y) ýëåìåíò F−1
p (y). Òîãäà äëÿ âñåõ y ∈ Y

sup
x∈F−1

p (y)

‖Tx− ϕ0(y)‖Z ≤ 2‖Th‖Z ≤ 2D(p),

ãäå h = (x− x(y))/2 ∈ F−1
p (0). Òàêèì îáðàçîì,

e(T,F ,p, ϕ0) = sup
y∈PrY grFp

sup
x∈F−1

p (y)

‖Tx− ϕ0(y)‖Z ≤ 2D(p).

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ p ∈ P

e(T,F ,p) ≤ e(T,F ,p, ϕ0) ≤ 2D(p).

�

Â ñèëó íåðàâåíñòâà (2.84) èç òåîðåìû 2.24 è ëåììû 2.25 ïîëó÷àåì

Òåîðåìà 2.26. Åñëè ìíîæåñòâî grFp âûïóêëî è öåíòðàëüíî-ñèììåò-
ðè÷íî ïðè âñåõ p ∈ P, òî

1

2
E(T,F) ≤ Ea(T,F) ≤ E(T,F).

Òåîðåìà 2.27. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè âñåõ p ∈ P ìíîæåñòâî grFp

öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîå, ñîäåðæèò 0 è âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

(2.85) e(T,F ,p) = D(p).

Òîãäà

(2.86) Ea(T,F) = E(T,F).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 2.24 ñëåäóåò, ÷òî

E(T,F) = inf
p∈P

D(p) ≤ Ea(T,F).

Ó÷èòûâàÿ (2.84), ïîëó÷àåì (2.86). �

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå, êîãäà âûïîëíåíî óñëîâèå (2.85) íåàäàïòèâíûå îï-
òèìàëüíûå ìåòîäû äàþò òàêóþ æå îøèáêó, ÷òî è àäàïòèâíûå. Èíûìè ñëîâàìè,
àäàïòèâíàÿ èíôîðìàöèÿ â ýòîì ñëó÷àå íå ïîìîãàåò. Óñëîâèå (2.85) âûïîëíåíî,
åñëè T � ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë, à F ñîñòîèò èç âûïóêëûõ óðàâíîâåøåííûõ
îòîáðàæåíèé (ñì. (2.12)). Â ðÿäå ñëó÷àåâ îíî âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ ëèíåéíûõ
îïåðàòîðîâ.

2.8. Êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ ëèíåéíîãî îïòèìàëüíîãî
íåàäàïòèâíîãî ìåòîäà â çàäà÷å àäàïòèâíîãî âîññòàíîâëåíèÿ

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå GΦ åãî ãðàôèêîì

grGΦ = { (x,y) ∈W × Y : (x,y) ∈ grFΦ(y) }.

Ïóñòü y ∈ PrY grGΦ. Âåëè÷èíà

r(T,F ,Φ,y) = inf
z∈Z

sup
x∈G−1

Φ (y)

‖Tx− z‖Z



2.8. ÊÐÈÒÅÐÈÉ ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈß ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÍÅÀÄÀÏÒÈÂÍÎÃÎ ÌÅÒÎÄÀ 68

� ÷åáûøåâñêèé ðàäèóñ ìíîæåñòâà T (G−1
Φ (y)). Âåëè÷èíó

Ra(T,F) = inf
Φ: Y→P

sup
y∈PrY grGΦ

r(T,F ,Φ,y)

áóäåì íàçûâàòü àäàïòèâíûì ðàäèóñîì èíôîðìàöèè â çàäà÷å îïòèìàëüíîãî
àäàïòèâíîãî âîññòàíîâëåíèÿ, à âåëè÷èíó

R(T,F) = inf
p∈P

sup
y∈PrY grFp

inf
z∈Z

sup
x∈F−1

p (y)

‖Tx− z‖Z

� íåàäàïòèâíûì ðàäèóñîì èíôîðìàöèè â çàäà÷å îïòèìàëüíîãî íåàäàïòèâíîãî
âîññòàíîâëåíèÿ. Àíàëîãè÷íàÿ âåëè÷èíà ââîäèëàñü â ï. 2.1 (ñì. (2.3)).

Èç ëåììû 2.2 âûòåêàåò, ÷òî

(2.87) E(T,F) = R(T,F).

Èñïîëüçóÿ òó æå ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà, ïîëó÷àåì àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò äëÿ
àäàïòèâíîãî ðàäèóñà.

Ëåììà 2.28. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

Ea(T,F) = Ra(T,F).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕ : Y → Z � ïðîèçâîëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëå-
íèÿ. Òîãäà äëÿ âñåõ y ∈ PrY grGΦ

r(T,F ,Φ,y) ≤ sup
x∈G−1

Φ (y)

‖Tx− ϕ(y)‖Z ≤ ea(T,F ,Φ, ϕ).

Âçÿâ â ëåâîé ÷àñòè âåðõíþþ ãðàíü ïî âñåì y ∈ PrY grGΦ, à çàòåì íèæíþþ
ãðàíü â ïðàâîé ÷àñòè ïî âñåì ìåòîäàì, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

sup
y∈PrY grGΦ

r(T,F ,Φ,y) ≤ inf
ϕ : Y→Z

ea(T,F ,Φ, ϕ).

Îòñþäà

(2.88) Ra(T,F) ≤ Ea(T,F).

Äîêàæåì ïðîòèâîïîëîæíîå íåðàâåíñòâî. Äëÿ ëþáîãî ε > 0 è ëþáîãî y ∈
PrY grGΦ ñóùåñòâóåò zε(y) ∈ Z, äëÿ êîòîðîãî

sup
x∈G−1

Φ (y)

‖Tx− zε(y)‖Z ≤ r(T,F ,Φ,y) + ε.

Îïðåäåëèì ìåòîä ϕε : Y → Z ñëåäóþùèì îáðàçîì

ϕε(y) =

{
zε(y), y ∈ PrY grGΦ,

0, y /∈ PrY grGΦ.

Òîãäà

ea(T,F ,Φ, ϕε) = sup
(x,y)∈GΦ

‖Tx− ϕε(y)‖Z

= sup
y∈PrY grGΦ

sup
x∈G−1

Φ (y)

‖Tx− ϕε(y)‖Z ≤ sup
y∈PrY grGΦ

(r(T,F ,Φ,y) + ε).

Ñëåäîâàòåëüíî,
Ea(T,F) ≤ Ra(T,F) + ε.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε > 0 ïîëó÷àåì

Ea(T,F) ≤ Ra(T,F),

÷òî âìåñòå ñ (2.88) äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå ëåììû. �

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Fbco ìíîæåñòâî âñåõ îòîáðàæåíèé bcoFp (îïðåäåëåíèå
îòîáðàæåíèÿ bcoF äàâàëîñü ôîðìóëîé (2.10)).
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Òåîðåìà 2.29. Ïóñòü x′ � ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà X. Äëÿ ñóùåñòâî-
âàíèÿ ëèíåéíîãî íåàäàïòèâíîãî ìåòîäà ñ îïòèìàëüíûì ïàðàìåòðîì p̂ ∈ P,
êîòîðûé îïòèìàëåí ñðåäè âñåõ àäàïòèâíûõ ìåòîäîâ, íåîáõîäèìî è äîñòà-
òî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ðàâåíñòâà

(2.89) Ra(x′,F) = Ra(x′,Fbco)
è

(2.90) D(p̂) = inf
p∈P

D(p).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ìåòîä ϕ̂(y) = 〈y′,y〉, ãäå y′ �
ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà Y , è ïàðàìåòð p̂ ∈ P òàêèå, ÷òî

e(x′,F , p̂, ϕ̂) = Ea(x′,F).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (x,y) ∈ bco grFp̂. Òîãäà

(x,y) =

m∑
j=1

λj(xj ,yj),

ãäå (xj ,yj) ∈ grFp̂, j = 1, . . . ,m, è
∑m
j=1 |λj | ≤ 1. Ñëåäîâàòåëüíî,

|〈x′, x〉 − 〈y′,y〉| =
∣∣∣∣ m∑
j=1

λj(〈x′, xj〉 − 〈y′,yj〉)
∣∣∣∣

≤ max
1≤j≤m

|〈x′, xj〉 − 〈y′,yj〉| ≤ e(x′,F , p̂, ϕ̂).

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî

e(x′,bcoF , p̂, ϕ̂) ≤ e(x′,F , p̂, ϕ̂).

Òàê êàê

(2.91) grFp ⊂ gr bcoFp,

òî
e(x′,bcoF , p̂, ϕ̂) ≥ e(x′,F , p̂, ϕ̂).

Òàêèì îáðàçîì,

(2.92) e(x′,bcoF , p̂, ϕ̂) = e(x′,F , p̂, ϕ̂).

Îòñþäà

E(x′,bcoF) ≤ e(x′,bcoF , p̂, ϕ̂) = e(x′,F , p̂, ϕ̂) = Ea(x′,F).

Ó÷èòûâàÿ (2.84), èìååì

(2.93) Ea(x′,bcoF) ≤ Ea(x′,F).

Èç (2.91) ñëåäóåò, ÷òî Ea(x′,bcoF) ≥ Ea(x′,F). Âìåñòå ñ (2.93) ýòî ïðèâîäèò
ê ðàâåíñòâó

(2.94) Ea(x′,bcoF) = Ea(x′,F).

Òåïåðü èç ëåììû 2.28 ñëåäóåò ðàâåíñòâî (2.89).
Äîêàæåì ðàâåíñòâî (2.90). Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, äëÿ ëèíåéíûõ ôóíêöè-

îíàëîâ ïðè âñåõ p ∈ P ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(2.95) e(x′,bcoF ,p) = D(p).

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (2.92) è (2.94), ïîëó÷àåì

D(p̂) = e(x′,bcoF , p̂) ≤ e(x′,bcoF , p̂, ϕ̂) = e(x′,F , p̂, ϕ̂)

= Ea(x′,F) = Ea(x′,bcoF) ≤ E(x′,bcoF) = inf
p∈P

D(p).
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Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà (2.89) è (2.90). Â ñèëó òîãî,
÷òî ìíîæåñòâî bco grFp âûïóêëî è óðàâíîâåøåííî äëÿ ëþáîãî p ∈ P ñóùå-
ñòâóåò ëèíåéíûé ìåòîä ϕ̂p(y) = 〈y′p,y〉 òàêîé, ÷òî

e(x′,bcoF ,p) = e(x′,bcoF ,p, ϕ̂p)

(ñì. òåîðåìó 2.4). Ïîëîæèì ϕ̂ = ϕ̂p̂. Òîãäà èç (2.95) è (2.90) ïîëó÷àåì

e(x′,bcoF , p̂, ϕ̂) = E(x′,bcoF).

Êðîìå òîãî, èç (2.95) è òåîðåìû 2.27 âûòåêàåò, ÷òî

E(x′,bcoF) = Ea(x′,bcoF).

Ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî (2.92), ïîëó÷àåì

e(x′,F , p̂, ϕ̂) = e(x′,bcoF , p̂, ϕ̂) = Ea(x′,bcoF)

= Ra(x′,bcoF) = Ra(x′,F) = Ea(x′,F).

�

2.9. Âîññòàíîâëåíèå ïî èíôîðìàöèè ñî ñëó÷àéíîé îøèáêîé

Âî âñåõ ïðåäûäóùèõ çàäà÷àõ îøèáêà, ñ êîòîðîé çàäàâàëàñü èñõîäíàÿ èí-
ôîðìàöèÿ áûëà äåòåðìèíèðîâàíà. Ñóùåñòâóþò ïîñòàíîâêè çàäà÷ âîññòàíîâëå-
íèÿ, â êîòîðûõ èñõîäíàÿ èíôîðìàöèÿ ñîäåðæèò ñëó÷àéíóþ îøèáêó. Îäíó èç
òàêèõ ïîñòàíîâîê ìû ñåé÷àñ ðàññìîòðèì.

ÏóñòüX � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, Z � ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàí-
ñòâî è T : X → Z � ëèíåéíûé îïåðàòîð. Òðåáóåòñÿ âîññòàíîâèòü çíà÷åíèÿ îïå-
ðàòîðà T íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå (êëàññå) W ⊂ X ïî çíà÷åíèÿì ëèíåéíîãî
îïåðàòîðà I : X → Kn+1 (K = R èëè C â çàâèñèìîñòè îò òîãî, íàä êàêèì ïîëåì
ðàññìàòðèâàåòñÿ X), çàäàííûì ñî ñëó÷àéíîé îøèáêîé. Áîëåå òî÷íî, çàôèêñè-
ðóåì δ > 0 è äëÿ êàæäîãî x ∈ W áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâî ñëó÷àéíûõ
âåêòîðîâ

Yδ(x) = { y = (y0, y1, . . . , yn) : M(y) = Ix, D(yj) ≤ δ, j = 0, 1, . . . , n }.

Âñÿêèé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ ñîïîñòàâëÿåò ñëó÷àéíîìó âåêòîðó y ∈ Yδ(x) ýëå-
ìåíò èç ïðîñòðàíñòâà Z, ïðèíèìàåìûé çà ïðèáëèæåíèå ê çíà÷åíèþ Tx. Ïî-
ãðåøíîñòüþ ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ ϕ : Kn+1 → Z íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

e(T,W, I, δ, ϕ) =

(
sup

x∈W, y∈Yδ(x)

M
(
‖Tx− ϕ(y)‖2Z

))1/2

(ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî òå ìåòîäû, äëÿ êîòîðûõ ýòà âåëè÷èíà îïðåäåëåíà).
Çàäà÷à ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ

E(T,W, I, δ) = inf
ϕ
e(T,W, I, δ, ϕ)

è ìåòîäà, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü, íàçûâàåìûì îïòèìàëüíûì.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç l2 ïðîñòðàíñòâî ñóììèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòåé x = (x0, x1, . . .). Ïîëîæèì

W =

{
x ∈ l2 :

∞∑
j=1

νj |xj |2 <∞
}
, W =

{
x ∈ W :

∞∑
j=1

νj |xj |2 ≤ 1

}
,

ãäå νj > 0, j = 1, 2, . . .. Ïóñòü µj , j = 0, 1, . . ., îòëè÷íû îò íóëÿ è óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèþ |µj |2 ≤ Cνj , j = 1, 2, . . .. Îïðåäåëèì ëèíåéíûå îïåðàòîðû T : W → l2
è I : W → Kn+1 ñëåäóþùèì îáðàçîì

Tx = (µ0x0, µ1x1, . . .), Ix = (x0, x1, . . . , xn).
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Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

γj =

√
νj

|µj |
, j = 1, 2, . . . , ξj =

( j∑
k=1

νk

(
γj
γk
− 1

))1/2

, j = 1, . . . n+ 1.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {γj} âîçðàñòàåò.

Òåîðåìà 2.30. Åñëè 1/δ ∈ (ξj , ξj+1] ïðè íåêîòîðîì 1 ≤ j ≤ n, òî

E(T,W, I, δ) =

(
δ2|µ0|2 + δ2

j∑
k=1

|µk|2
(

1− γk(1− c1)

γ1

))1/2

,

ãäå

c1 = 1−
δ2γ1

j∑
k=1

νk
γk

1 + δ2

j∑
k=1

νk

,

à ìåòîä

ϕ(y) = µ0y0e0 +

j∑
k=1

(
1− γk(1− c1)

γ1

)
µkykek,

ãäå {ek} � ñòàíäàðòíûé áàçèñ â l2, ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì. Åñëè 1/δ > ξn+1,
òî

E(T,W, I, δ) =

(
δ2|µ0|2 +

1

γ2
n+1

+ δ2
n∑
k=1

|µk|2
(

1− γk
γn+1

)2)1/2

,

à ìåòîä

ϕ(y) = µ0y0e0 +

n∑
k=1

(
1− γk

γn+1

)
µkykek

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Îöåíêà ñíèçó. Çàôèêñèðóåì ýëåìåíò τ ∈ W òàêîé,
÷òî

τj > 0, j = 0, 1, . . . , n+ 1, τj = 0, j > n+ 1.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè (êàê áóäåò âèäíî èç äàëüíåéøåãî) ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî τ0 ≥ τ1 ≥ . . . ≥ τn. Ââåäåì ìíîæåñòâî

B = {x ∈ l2 : xj = ±τj , j = 0, 1, . . . }.

Î÷åâèäíî, ÷òî B ⊂W . Ïîëîæèì

pj =
δ2

δ2 + τ2
j

, j = 0, 1, . . . , n.

Â ñèëó óñëîâèé íà ìîíîòîííîñòü τj èìååì

0 < p0 ≤ p1 ≤ . . . ≤ pn < 1.

Ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò x ∈ B çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

x =

n+1∑
j=0

sj(x)τjej ,
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ãäå sj(x) ∈ {−1, 1}. Îáîçíà÷èì ÷åðåç {e′j} � ñòàíäàðòíûé áàçèñ â Kn+1. Çàäà-
äèì ðàñïðåäåëåíèå η(x) äëÿ êàæäîãî x ∈ B

η(x) =



0, ñ âåðîÿòíîñòüþ p0,
s0(x)τ0
1− p0

e′0 ñ âåðîÿòíîñòüþ p1 − p0,

1∑
j=0

sj(x)τj
1− pj

e′j , ñ âåðîÿòíîñòüþ p2 − p1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
n−1∑
j=0

sj(x)τj
1− pj

e′j , ñ âåðîÿòíîñòüþ pn − pn−1,

n∑
j=0

sj(x)τj
1− pj

e′j , ñ âåðîÿòíîñòüþ 1− pn.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êîîðäèíàò âåêòîðà η(x) = (η0(x), η1(x), . . . , ηn(x)) èìååì
ñëåäóþùèå ðàñïðåäåëåíèÿ:

ηj(x) =

0, ñ âåðîÿòíîñòüþ pj ,
sj(x)τj
1− pj

, ñ âåðîÿòíîñòüþ 1− pj ,
j = 0, 1, . . . , n.

Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî M(ηj(x)) = xj . Êðîìå òîãî,

D(ηj(x)) = (1− pj)
τ2
j

(1− pj)2
− τ2

j = δ2, j = 0, 1, . . . , n.

Ñëåäîâàòåëüíî, η(x) ∈ Yδ(x) äëÿ âñåõ x ∈ B.
Ïóñòü ϕ � ïðîèçâîëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ÷èñëî ýëå-

ìåíòîâ â ìíîæåñòâå B ðàâíî 2n+2, ïîëó÷àåì

(2.96) e2(T,W, I, δ, ϕ) ≥ sup
x∈B

M‖Tx− ϕ(η(x))‖2l2

= sup
x∈B

(n+1∑
j=0

(pj − pj−1)

∥∥∥∥Tx− ϕ(j−1∑
k=0

sk(x)τk
1− pk

e′k

)∥∥∥∥2

l2

)

≥ 1

2n+2

∑
x∈B

(n+1∑
j=0

(pj − pj−1)

∥∥∥∥Tx− ϕ(j−1∑
k=0

sk(x)τk
1− pk

e′k

)∥∥∥∥2

l2

)

=
1

2n+2

n+1∑
j=0

(pj − pj−1)
∑
x∈B

∥∥∥∥Tx− ϕ(j−1∑
k=0

sk(x)τk
1− pk

e′k

)∥∥∥∥2

l2

;

çäåñü p−1 = 0, à pn+1 = 1. Ïîëîæèì

Bs0,s1,...,sj−1
= {x ∈ B : s0(x) = s0, s1(x) = s1, . . . , sj−1(x) = sj−1 },

j=0,1,. . . ,n+1 (ïðè j = 0 ýòî ìíîæåñòâî ñîâïàäàåò ñ B). Òîãäà

pj − pj−1

2n+2

∑
x∈B

∥∥∥∥Tx− ϕ(j−1∑
k=0

sk(x)τk
1− pk

e′k

)∥∥∥∥2

l2

=
pj − pj−1

2n+2

∑
s0,s1,...,sj−1

∑
x∈Bs0,s1,...,sj−1

∥∥∥∥Tx− ϕ(j−1∑
k=0

sk(x)τk
1− pk

e′k

)∥∥∥∥2

l2

.
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Åñëè x ∈ Bs0,s1,...,sj−1
, òî

x =

j−1∑
k=0

skτkek + z(x), z(x) =

n+1∑
k=j

sk(x)τkek.

Ïðè÷åì ñ êàæäûì ýëåìåíòîì

j−1∑
k=0

skτkek + z(x) ∈ Bs0,s1,...,sj−1

â ìíîæåñòâå Bs0,s1,...,sj−1
ñîäåðæèòñÿ è ýëåìåíò

j−1∑
k=0

skτkek − z(x).

Òàêèì îáðàçîì,

pj − pj−1

2n+2

∑
s0,s1,...,sj−1

∑
x∈Bs0,s1,...,sj−1

∥∥∥∥Tx− ϕ(j−1∑
k=0

sk(x)τk
1− pk

e′k

)∥∥∥∥2

l2

=
pj − pj−1

2n+2

∑
s0,s1,...,sj−1

∑
x∈Bs0,s1,...,sj−1

∥∥∥∥T(j−1∑
k=0

skτkek + z(x)

)

− ϕ
(j−1∑
k=0

sk(x)τk
1− pk

e′k

)∥∥∥∥2

l2

=
pj − pj−1

2n+2

∑
s0,s1,...,sj−1

∑
x∈Bs0,s1,...,sj−1

∥∥∥∥T(j−1∑
k=0

skτkek

)
+ Tz(x)

− ϕ
(j−1∑
k=0

sk(x)τk
1− pk

e′k

)∥∥∥∥2

l2

=
pj − pj−1

2n+3

∑
s0,s1,...,sj−1

∑
x∈Bs0,s1,...,sj−1

(∥∥∥∥T(j−1∑
k=0

skτkek

)
+ Tz(x)

− ϕ
(j−1∑
k=0

sk(x)τk
1− pk

e′k

)∥∥∥∥2

l2

+

∥∥∥∥T(j−1∑
k=0

skτkek

)
− Tz(x)− ϕ

(j−1∑
k=0

sk(x)τk
1− pk

e′k

)∥∥∥∥2

l2

)
≥ pj − pj−1

2n+2

∑
s0,s1,...,sj−1

∑
x∈Bs0,s1,...,sj−1

‖Tz(x)‖2l2 =
pj − pj−1

2n+2
sup
x∈B
‖Tz(x)‖2l2

= (pj − pj−1)

n+1∑
k=j

|µk|2τ2
k .

Ïîäñòàâëÿÿ ýòó îöåíêó â (2.96), ïîëó÷àåì

e2(T,W, I, δ, ϕ) ≥
n+1∑
j=0

(pj −pj−1)

n+1∑
k=j

|µk|2τ2
k =

n+1∑
j=0

(n+1∑
k=j

|µk|2τ2
k −

n+1∑
k=j+1

|µk|2τ2
k

)

=

n+1∑
j=0

pj |µj |2τ2
j =

n∑
j=0

δ2

δ2 + τ2
j

|µj |2τ2
j + |µn+1|2τ2

n+1.
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Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ìåòîäà ϕ èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ îöåíêà

(2.97) E2(T,W, I, δ) ≥ sup
τ∈W

τ0,τ1,...,τn+1>0

( n∑
j=0

δ2

δ2 + τ2
j

|µj |2τ2
j + |µn+1|2τ2

n+1

)

= sup
τ∈W

( n∑
j=0

δ2

δ2 + |τj |2
|µj |2|τj |2 + |µn+1|2|τn+1|2

)
.

2. Îöåíêà ñâåðõó. Íàéäåì ïîãðåøíîñòü ìåòîäîâ, èìåþùèõ âèä

ϕ(y) =

n∑
j=0

αjyjej .

Ïîëîæèì z(x) = y(x) − Ix. Òîãäà M(z(x)) = 0, D(zj(x)) ≤ δ2, j = 0, 1, . . . , n.
Èìååì

e2(T,W, I, δ, ϕ) = sup
x∈W

y(x)∈Yδ(x)

M
(
‖Tx− ϕ(y(x))‖2l2

)
= sup

x∈W
y(x)∈Yδ(x)

M
(
‖Tx− ϕ(Ix) + ϕ(z(x))‖2l2

)
= sup

x∈W
y(x)∈Yδ(x)

(
‖Tx− ϕ(Ix)‖2l2

+M(‖ϕ(z(x))‖2l2)− 2M(Re(ϕ(z(x)), Tx− ϕ(Ix)))
)

;

çäåñü (·, ·) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â l2. Èç âèäà ϕ ñëåäóåò, ÷òî

M(Re(ϕ(z(x)), Tx− ϕ(Ix))) = ReM
(( n∑

j=0

αjzj(x)ej , Tx− ϕ(Ix)
))

=

n∑
j=0

Re ((ej , Tx− ϕ(Ix))αjM(zj(x))) = 0.

Òàê êàê

M(‖ϕ(z(x))‖2l2) = M
( n∑
j=0

|αj |2|zj(x)|2
)

=

n∑
j=0

|αj |2D(zj(x)),

òî

e2(T,W, I, δ, ϕ) = sup
x∈W

y(x)∈Yδ(x)

‖Tx− ϕ(Ix)‖2l2 +

n∑
j=0

|αj |2D(zj(x))


= sup
x∈W

‖Tx− ϕ(Ix)‖2l2 + δ2
n∑
j=0

|αj |2.

Ðàññìîòðèì ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó

‖Tx− ϕ(Ix)‖2l2 → max, x ∈W.

Ïåðåïèøåì ýòó çàäà÷ó â âèäå

n∑
j=0

|µj − αj |2|xj |2 +

∞∑
j=n+1

|µj |2|xj |2 → max,

∞∑
j=1

νj |xj |2 ≤ 1.
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Îòìåòèì, ÷òî ïðè α0 6= µ0 çíà÷åíèå çàäà÷è ðàâíî ∞. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì
ñ÷èòàåì, ÷òî α0 = µ0. Èç íåðàâåíñòâà

n∑
j=1

|µj −αj |2|xj |2 +

∞∑
j=n+1

|µj |2|xj |2 =

n∑
j=1

|µj − αj |2

νj
νj |xj |2 +

∞∑
j=n+1

|µj |2

νj
νj |xj |2

≤ max

{
|µ1 − α1|2

ν1
, . . . ,

|µn − αn|2

νn
,
|µn+1|2

νn+1
,
|µn+2|2

νn+2
, . . .

} ∞∑
j=1

νj |xj |2

è òîãî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü γj =
√
νj/|µj | âîçðàñòàþùàÿ, ïîëó÷àåì

sup
x∈W

‖Tx− ϕ(Ix)‖2l2 = max

{
|µ1 − α1|2

ν1
, . . . ,

|µn − αn|2

νn
,
|µn+1|2

νn+1

}
.

Òàêèì îáðàçîì,

e2(T,W, I, δ, ϕ) = max

{
|µ1 − α1|2

ν1
, . . . ,

|µn − αn|2

νn
,
|µn+1|2

νn+1

}
+ δ2|µ0|2

+ δ2
n∑
j=1

|αj |2.

Ïîëîæèì
cj =

αj
µj
, j = 1, . . . , n.

Òîãäà ïîãðåøíîñòü ìåòîäà ϕ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

e2(T,W, I, δ, ϕ) = max

{
|1− c1|2

γ2
1

, . . . ,
|1− cn|2

γ2
n

,
1

γ2
n+1

}
+ δ2|µ0|2

+ δ2
n∑
j=1

|µj |2|cj |2.

2.1. Ïóñòü 1/δ ∈ (ξj , ξj+1] ïðè íåêîòîðîì 1 ≤ j ≤ n. Òîãäà íåòðóäíî ïîêà-
çàòü, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

1

γj+1
≤

δ2

j∑
k=1

νk
γk

1 + δ2

j∑
k=1

νk

<
1

γj
.

Ïîëîæèì

c1 = 1− γ1

δ2

j∑
k=1

νk
γk

1 + δ2

j∑
k=1

νk

.

Òîãäà
1

γj+1
≤ 1− c1

γ1
<

1

γj
.

Ïóñòü

ck = 1− γk
1− c1
γ1

, k = 2, . . . , j, ck = 0, k = j + 1, . . . , n.

Èìååì
|1− ck|2

γ2
k

=
(1− c1)2

γ2
1

, k = 2, . . . , j.
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Ïðè k ≥ j + 1

|1− ck|2

γ2
k

=
1

γ2
k

≤ 1

γ2
j+1

≤ (1− c1)2

γ2
1

.

Êðîìå òîãî,
(1− c1)2

γ2
1

≥ 1

γ2
j+1

≥ 1

γ2
n+1

.

Ïîýòîìó

max

{
|1− c1|2

γ2
1

, . . . ,
|1− cn|2

γ2
n

,
1

γ2
n+1

}
=

(1− c1)2

γ2
1

.

Ñëåäîâàòåëüíî,

e2(T,W, I, δ, ϕ) = δ2|µ0|2 +
(1− c1)2

γ2
1

+ δ2

j∑
k=1

|µk|2c2k = δ2|µ0|2 +
(1− c1)2

γ2
1

+δ2

j∑
k=1

|µk|2((1−ck)2−(1−ck)+ck) = δ2|µ0|2 +
(1− c1)2

γ2
1

+δ2

j∑
k=1

|µk|2
γ2
k

γ2
1

(1−c1)2

− δ2

j∑
k=1

|µk|2
γk
γ1

(1− c1) + δ2

j∑
k=1

|µk|2ck = δ2|µ0|2 + δ2

j∑
k=1

|µk|2ck

+
1− c)
γ2

1

(
1− c1 + δ2

j∑
k=1

νk(1− c1)− δ2γ1

j∑
k=1

νk
γk

)
= δ2|µ0|2 + δ2

j∑
k=1

|µk|2ck

+
1− c)
γ2

1

(
(1− c1)

(
1 + δ2

j∑
k=1

νk

)
− δ2γ1

j∑
k=1

νk
γk

)
= δ2|µ0|2 + δ2

j∑
k=1

|µk|2ck.

Ðàññìîòðèì âåêòîð τ̂ ∈ l2, èìåþùèé âèä

τ̂0 ∈ R, τ̂2
k = δ2

(
γ1

(1− c1)γk
− 1

)
, k = 1, . . . , j, τ̂k = 0, k = j + 1, . . . .

Èìååì

∞∑
k=1

νk τ̂
2
k = δ2

j∑
k=1

νk

(
γ1

(1− c1)γk
− 1

)
=

δ2γ1

1− c1

j∑
k=1

νk
γk
− δ2

j∑
k=1

νk

=

(
1 + δ2

j∑
k=1

νk

)
− δ2

j∑
k=1

νk = 1.

Òàêèì îáðàçîì, τ̂ ∈ W . Ïîäñòàâëÿÿ τ̂ â îöåíêó (2.97) è óñòðåìëÿÿ τ̂0 ê áåñêî-
íå÷íîñòè, ïîëó÷àåì

E2(T,W, I, δ) ≥ δ2|µ0|2 +

j∑
k=1

δ2|µk|2τ̂2
k

δ2 + τ̂2
k

= δ2|µ0|2

+

j∑
k=1

δ4|µk|2
(

γ1

(1− c1)γk
− 1

)
δ2

γ1

(1− c1)γk

= δ2|µ0|2 + δ2

j∑
k=1

|µk|2
(

1− (1− c1)γk
γ1

)

= δ2|µ0|2 + δ2

j∑
k=1

|µk|2ck = e2(T,W, I, δ, ϕ).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìåòîä ϕ ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.
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2.2. Ïóñòü òåïåðü 1/δ > ξn+1. Ïîëîæèì

ck = 1− γk
γn+1

, k = 1, . . . , n.

Òîãäà

max

{
|1− c1|2

γ2
1

, . . . ,
|1− cn|2

γ2
n

,
1

γ2
n+1

}
=

1

γ2
n+1

.

Ñëåäîâàòåëüíî,

e2(T,W, I, δ, ϕ) = δ2|µ0|2 +
1

γ2
n+1

+ δ2
n∑
k=1

|µk|2
(

1− γk
γn+1

)2

= δ2|µ0|2 +
1

γ2
n+1

+ δ2
n∑
k=1

|µk|2
(

1− γk
γn+1

)
− δ2

n∑
k=1

|µk|2
γk
γn+1

(
1− γk

γn+1

)
= δ2|µ0|2 +

1

γ2
n+1

+ δ2
n∑
k=1

|µk|2
(

1− γk
γn+1

)
− δ2

γ2
n+1

n∑
k=1

νkγn+1

γk

(
1− γk

γn+1

)
= δ2|µ0|2 +

1

γ2
n+1

+ δ2
n∑
k=1

|µk|2
(

1− γk
γn+1

)
− δ2

γ2
n+1

n∑
k=1

νk

(
γn+1

γk
− 1

)

= δ2|µ0|2 + δ2
n∑
k=1

|µk|2
(

1− γk
γn+1

)
+

1

γ2
n+1

(1− δ2ξ2
n+1).

Ïîëîæèì

τ̂2
k = δ2

(
γn+1

γk
− 1

)
, k = 1, . . . , n.

Èìååì
n∑
k=1

νk τ̂
2
k = δ2

n∑
k=1

νk

(
γn+1

γk
− 1

)
= δ2ξ2

n+1 < 1.

Ðàññìîòðèì âåêòîð τ̂ ∈ l2, äîîïðåäåëèâ îñòàëüíûå êîîðäèíàòû ñëåäóþùèì
îáðàçîì

τ̂0 ∈ R, , τ̂n+1 =
1

νn+1

(
1−

n∑
k=1

νk τ̂
2
k

)
, τ̂k = 0, k = n+ 2, . . . .

Î÷åâèäíî, ÷òî τ̂ ∈ W . Ïîäñòàâëÿÿ τ̂ â îöåíêó (2.97) è óñòðåìëÿÿ τ̂0 ê áåñêî-
íå÷íîñòè, ïîëó÷àåì

E2(T,W, I, δ) ≥ δ2|µ0|2 +

n∑
k=1

δ2|µk|2τ̂2
k

δ2 + τ̂2
k

+ |µn+1|2τ̂2
n+1

= δ2|µ0|2 +

n∑
k=1

δ4|µk|2
(
γn+1

γk
− 1

)
δ2
γn+1

γk

+
|µn+1|2

νn+1

(
1−

n∑
k=1

νk τ̂
2
k

)

= δ2|µ0|2 + δ2
n∑
k=1

|µk|2
(

1− γk
γn+1

)
+

1

γ2
n+1

(
1− δ2

n∑
k=1

νk

(
γn+1

γk
− 1

))

= δ2|µ0|2 + δ2
n∑
k=1

|µk|2
(

1− γk
γn+1

)
+

1

γ2
n+1

(1− δ2ξ2
n+1) = e2(T,W, I, δ, ϕ).

Òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî ìåòîä ϕ ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì. �
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Ðàññìîòðè çàäà÷ó âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèè èëè åå ïðîèçâîäíîé íà ñîáî-
ëåâñêîì êëàññå ïî êîýôôèöèåíòàì Ôóðüå, çàäàííûì ñî ñëó÷àéíîé îøèáêîé.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Wr

2 (T) ïðîñòðàíñòâî 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé (âîîáùå ãî-
âîðÿ, êîìïëåêñíîçíà÷íûõ) ñ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé (r − 1)-îé ïðîèçâîäíîé è
r-îé ïðîèçâîäíîé, ïðèíàäëåæàùåé L2(T). Ïîëîæèì

W r
2 (T) = {x(·) ∈ Wr

2 (T) : ‖x(r)(·)‖L2(T) ≤ 1 }.
Âñÿêàÿ ôóíêöèÿ x(·) ∈ Wr

2 (T) ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä Ôóðüå

x(t) =

∞∑
j=−∞

cj(x)eijt.

Çàäà÷à ñîñòîèò â îïòèìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè îïåðàòîðà Dkx(·) = x(k)(t),
0 ≤ k < r, íà êëàññå W r

2 (T) ïî çíà÷åíèÿì êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå Ix =
(c0(x), c1(x), c−1(x), . . . , cn(x), c−n(x)), çàäàííûì ñî ñëó÷àéíîé îøèáêîé. Èíà-
÷å ãîâîðÿ, äëÿ êàæäîãî x(·) ∈ W r

2 (T) ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîæåñòâî ñëó÷àéíûõ
âåêòîðîâ

Yδ(x) = { y = (y0, y1, y−1, . . . , yn, y−n) : M(y) = Ix, Dyj ≤ δ2,

j = 0, 1,−1, . . . , n,−n }.
Äàëåå ñòàâèòñÿ çàäà÷à î íàõîæäåíèè îïòèìàëüíîé ïîãðåøíîñòè âîññòàíîâëå-
íèÿ E(Dk,W r

2 (T), I, δ) è îïòèìàëüíîãî ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ.
Ñîïîñòàâèì êàæäîìó ýëåìåíòó x(·) ∈ Wr

2 (T) âåêòîð èç êîýôôèöèåíòîâ Ôó-
ðüå (c0(x), c1(x), c−1(x), . . .). Òîãäà îïåðàòîðó Dkx(·) áóäåò ñîïîñòàâëåí âåêòîð

(χkc0(x), ikc1(x).(−i)kc−1(x), (2i)kc2(x), (−2i)kc−2(x), . . .),

ãäå

χk =

{
1, k = 0,

0, k > 0.

Óñëîâèå ‖x(r)(·)‖L2(T) ≤ 1 îçíà÷àåò, ÷òî
∞∑

j=−∞
j2r|cj(x)|2 ≤ 1.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê çàäà÷å, ðàññìîòðåííîé âûøå ñ

ν2j−1 = ν2j = j2r, µ2j−1 = (ij)k, µ2j = (−ij)k, j = 1, 2, . . . , µ0 = χk.

Ïðè ýòîì

ξ2j−1 = ξ2j =

(
2

j−1∑
s=1

s2r

((
j

s

)r−k
− 1

))1/2

.

Èç òåîðåìû 2.30 ïîëó÷àåì

Òåîðåìà 2.31. Åñëè 1/δ ∈ (ξ2j−1, ξ2j+1] ïðè íåêîòîðîì 1 ≤ j ≤ n, òî

E(Dk,W r
2 (T), I, δ) =

(
δ2χk + 2δ2

j∑
s=1

s2k
(
1− djsr−k

))1/2

,

ãäå

dj =

2δ2

j∑
s=1

sr+k

1 + 2δ2

j∑
s=1

s2r

,
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à ìåòîä

ϕ(y)(t) = χky0 +

j∑
s=−j
s6=0

(
1− dj |s|r−k

)
(is)kyse

ist

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì. Åñëè 1/δ > ξ2n+1, òî

E(Dk,W r
2 (T), I, δ) =

(
δ2χk+

1

(n+ 1)2(r−k)
+2δ2

n∑
s=1

s2k

(
1−
(

s

n+ 1

)r−k)2)1/2

,

à ìåòîä

ϕ(y)(t) = χky0 +

n∑
s=−n
s6=0

(
1−

(
s

n+ 1

)r−k)
(is)kyse

ist

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

2.10. Êîììåíòàðèè

2.1. Íàèáîëåå áëèçêîé ê îáùåé çàäà÷å îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ è, â
îïðåäåëåííîì ñìûñëå, èñòîêîâîé äëÿ íåå ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à î íàèëó÷øåé êâàä-
ðàòóðíîé ôîðìóëå. Ñ. Ì. Íèêîëüñêèé [73] ïèøåò, ÷òî çàäà÷à ýòà áûëà ïîñòàâ-
ëåíà À. Í. Êîëìîãîðîâûì. Â 1965 ãîäó Ñ. À. Ñìîëÿê [94], çàìåíÿÿ îïðåäåëåí-
íûé èíòåãðàë íà çíà÷åíèå ïðîèçâîëüíîãî ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà, à çíà÷åíèÿ
ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè â òî÷êàõ íà çíà÷åíèÿ äðóãèõ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíà-
ëîâ è äîïóñêàÿ ê ðàññìîòðåíèþ íå òîëüêî ëèíåéíûå, à âñåâîçìîæíûå ìåòîäû,
ïîëó÷àåò ïîñòàíîâêó çàäà÷è îá îïòèìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè ëèíåéíîãî ôóíê-
öèîíàëà. Èì áûëî äîêàçàíî, ÷òî äëÿ âûïóêëîãî è öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîãî
ìíîæåñòâà ñðåäè îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé. Ýòîò ðåçóëüòàò
ñ çàìåíîé öåíòðàëüíîé ñèììåòðèè íà óðàâíîâåøåííîñòü áûë ðàñïðîñòðàíåí íà
êîìïëåêñíûé ñëó÷àé Ê. Þ. Îñèïåíêî [75]. Çàäà÷à îá îïòèìàëüíîì âîññòàíîâ-
ëåíèè â ñëó÷àå, êîãäà èíôîðìàöèÿ î ôóíêöèîíàëàõ çàäàíà ñ ïîãðåøíîñòüþ,
áûëà ïîñòàâëåíà Í. Ñ. Áàõâàëîâûì, à ñóùåñòâîâàíèå ëèíåéíîãî îïòèìàëüíîãî
ìåòîäà áûëî äîêàçàíî â ðàáîòå À. Ã. Ìàð÷óêà, Ê. Þ. Îñèïåíêî [72].

Äàëüíåéøèå îáîáùåíèÿ ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ C. A. Micchelli,
T. J. Rivlin [15], Â. Â. Àðåñòîâà [31], Ã. Ã. Ìàãàðèë-Èëüÿåâà, Ê. Þ. Îñèïåíêî
[53] (ñì. òàêæå îáçîðíóþ ñòàòüþ C. A. Micchelli, T. J. Rivlin [16] è ìîíîãðà-
ôèè Äæ. Òðàóá, Õ. Âîæüíÿêîâñêèé [100], Í. Ï. Êîðíåé÷óê [47], J. F. Traub,
G. W. Wasilkowski, H. Wo�zniakowski [30], L. Plaskota [28]).

Îòìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóþò è äðóãèå ïîñòàíîâêè çàäà÷ îïòèìàëüíîãî âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ óñðåäíåíèåì ïîãðåøíîñòè âîññòàíîâëåíèÿ, ââåäåíè-
åì ñëó÷àéíîé îøèáêè è ò. ä. Ðÿä òàêèõ ïîñòàíîâîê ìîæíî íàéòè â êíèãàõ
J. F. Traub, G. W. Wasilkowski, H. Wo�zniakowski [30] è L. Plaskota [28]). Âîññòà-
íîâëåíèå ñî ñëó÷àéíîé îøèáêîé â èñõîäíîé èíôîðìàöèè ðàññìîòðåíî â ï. 2.9.
Âåñüìà áëèçêîé ïî ñóòè ê çàäà÷å âîññòàíîâëåíèÿ ïî ïðèáëèæåííîé èíôîð-
ìàöèè ÿâëÿþòñÿ çàäà÷à Ñ. Á. Ñòå÷êèíà [95] î ïðèáëèæåíèè íåîãðàíè÷åííîãî
îïåðàòîðà îãðàíè÷åííûìè è ðàáîòû øêîëû À. Í. Òèõîíîâà ïî ðåãóëÿðèçàöèè
(ñì., íàïðèìåð, [99]).

2.2. Êðèòåðèè ñóùåñòâîâàíèÿ ëèíåéíûõ è àôôèííûõ îïòèìàëüíûõ ìåòî-
äîâ âîññòàíîâëåíèÿ âïåðâûå ñòàëè èçó÷àòüñÿ â ðàáîòå Ã. Ã. Ìàãàðèë-Èëüÿåâà,
Ê. Þ. Îñèïåíêî [53]. Òåîðåìà 2.5 ïîëó÷åíà Ã. Ã. Ìàãàðèë-Èëüÿåâûì, Â. Ì. Òè-
õîìèðîâûì [71]. Óòâåðæäåíèÿ, áëèçêèå ê òåîðåìå 2.6, ìîæíî íàéòè â ðàáîòå
C. A. Micchelli, T. J. Rivlin [15]. Îäíàêî åùå ó Ñ. ß. Õàâèíñîíà [103] â ñâÿçè ñ
ðåøåíèåì ðÿäà ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ ïîÿâèëñÿ êðèòåðèé, ñôîðìóëèðîâàííûé
â òåîðåìå 2.6, äëÿ òîïîëîãè÷åñêîãî ñëó÷àÿ (õîòÿ â ÿâíîì âèäå çàäà÷à îá îï-
òèìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè íå îáñóæäàëàñü). Òåîðåìà 2.8 â ðàçëè÷íîé ñòåïåíè
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îáùíîñòè äîêàçûâàëàñü Ê. Þ. Îñèïåíêî [81], Ê. Þ. Îñèïåíêî, Ì. È. Ñòåñèíûì
[89], [25].

2.3. Êðóã ïðîáëåì, ñâÿçàííûõ ñ çàäà÷åé Ñòå÷êèíà, îñâåùåí â [32]. Ñâÿçü
çàäà÷è Ñòå÷êèíà ñ çàäà÷åé îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåéíîãî ôóíêöè-
îíàëà è êîíêðåòíûå ïðèìåðû ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèé çàäà÷è Ñòå÷êèíà èç çàäà÷
îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ïðèâåäåíû â [58].

2.4. Òåîðåìû 2.11 è 2.12 äîêàçàíû Ê. Þ. Îñèïåíêî [84].
2.5. Èçó÷åíèå çàäà÷ âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â åâêëèäîâûõ

ïðîñòðàíñòâàõ áûëî íà÷àòî â ðàáîòå A. A. Melkman, C. A. Micchelli [13]. Òåî-
ðåìà 2.13, ÿâëÿþùàÿñÿ ðàçâèòèåì ïîäõîäà, ïðåäëîæåííîãî â ýòîé ðàáîòå, à
òàêæå òåîðåìû 2.14 è 2.15 äîêàçûâàëèñü â ðàáîòàõ Ã. Ã. Ìàãàðèë-Èëüÿåâà,
Ê. Þ. Îñèïåíêî [57], [59] è Ê. Þ. Îñèïåíêî [86]. Ëåììà 2.17 ñîäåðæèòñÿ â
êíèãå L. Plaskota [28]. Ïðèìåð 2.5 âçÿò èç ðàáîòû A. A. Melkman, C. A. Micchelli
[13].

2.6. Èçó÷åíèå ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ äëÿ ëèíåé-
íûõ îïåðàòîðîâ íà÷àëîñü â ðàáîòå Ã. Ã. Ìàãàðèë-Èëüÿåâà, Ê. Þ. Îñèïåíêî [61].
Â äàëüíåéøåì ñåìåéñòâà îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ ñòðîèëèñü â
ðàáîòàõ Ã. Ã. Ìàãàðèë-Èëüÿåâà, Ê. Þ. Îñèïåíêî [62] è [65]. Òåîðåìà 2.19 äîêà-
çàíà â ðàáîòå Ê. Þ. Îñèïåíêî [20]. Òåîðåìà 2.20 â íåñêîëüêî ìåíåå îáùåì âèäå
äîêàçàíà â ðàáîòå Ê. Þ. Îñèïåíêî [87]. Áîëåå ïîäðîáíî ïîñòðîåíèå ìåòîäîâ,
îïòèìàëüíûõ íà ñóììå íåêîòîðûõ êëàññîâ è ïîäïðîñòðàíñòâ, ðàññìàòðèâàåòñÿ
â ï. 5.7.

2.7. Ñîâïàäåíèå ïîãðåøíîñòåé îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåéíîãî
ôóíêöèîíàëà íà âûïóêëûõ öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûõ ìíîæåñòâàõ ïî àäàï-
òèâíîé è íåàäàïòèâíîé èíôîðìàöèè áûëî äîêàçàíî Í. Ñ. Áàõâàëîâûì [36].
Òåîðåìà 2.26 (â íåñêîëüêî ìåíåå îáùåì âèäå) äîêàçûâàëàñü â ðàáîòàõ S. Gal,
C. A. Micchelli [9], Äæ. Òðàóáà, Õ. Âîæüíÿêîâñêîãî [100]. Ïðèìåð, êîãäà àäàï-
òèâíàÿ èíôîðìàöèÿ äàåò ëó÷øóþ ïîãðåøíîñòü, ÷åì íåàäàïòèâíàÿ ìîæíî íàé-
òè â ðàáîòå M. A. Kon, E. Novak [10]. Òåîðåìà 2.27 âçÿòà èç ðàáîòû Ê. Þ. Îñè-
ïåíêî [23].

2.8. Òåîðåìà 2.29 ïîëó÷åíà Ê. Þ. Îñèïåíêî [23].
2.9. Ìàòåðèàë ýòîãî ðàçäåëà âçÿò èç ðàáîòû Ê. Þ. Êðèâîøååâà [48].



Ãëàâà 3

Îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå îïåðàòîðîâ â

Lq-ìåòðèêàõ

3.1. Îáùàÿ çàäà÷à î âîññòàíîâëåíèè â Lq-ìåòðèêàõ

Ïóñòü T � íåêîòîðîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî, Σ � σ-àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ T è
µ � íåîòðèöàòåëüíàÿ σ-àääèòèâíàÿ ìåðà íà Σ. ×åðåç Lp(T, µ) îáîçíà÷èì ñîâî-
êóïíîñòü âñåõ Σ-èçìåðèìûõ ôóíêöèé ñî çíà÷åíèÿìè â R èëè C, äëÿ êîòîðûõ

‖x(·)‖Lp(T,µ) =


(∫

T

|x(t)|p dµ
)1/p

<∞, 1 ≤ p <∞,

vraisup
t∈T

|x(t)| <∞, p =∞.

Ïîëîæèì

W = {x(·) ∈ Lp(T, µ) : ‖ϕ(·)x(·)‖Lr(T,µ) <∞},
W = {x(·) ∈ W : ‖ϕ(·)x(·)‖Lr(T,µ) ≤ 1 },

ãäå 1 ≤ p, r ≤ ∞, à ϕ(·) � íåêîòîðàÿ èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ íà T .
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó âîññòàíîâëåíèÿ îïåðàòîðà Λ: W → Lq(T, µ), 1 ≤ q ≤

∞, çàäàâàåìîãî ðàâåíñòâîì Λx(·) = ψ(·)x(·), ãäå ψ(·) � íåêîòîðàÿ èçìåðèìàÿ
ôóíêöèÿ íà T , íà êëàññå W ïî ôóíêöèè x(·) ∈ W , èçâåñòíîé ñ ïîãðåøíîñòüþ
íà ìíîæåñòâå T0 ⊂ T (áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèè ϕ(·) è ψ(·) òàêîâû, ÷òî
îïåðàòîð Λ îòîáðàæàåò ïðîñòðàíñòâî W â Lq(T, µ)).

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äëÿ êàæäîé ôóíêöèè x(·) ∈ W èçâåñòíà ôóíêöèÿ
y(·) ∈ Lp(T0, µ) òàêàÿ, ÷òî ‖x(·)−y(·)‖Lp(T0,µ) ≤ δ, δ > 0. Òðåáóåòñÿ ïî ôóíêöèè
y(·) âîññòàíîâèòü ôóíêöèþ Λx(·). Â êà÷åñòâå ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ âñåâîçìîæíûå îòîáðàæåíèÿ m : Lp(T0, µ)→ Lq(T, µ). Ïîãðåøíîñòüþ
ìåòîäà m íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

e(p, q, r,m) = sup
x(·)∈W, y(·)∈Lp(T0,µ)
‖x(·)−y(·)‖Lp(T0,µ)≤δ

‖Λx(·)−m(y)(·)‖Lq(T,µ).

Âåëè÷èíà

(3.1) E(p, q, r) = inf
m : Lp(T0,µ)→Lq(T,µ)

e(p, q, r,m)

íàçûâàåòñÿ ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ, à ìåòîä, íà êîòîðîì
äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü, íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Èç ëåììû 2.1 (ñì. òàêæå (2.37)) ñëåäóåò, ÷òî

(3.2) E(p, q, r) ≥ sup
x(·)∈W

‖x(·)‖Lp(T0,µ)≤δ

‖Λx(·)‖Lq(T,µ).
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Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùóþ ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó (äëÿ óäîáñòâà ìû ïåðå-
õîäèì ê q-îé ñòåïåíè)

(3.3)
∫
T

|ψ(t)x(t)|q dµ(t)→ max,

∫
T0

|x(t)|p dµ(t) ≤ δp,∫
T

|ϕ(t)x(t)|r dµ(t) ≤ 1.

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è íàì ïîòðåáóåòñÿ íåêîòîðûé âñïîìî-
ãàòåëüíûé ðåçóëüòàò.

Ïîëîæèì

F (u, v, α) = −((1− α)u+ αv)q + avp + bur, u, v ∈ R+, α ∈ [0, 1],

ãäå a, b ∈ R+ è 1 ≤ p, q, r <∞.

Ëåììà 3.1. Ïóñòü 1 ≤ q < p, r < ∞. Äëÿ ëþáûõ a, b ∈ R+, a + b > 0,
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå û > 0 óðàâíåíèÿ

(3.4) −q + paup−q + rbur−q = 0.

Êðîìå òîãî, äëÿ âñåõ u, v ∈ R+ è α = q−1paûp−q = 1− q−1rbûr−q

(3.5) F (û, û, α) ≤ F (u, v, α).

Â ÷àñòíîñòè, ïðè âñåõ u ∈ R+

−ûq + aûp + bûr ≤ −uq + aup + bur.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
(3.4) ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f(u) = paup−q + rbur−q ìîíî-
òîííî âîçðàñòàåò îò 0 äî +∞.

Äîêàæåì íåðàâåíñòâî (3.5). Ñëó÷àè, êîãäà a = 0 èëè b = 0, ëåãêî ïîëó-
÷èòü, ðàññìàòðèâàÿ ìèíèìóì ôóíêöèè F (u, v, 0) = −uq + bur, åñëè a = 0, èëè
F (u, v, 1) = −vq + avp, åñëè b = 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a, b > 0. Òîãäà α ∈ (0, 1).
Ïóñòü

C > max{a−
1
p−q , b−

1
r−q }.

Òîãäà äëÿ u ≥ C è v ≤ u èìååì

(3.6) F (u, v, α) ≥ −uq + bur = uq(−1 + bur−q) > 0.

Åñëè v ≥ C è v ≥ u, òî

(3.7) F (u, v, α) ≥ −vq + avp = vq(−1 + avp−q) > 0.

Òàê êàê F (0, 0, α) = 0, òî

inf
(u,v)∈R2

+

F (u, v, α) = inf
0≤u≤C
0≤v≤C

F (u, v, α).

Èç òåîðåìû Âåéðøòðàññà ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò 0 ≤ u0 ≤ C è 0 ≤ v0 ≤ C
òàêèå, ÷òî

inf
(u,v)∈R2

+

F (u, v, α) = F (u0, v0, α).

Â ñèëó (3.6) è (3.7) u0 < C è v0 < C. Âû÷èñëèì ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ

Fu(u, v, α) = −q((1− α)u+ αv)q−1(1− α) + rbur−1

= rb(−((1− α)u+ αv)q−1ûr−q + ur−1).

Äëÿ ëþáîãî v0 ≥ 0 è äîñòàòî÷íî ìàëûõ u > 0 Fu(u, v0, α) < 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

F (u, v0, α) < F (0, v0, α)
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äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ u. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî 0 < u0 < C. Èç àíàëîãè÷íûõ
ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî 0 < v0 < C. Òåì ñàìûì

Fu(u0, v0, α) = Fv(u0, v0, α) = 0.

Òàê êàê

Fv(u, v, α) = −q((1− α)u+ αv)q−1α+ pavp−1

= pa(−((1− α)u+ αv)q−1ûp−q + vp−1),

òî

−((1− α)u0 + αv0)q−1ûr−q + ur−1
0 = 0,(3.8)

−((1− α)u0 + αv0)q−1ûp−q + vp−1
0 = 0.(3.9)

Ñëåäîâàòåëüíî,
ur−1

0

vp−1
0

= ûr−p.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî p ≤ r. Ïîäñòàâëÿÿ

(3.10) u0 = û
r−p
r−1 v0

p−1
r−1

â (3.9), ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

(αv0 + (1− α)û
r−p
r−1 v0

p−1
r−1 )q−1ûp−q = vp−1

0 .

Ýòî ðàâåíñòâî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

(3.11) (α+ (1− α)t
p−r
r−1 )q−1 = tp−q,

ãäå t = v0û
−1. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ðàâåíñòâî (3.11) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

t = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, v0 = û, à èç (3.10) âûòåêàåò, ÷òî u0 = û.
Åñëè p > r, òî ïîäñòàâëÿåì

v0 = û
p−r
p−1 u0

r−1
p−1

â (3.8). Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî, êîòîðîå ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå

(3.12) (αs
r−p
p−1 + 1− α)q−1 = sr−q,

ãäå s = u0û
−1. Åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.12) ÿâëÿåòñÿ s = 1. Òàêèì

îáðàçîì, äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà p > r, ïîëó÷àåì òî æå ðåøåíèå óðàâíåíèé (3.8),
(3.9) u0 = v0 = û. Òåì ñàìûì äëÿ âñåõ u, v ∈ R+

F (u, v, α) ≥ inf
(u,v)∈R2

+

F (u, v, α) = F (û, û, α).

�

Îáîçíà÷èì ÷åðåç χ0(·) õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ìíîæåñòâà T0:

χ0(t) =

{
1, t ∈ T0,

0, t /∈ T0.

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü 1 ≤ q < p, r <∞, λ1, λ2 > 0, ϕ(t) 6= 0 äëÿ ïî÷òè âñåõ
t ∈ T \ T0, x̂(t) = x̂(t, λ1, λ2) ≥ 0 � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

(3.13) −q|ψ(t)|q + pλ1x
p−q(t)χ0(t) + rλ2|ϕ(t)|rxr−q(t) = 0,

à λ1, λ2 òàêîâû, ÷òî

(3.14)
∫
T0

x̂p(t) dµ(t) = δp,

∫
T

|ϕ(t)|rx̂r(t) dµ(t) = 1.
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Òîãäà

(3.15) E(p, q, r) =

(
pλ1δ

p + rλ2

q

)1/q

,

à ìåòîä

(3.16) m̂(y)(t) =

{
q−1pλ1x̂

p−q(t)|ψ(t)|−qψ(t)y(t), t ∈ T0, ψ(t) 6= 0,

0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Îöåíêà ñíèçó. Åñëè ýëåìåíò t ∈ T òàêîé, ÷òî ψ(t) =
0, òî x̂(t) = 0. Åñëè ψ(t) 6= 0, òî èç ëåììû 3.1 âûòåêàåò, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(3.13) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî. Â ñèëó óñëîâèé (3.14) ôóíêöèÿ x̂(·) ÿâëÿåòñÿ
äîïóñòèìîé äëÿ ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è (3.3). Èç (3.13) ñëåäóåò, ÷òî

|ψ(t)|qx̂q(t) = q−1pλ1x̂
p(t)χ0(t) + q−1rλ2|ϕ(t)|rx̂r(t).

Òåì ñàìûì

Eq(p, q, r) ≥
∫
T

|ψ(t)|qx̂q(t) dµ(t) =
pλ1δ

p + rλ2

q
.

2. Îöåíêà ñâåðõó. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîãðåøíîñòè ìåòîäà (3.16) íóæíî íàé-
òè çíà÷åíèå ñëåäóþùåé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è (çäåñü ñíîâà äëÿ óäîáñòâà ìû
ïåðåõîäèì ê q-îé ñòåïåíè)

(3.17)
∫
T0

|ψ(t)x(t)− α(t)ψ(t)y(t)|q dµ(t) +

∫
T\T0

|ψ(t)x(t)|q dµ(t)→ max,∫
T0

|x(t)− y(t)|p dµ(t) ≤ δp,
∫
T

|ϕ(t)x(t)|r dµ(t) ≤ 1,

ãäå

(3.18) α(t) =

{
q−1pλ1x̂

p−q(t)|ψ(t)|−q, t ∈ T0, ψ(t) 6= 0,

0, otherwise.

Ïîëîæèì

z(t) =

{
x(t)− y(t), t ∈ T0,

0, t ∈ T \ T0,

è çàïèøåì çàäà÷ó (3.17) â âèäå∫
T

|ψ(t)|q|(1− α(t))x(t) + α(t)z(t)|q dµ(t)→ max,∫
T0

|z(t)|p dµ(t) ≤ δp,
∫
T

|ϕ(t)x(t)|r dµ(t) ≤ 1.

Òàê êàê 0 ≤ α(t) ≤ 1, òî çíà÷åíèå ýòîé çàäà÷è íå ïðåâîñõîäèò çíà÷åíèÿ ñëåäó-
þùåé çàäà÷è

(3.19)
∫
T

|ψ(t)|q((1− α(t))u(t) + α(t)v(t))q dµ(t)→ max,∫
T0

vp(t) dµ(t) ≤ δp,
∫
T

|ϕ(t)|rur(t) dµ(t) ≤ 1,

u(t) ≥ 0, v(t) ≥ 0 äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ T.

Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà äëÿ ýòîé çàäà÷è

L(u(·), v(·), µ1, µ2) =

∫
T

L(t, u(t), v(t), µ1, µ2) dµ(t),
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ãäå

L(t, u, v, µ1, µ2) = −|ψ(t)|q((1− α(t))u+ α(t)v)q

+ µ1v
pχ0(t) + µ2|ϕ(t)|rur.

Èç ëåììû 3.1 âûòåêàåò, ÷òî

L(t, x̂(t), x̂(t), λ1, λ2) ≤ L(t, u(t), v(t), λ1, λ2).

Òàêèì îáðàçîì,

L(x̂(·), x̂(·), λ1, λ2) ≤ L(u(·), v(·), λ1, λ2).

Äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé u(·), v(·), äîïóñòèìûõ â çàäà÷å (3.19) èìååì

−
∫
T

|ψ(t)|q((1− α(t))u(t) + α(t)v(t))q dµ(t)

≥ −
∫
T

|ψ(t)|q((1− α(t))u(t) + α(t)v(t))q dµ(t) + λ1

(∫
T0

vp(t) dµ(t)− δp
)

+ λ2

(∫
T

|ϕ(t)|rur(t) dµ(t)− 1

)
= L(u(·), v(·), λ1, λ2)− λ1δ

p − λ2

≥ L(x̂(·), x̂(·), λ1, λ2)− λ1δ
p − λ2 = −

∫
T

|ψ(t)|x̂q(t) dµ(t).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîãðåøíîñòè ìåòîäà m̂ èìååì îöåíêó

eq(p, q, r, m̂) ≤
∫
T

|ψ(t)|x̂q(t) dµ(t) =
pλ1δ

p + rλ2

q
≤ Eq(p, q, r).

Îòñþäà ñëåäóåò îïòèìàëüíîñòü ìåòîäà (3.16) è ðàâåíñòâî (3.15). �

3.2. Ñëó÷àè ñîâïàäåíèÿ äâóõ ìåòðèê

Íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ, êîãäà r = p.

Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü 1 ≤ q < p < ∞. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî µ2 > 0 óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèþ

(3.20)
∫
T0

(
|ψ(t)|q

1 + µ2|ϕ(t)|p

) p
p−q

dµ(t)

= δp
∫
T

|ϕ(t)|p
(

|ψ(t)|q

χ0(t) + µ2|ϕ(t)|p

) p
p−q

dµ(t) > 0

(îò ôóíêöèé ϕ(·) è ψ(·) áóäåì òðåáîâàòü, ÷òîáû óêàçàííûå èíòåãðàëû
ñóùåñòâîâàëè). Òîãäà

E(p, q, p) = (µ1δ
p + µ1µ2)

1/q
,

ãäå

µ1 = δq−p

(∫
T0

(
|ψ(t)|q

1 + µ2|ϕ(t)|p

) p
p−q

dµ(t)

) p−q
p

,

à ìåòîä

m̂(y)(t) =


ψ(t)

1 + µ2|ϕ(t)|p
y(t), t ∈ T0,

0, t /∈ T0,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

λ1 =
qµ1

p
, λ2 =

qµ1µ2

p
, x̂(t) =

(
q|ψ(t)|q

p(λ1χ0(t) + λ2|ϕ(t)|p)

) 1
p−q

.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ x̂(·) óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó (3.13). Èìååì∫
T0

x̂p(t) dµ(t) = µ
p
q−p
1

∫
T0

(
|ψ(t)|q

1 + µ2|ϕ(t)|p

) p
p−q

dµ(t) = δp,∫
T

|ϕ(t)|px̂p(t) dµ(t) = µ
p
q−p
1

∫
T

|ϕ(t)|p
(

|ψ(t)|q

χ0(t) + µ2|ϕ(t)|p

) p
p−q

dµ(t) = 1.

Òåïåðü óòâåðæäåíèå òåîðåìû âûòåêàåò èç òåîðåìû 3.2. �

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà r = q. Ïîëîæèì

a+ =

{
a, a ≥ 0,

0, a < 0.

Òåîðåìà 3.4. Ïóñòü 1 ≤ q < p < ∞. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî λ̂2 > 0 óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèþ

(3.21)
(∫

T0

(
|ψ(t)|q − λ̂2|ϕ(t)|q

) p
p−q

+
dµ(t)

)1/p

= δ

(∫
T

|ϕ(t)|q
(
|ψ(t)|q − λ̂2|ϕ(t)|q

) q
p−q

+
dµ(t)

)1/q

> 0

(îò ôóíêöèé ϕ(·) è ψ(·) áóäåì òðåáîâàòü, ÷òîáû óêàçàííûå èíòåãðàëû
ñóùåñòâîâàëè). Òîãäà

(3.22) E(p, q, q) =

(
p

q
λ̂1δ

p + λ̂2

)1/q

,

ãäå

λ̂1 =
q

p
δq−p

(∫
T0

(
|ψ(t)|q − λ̂2|ϕ(t)|q

) p
p−q

+
dµ(t)

) p−q
p

,

à ìåòîä

(3.23) m̂(y)(t) = ψ(t)

(
1− λ̂2

|ϕ(t)|q

|ψ(t)|q

)
+

y(t)

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Îöåíêà ñíèçó. Ïîëîæèì

x̂(t) =

(
q

pλ̂1

(
|ψ(t)|q − λ̂2|ϕ(t)|q

)
+

) 1
p−q

.

Èç îïðåäåëåíèÿ λ̂1 âûòåêàåò, ÷òî∫
T0

x̂p(t) dµ(t) = δp.

Êðîìå òîãî, ó÷èòûâàÿ (3.21),∫
T

|ϕ(t)|qx̂q(t) dµ(t) =

(
q

pλ̂1

) q
p−q

∫
T

|ϕ(t)|q
(
|ψ(t)|q − λ̂2|ϕ(t)|q

) q
p−q

+
dµ(t) = 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ x̂(·) ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé äëÿ ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è
(3.3). Òåì ñàìûì

Eq(p, q, q) ≥
∫
T

|ψ(t)|qx̂q(t) dµ(t).
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Â ñèëó ëåãêî ïðîâåðÿåìîãî ðàâåíñòâà

(3.24) |ψ(t)|qx̂q(t) = q−1pλ̂1x̂
p(t) + λ̂2|ϕ(t)|qx̂q(t)

èìååì

Eq(p, q, q) ≥
∫
T

(
q−1pλ̂1x̂

p(t) + λ̂2|ϕ(t)|qx̂q(t)
)
dµ(t) =

p

q
λ̂1δ

p + λ̂2.

2. Îöåíêà ñâåðõó. Ïîëîæèì

α(t) =

(
1− λ2

|ϕ(t)|q

|ψ(t)|q

)
+

.

Äëÿ îöåíêè ïîãðåøíîñòè ìåòîäà (3.23) íàäî íàéòè çíà÷åíèå ñëåäóþùåé ýêñ-
òðåìàëüíîé çàäà÷è

(3.25)
∫
T0

|ψ(t)|q|x(t)− α(t)y(t)|q dµ(t) +

∫
T\T0

|ψ(t)x(t)|q dµ(t)→ max,∫
T0

|x(t)− y(t)|p dµ(t) ≤ δp,
∫
T

|ϕ(t)x(t)|q dµ(t) ≤ 1.

Çàäà÷à (3.25), ïîëîæèâ z(·) = x(·)− y(·), ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

(3.26)
∫
T0

|ψ(t)|q|(1− α(t))x(t) + α(t)z(t)|q dµ(t)

+

∫
T\T0

|ψ(t)x(t)|q dµ(t)→ max,∫
T0

|z(t)|p dµ(t) ≤ δp,
∫
T

|ϕ(t)|q|x(t)|q dµ(t) ≤ 1.

Çíà÷åíèå ýòîé çàäà÷è î÷åâèäíî ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì çàäà÷è

(3.27)∫
T0

|ψ(t)|q((1− α(t))v(t) + α(t)u(t))q dµ(t) +

∫
T\T0

|ψ(t)|qvq(t) dµ(t)→ max,∫
T0

up(t) dµ(t) ≤ δp,
∫
T

|ϕ(t)|qvq(t) dµ(t) ≤ 1,

u(t), v(t) ≥ 0, äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ T.

Âûïèøåì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà äëÿ ýòîé çàäà÷è

L(u(·), v(·), λ1, λ2) =

∫
T

L(u(t), v(t), λ1, λ2) dµ(t),

ãäå

L(u, v, λ1, λ2) =


−|ψ(t)|q((1− α(t))v + α(t)u)q

+λ1u
p + λ2|ϕ(t)|qvq, t ∈ T0,

−|ψ(t)|qvq + λ2|ϕ(t)|qvq, t /∈ T0.

Ïîëîæèì λ1 = λ̂1, λ2 = λ̂2 è

T1 = { t ∈ T0 : α(t) > 0 }.

Òîãäà ïðè t ∈ T1

∂L

∂v
= qλ̂2|ϕ(t)|q(vq−1 − ((1− α(t))v + α(t)u)q−1).
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Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè t ∈ T1 è ëþáîì ôèêñèðîâàííîì u ≥ 0 ôóíêöèÿ
L(u, v, λ̂1, λ̂2) ïðè v ∈ [0,+∞) äîñòèãàåò ìèíèìóìà äëÿ v = u. Òàêèì îáðàçîì,
ïðè t ∈ T1

L(u, v, λ̂1, λ̂2) ≥ L(u, u, λ̂1, λ̂2).

Åñëè t ∈ T0 \ T1, òî α(t) = 0 è x̂(t) = 0. Ïîýòîìó∫
T0\T1

L(u(t), v(t), λ̂1, λ̂2) dµ(t) ≥ 0 =

∫
T0\T1

L(x̂(t), x̂(t), λ̂1, λ̂2) dµ(t).

Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (3.24), íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè t ∈ T1

L(u, u, λ̂1, λ̂2) ≥ L(x̂(·), x̂(·), λ̂1, λ̂2).

Òàêèì îáðàçîì,

L(u(·), v(·), λ̂1, λ̂2) =

∫
T1

L(u(t), v(t), λ̂1, λ̂2) dµ(t)

+

∫
T0\T1

L(u(t), v(t), λ̂1, λ̂2) dµ(t) +

∫
T\T0

L(u(t), v(t), λ̂1, λ̂2) dµ(t)

≥
∫
T0

L(x̂(t), x̂(t), λ̂1, λ̂2) dµ(t) +

∫
T\T0

L(u(t), v(t), λ̂1, λ̂2) dµ(t).

Â ñèëó ðàâåíñòâà (3.24) ïðè t ∈ T \ T0

L(u, v, λ̂1, λ̂2) ≥ L(x̂(t), x̂(t), λ̂1, λ̂2).

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ u(t), v(t) ≥ 0

L(u(·), v(·), λ̂1, λ̂2) ≥ L(x̂(·), x̂(·), λ̂1, λ̂2).

Äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé u(·), v(·), äîïóñòèìûõ â çàäà÷å (3.27) èìååì

−
∫
T

|ψ(t)|q((1− α(t))u(t) + α(t)v(t))q dµ(t)

≥ −
∫
T

|ψ(t)|q((1− α(t))u(t) + α(t)v(t))q dµ(t) + λ̂1

(∫
T0

up(t) dµ(t)− δp
)

+ λ̂2

(∫
T

|ϕ(t)|qvq(t) dµ(t)− 1

)
= L(u(·), v(·), λ̂1, λ̂2)− λ̂1δ

p − λ̂2

≥ L(x̂(·), x̂(·), λ̂1, λ̂2)− λ̂1δ
p − λ̂2 = −

∫
T

|ψ(t)|qx̂q(t) dµ(t).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîãðåøíîñòè ìåòîäà m̂ èìååì îöåíêó

eq(p, q, q, m̂) ≤
∫
T

|ψ(t)|qx̂q(t) dµ(t) =
p

q
λ̂1δ

p + λ̂2 ≤ Eq(p, q, q).

Îòñþäà ñëåäóåò îïòèìàëüíîñòü ìåòîäà (3.23) è ðàâåíñòâî (3.22). �

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà q = p.

Òåîðåìà 3.5. Ïóñòü 1 ≤ p < r < ∞ è δ > 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî λ̂1 > 0
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

(3.28)
(∫

T0

|ϕ(t)|
pr
p−r

(
|ψ(t)|p − λ̂1

) p
r−p

+
dµ(t)

)1/p

= δ

(∫
T

|ϕ(t)|
pr
p−r

(
|ψ(t)|p − λ̂1χ0(t)

) r
r−p

+
dµ(t)

)1/r

> 0
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(îò ôóíêöèé ϕ(·) è ψ(·) áóäåì òðåáîâàòü, ÷òîáû óêàçàííûå èíòåãðàëû
ñóùåñòâîâàëè). Òîãäà

(3.29) E(p, p, r) =

(
λ̂1δ

p +
r

p
λ̂2

)1/p

,

ãäå

λ̂2 =
p

r
δp−r

(∫
T0

|ϕ(t)|
pr
p−r

(
|ψ(t)|p − λ̂1

) p
r−p

+
dµ(t)

) r−p
p

,

à ìåòîä

(3.30) m̂(y)(t) = ψ(t)α(t)y(t),

ãäå

α(t) = 1−

(
1− λ̂1χ0(t)

|ψ(t)|p

)
+

.

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Îöåíêà ñíèçó. Ïîëîæèì

x̂(t) =

p
(
|ψ(t)|p − λ̂1χ0(t)

)
+

rλ̂2|ϕ(t)|r


1
r−p

.

Èç îïðåäåëåíèÿ λ̂2 âûòåêàåò, ÷òî∫
T0

x̂p(t) dµ(t) = δp.

Êðîìå òîãî, ó÷èòûâàÿ (3.28),∫
T

|ϕ(t)|rx̂r(t) dµ(t) =

(
p

rλ̂2

) r
r−p

∫
T

|ϕ(t)|
pr
p−r

(
|ψ(t)|p − λ̂1χ0(t)

) r
r−p

+
dµ(t) = 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ x̂(·) ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé äëÿ ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è
(3.3). Òåì ñàìûì

Ep(p, p, r) ≥
∫
T

|ψ(t)|px̂p(t) dµ(t).

Â ñèëó ëåãêî ïðîâåðÿåìîãî ðàâåíñòâà

(3.31) |ψ(t)|px̂p(t) = λ̂1x̂
p(t)χ0(t) +

r

p
λ̂2|ϕ(t)|rx̂r(t)

èìååì

Ep(p, p, r) ≥
∫
T

(
λ̂1x̂

p(t)χ0(t) +
r

p
λ̂2|ϕ(t)|rx̂r(t)

)
dµ(t) = λ̂1δ

p +
r

p
λ̂2.

2. Îöåíêà ñâåðõó. Áóäåì èñïîëüçîâàòü òó æå ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà, ÷òî
è â òåîðåìå 3.4. Äëÿ îöåíêè ïîãðåøíîñòè ìåòîäà (3.30) íàäî íàéòè çíà÷åíèå
ñëåäóþùåé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è

(3.32)
∫
T0

|ψ(t)|p|x(t)− α(t)y(t)|p dµ(t) +

∫
T\T0

|ψ(t)x(t)|p dµ(t)→ max,∫
T0

|x(t)− y(t)|p dµ(t) ≤ δp,
∫
T

|ϕ(t)x(t)|r dµ(t) ≤ 1.
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Çàäà÷à (3.32), ïîëîæèâ z(·) = x(·)− y(·), ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

(3.33)
∫
T0

|ψ(t)|p|(1− α(t))x(t) + α(t)z(t)|p dµ(t)

+

∫
T\T0

|ψ(t)x(t)|p dµ(t)→ max,∫
T0

|z(t)|p dµ(t) ≤ δp,
∫
T

|ϕ(t)|r|x(t)|r dµ(t) ≤ 1.

Çíà÷åíèå ýòîé çàäà÷è î÷åâèäíî ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì çàäà÷è

(3.34)
∫
T

|ψ(t)|p((1− α(t))v(t) + α(t)u(t))p dµ(t)→ max,∫
T0

up(t) dµ(t) ≤ δp,
∫
T

|ϕ(t)|rvr(t) dµ(t) ≤ 1,

u(t), v(t) ≥ 0, äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ T.

Âûïèøåì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà äëÿ ýòîé çàäà÷è

L(u(·), v(·), λ1, λ2) =

∫
T

L(u(t), v(t), λ1, λ2) dµ(t),

ãäå

L(u, v, λ1, λ2) =


−|ψ(t)|p((1− α(t))v + α(t)u)p

+λ1u
p + λ2|ϕ(t)|rvr, t ∈ T0,

−|ψ(t)|pvp + λ2|ϕ(t)|rvr, t /∈ T0.

Ïîëîæèì λ1 = λ̂1, λ2 = λ̂2 è

T1 = {t ∈ T0 : |ψ(t)|p > λ̂1}.

Òîãäà ïðè t ∈ T1

∂L

∂u
= pλ̂1(up−1 − ((1− α(t))v + α(t)u)p−1).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè t ∈ T1 è ëþáîì ôèêñèðîâàííîì v ≥ 0 ïðè u ∈ [0,+∞)

ôóíêöèÿ L(u, v, λ̂1, λ̂2) äîñòèãàåò ìèíèìóìà â òî÷êå u = v. Òåì ñàìûì∫
T1

L(u(t), v(t), λ̂1, λ̂2) dµ(t) ≥
∫
T1

L(v(t), v(t), λ̂1, λ̂2) dµ(t).

Åñëè t ∈ T0 \ T1, òî α(t) = 1 è x̂(t) = 0. Ïîýòîìó∫
T0\T1

L(u(t), v(t), λ̂1, λ̂2) dµ(t) ≥ 0 =

∫
T0\T1

L(x̂(t), x̂(t), λ̂1, λ̂2) dµ(t).

Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (3.31), íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè t ∈ T1

L(v, v, λ̂1, λ̂2) ≥ L(x̂(t), x̂(t), λ̂1, λ̂2).

Òàêèì îáðàçîì,

L(u(·), v(·), λ̂1, λ̂2) =

∫
T1

L(u(t), v(t), λ̂1, λ̂2) dµ(t)

+

∫
T0\T1

L(u(t), v(t), λ̂1, λ̂2) dµ(t) +

∫
T\T0

L(u(t), v(t), λ̂1, λ̂2) dµ(t)

≥
∫
T0

L(x̂(t), x̂(t), λ̂1, λ̂2) dµ(t) +

∫
T\T0

L(u(t), v(t), λ̂1, λ̂2) dµ(t).
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Â ñèëó ðàâåíñòâà (3.31) ïðè t ∈ T \ T0

L(u, v, λ̂1, λ̂2) ≥ L(x̂(t), x̂(t), λ̂1, λ̂2).

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ u(t), v(t) ≥ 0

L(u(·), v(·), λ̂1, λ̂2) ≥ L(x̂(·), x̂(·), λ̂1, λ̂2).

Äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé u(·), v(·), äîïóñòèìûõ â çàäà÷å (3.34) èìååì

−
∫
T

|ψ(t)|p((1− α(t))u(t) + α(t)v(t))p dµ(t)

≥ −
∫
T

|ψ(t)|p((1− α(t))u(t) + α(t)v(t))p dµ(t) + λ̂1

(∫
T0

up(t) dµ(t)− δp
)

+ λ̂2

(∫
T

|ϕ(t)|rvr(t) dµ(t)− 1

)
= L(u(·), v(·), λ̂1, λ̂2)− λ̂1δ

p − λ̂2

≥ L(x̂(·), x̂(·), λ̂1, λ̂2)− λ̂1δ
p − λ̂2 = −

∫
T

|ψ(t)|px̂p(t) dµ(t).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîãðåøíîñòè ìåòîäà m̂ èìååì îöåíêó

ep(p, p, r, m̂) ≤
∫
T

|ψ(t)|px̂p(t) dµ(t) = λ̂1δ
p +

r

p
λ̂2 ≤ Ep(p, p, r).

Îòñþäà ñëåäóåò îïòèìàëüíîñòü ìåòîäà (3.30) è ðàâåíñòâî (3.29). �

Âî âñåõ ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷àëèñü ñîîòíîøåíèÿ

Eq(p, q, r) ≥ sup
x(·)∈W

‖x(·)‖Lp(T0,µ)≤δ

‖ψ(·)x(·)‖qLq(T,µ) ≥
∫
T

|ψ(t)|qx̂q(t) dµ(t)

≥ eq(p, q, r, m̂) ≥ Eq(p, q, r).
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àåâ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(3.35) E(p, q, r) = sup
x(·)∈W

‖x(·)‖Lp(T0,µ)≤δ

‖ψ(·)x(·)‖Lq(T,µ).

3.3. Îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå äëÿ îäíîðîäíûõ âåñîâ

Ïóñòü T � êîíóñ, T0 = T , à |ψ(·)| è |ϕ(·)| � îäíîðîäíûå ôóíêöèè ïîðÿäêîâ
η è ν, ñîîòâåòñòâåííî. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ϕ(t) 6= 0 è ψ(t) 6= 0 äëÿ ïî÷òè
âñåõ t ∈ T , à µ(·) � îäíîðîäíàÿ ìåðà ïîðÿäêà d. Ïóñòü 1 ≤ p < q, r < ∞.
Äëÿ k ∈ [0, 1) ôóíêöèÿ k

1
p−q (1 − k)−

1
r−q ìîíîòîííî âîçðàñòàåò îò 0 äî +∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ z ∈ T òàêèõ, ÷òî ϕ(z) 6= 0 è ψ(z) 6= 0 (åñëè p < r),
ñóùåñòâóåò ÷èñëî k(z) òàêîå, ÷òî

(3.36)
k

1
p−q (z)

(1− k(z))
1
r−q

=
|ψ(z)|

q(p−r)
(p−q)(r−q)

|ϕ(z)|
r
r−q

.

Òåîðåìà 3.6. Ïóñòü 1 ≤ q < p, r <∞, ϕ(t), ψ(t) 6= 0 äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ T
è ν + d(1/r − 1/p) 6= 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

(3.37)
I1 =

∫
T

|ψ(z)|
qp
p−q k

p
p−q (z) dµ(z) <∞,

I2 =

∫
T

|ψ(z)|
qr
p−q |ϕ(z)|rk

r
p−q (z) dµ(z) <∞.

Òîãäà

(3.38) E(p, q, r) = δγI
−γ/p
1 I

−(1−γ)/r
2 (I1 + I2)1/q,
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ãäå

(3.39) γ =
ν − η − d(1/q − 1/r)

ν + d(1/r − 1/p)
,

à ìåòîä
m̂(y)(t) = k(ξt)ψ(t)y(t),

â êîòîðîì

ξ =
(
δI
−1/p
1 I

1/r
2

) 1
ν+d(1/r−1/p)

,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

x̂(t) =

(
q|ψ(t)|q

pλ1

) 1
p−q

k
1
p−q (ξt),

ãäå λ1 > 0 îïðåäåëèì íèæå. Ïîêàæåì, ÷òî x̂(·) óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó (3.13),
â êîòîðîì

λ2 = r−1q
p−r
p−q (pλ1)

r−q
p−q ξνr−η

q(p−r)
p−q .

Èìååì
pλ1x̂

p−q(t) = q|ψ(t)|qk(ξt).

Äàëåå,

rλ2|ϕ(t)|rx̂r−q(t) = rλ2|ϕ(t)|r
(
q|ψ(t)|q

pλ1

) r−q
p−q

k
r−q
p−q (ξt).

Òàê êàê |ϕ(·)| è |ψ(·)| îäíîðîäíûå ôóíêöèè, òî â ñèëó ðàâåíñòâà (3.36) ïîëó÷àåì

k
r−q
p−q (ξt) =

|ψ(ξt)|
q(p−r)
p−q

|ϕ(ξt)|r
(1− k(ξt)) = ξη

q(p−r)
p−q −νr |ψ(t)|

q(p−r)
p−q

|ϕ(t)|r
(1− k(ξt)).

Òàêèì îáðàçîì,

rλ2|ϕ(t)|rx̂r−q(t) = rλ2

(
q

pλ1

) r−q
p−q

ξη
q(p−r)
p−q −νr|ψ(t)|q(1− k(ξt))

= q|ψ(t)|q(1− k(ξt)) = q|ψ(t)|q − pλ1x̂
p−q(t).

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ïðè

λ1 =
q

p
I
p−q
p

1 ξ−ηq−d
p−q
p δq−p.

âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà∫
T

x̂p(t) dµ(t) = δp,

∫
T

|ϕ(t)|rx̂r(t) dµ(t) = 1.

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ x̂(·) íàäî ïðîâåðèòü, ÷òî∫
T

(
q|ψ(t)|q

pλ1

) p
p−q

k
p
p−q (ξt) dµ(t) = δp,∫

T

|ϕ(t)|r
(
q|ψ(t)|q

pλ1

) r
p−q

k
r
p−q (ξt) dµ(t) = 1.

Ñäåëàâ çàìåíó z = ξt è ó÷èòûâàÿ îäíîðîäíîñòü ôóíêöèé |ψ(·)| è |ϕ(·)|, à òàêæå
ìåðû µ(·), ïîëó÷àåì, ÷òî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ðàâåíñòâà(

q

pλ1

) p
p−q

I1 = δpξ
ηqp
p−q+d,(

q

pλ1

) r
p−q

I2 = ξ
ηqr
p−q+νr+d.
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Ñïðàâåäëèâîñòü ýòèõ ðàâåíñòâ íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèé λ1 è
ξ.

Èç òåîðåìû 3.2 ñëåäóåò, ÷òî

E(p, q, r) =

(
pλ1δ

p + rλ2

q

)1/q

.

Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî âûðàæåíèå ðàâåíñòâà äëÿ λ1, λ2 è ξ, ïîëó÷àåì (3.38). Èç òîé
æå òåîðåìû âûòåêàåò, ÷òî ìåòîä

m̂(y)(t) = q−1pλ1x̂
p−q(t)|ψ(t)|−qψ(t)y(t) = k(ξt)ψ(t)y(t)

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì. �

Ñëåäñòâèå 3.7. Ïóñòü 1 ≤ q < p <∞, ϕ(t), ψ(t) 6= 0 äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ T
è ν 6= 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

I1 =

∫
T

|ψ(z)|
qp
p−q

(1 + |ϕ(z)|p)
p
p−q

dµ(z) <∞,

I2 =

∫
T

|ψ(z)|
qp
p−q |ϕ(z)|p

(1 + |ϕ(z)|p)
p
p−q

dµ(z) <∞.

Òîãäà
E(p, q, p) = δγI

−γ/p
1 I

−(1−γ)/p
2 (I1 + I2)1/q,

ãäå

γ =
ν − η − d(1/q − 1/p)

ν
,

à ìåòîä

m̂(y)(t) =
ψ(t)y(t)

1 + |ϕ(ξt)|p
,

â êîòîðîì

ξ = δ1/ν

(
I2
I1

) 1
νp

,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè r = p ôóíêöèÿ k(·) îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì

k(z) =
1

1 + |ϕ(z)|p
.

Ïîýòîìó

I1 =

∫
T

|ψ(z)|
qp
p−q

(1 + |ϕ(z)|p)
p
p−q

dµ(z),

I2 =

∫
T

|ψ(z)|
qp
p−q |ϕ(z)|p

(1 + |ϕ(z)|p)
p
p−q

dµ(z).

Îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü òåîðåìó 3.6. �

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà r = q.

Òåîðåìà 3.8. Ïóñòü 1 ≤ q < p <∞, ν + d(1/q − 1/p) 6= 0 è

(3.40)
I1 =

∫
T

(|ψ(ξ)|q − |ϕ(ξ)|q)
p
p−q
+ dµ(ξ) <∞,

I2 =

∫
T

|ϕ(ξ)|q(|ψ(ξ)|q − |ϕ(ξ)|q)
q
p−q
+ dµ(ξ) <∞.

Òîãäà

E(p, q, q) = I
− 1
p

ν−η
ν+d(1/q−1/p)

1 I
− 1
q
η+d(1/q−1/p)
ν+d(1/q−1/p)

2 (I1 + I2)1/qδ
ν−η

ν+d(1/q−1/p) ,
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à ìåòîä

(3.41) m̂(y)(t) =

1−

(
δ
I

1/q
2

I
1/p
1

) (ν−η)q
ν+d(1/q−1/p) |ϕ(t)|q

|ψ(t)|q


+

ψ(t)y(t)

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 3.4. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (3.21) â âèäå λ̂2 = a(η−ν)q, a > 0. Ñäåëàâ çàìåíó ïåðåìåííîé t = aξ,
ïîëó÷èì óðàâíåíèå

a
ηq
p−q+ d

p I
1/p
1 = δaν+ ηq

p−q+ d
q I

1/q
2 .

Îòñþäà

a =

(
I

1/p
1

δI
1/q
2

) 1
ν+d(1/q−1/p)

.

Ïîñëå òàêîé æå çàìåíû èìååì

λ̂1 =
q

p
δq−paq(η+d(1/q−1/p))I

p−q
p

1 .

Îñòàåòñÿ ïîäñòàâèòü ïîëó÷åííûå âåëè÷èíû â âûðàæåíèÿ äëÿ ïîãðåøíîñòè îï-
òèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ è äëÿ îïòèìàëüíîãî ìåòîäà, ïîëó÷åííûå â òåîðå-
ìå 3.4. �

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà q = p.

Òåîðåìà 3.9. Ïóñòü 1 ≤ p < r <∞, ν + d(1/r − 1/p) 6= 0 è

(3.42)
I1 =

∫
T

|ϕ(ξ)|
pr
p−r (|ψ(ξ)|p − 1)

p
r−p
+ dµ(ξ) <∞,

I2 =

∫
T

|ϕ(ξ)|
pr
p−r (|ψ(ξ)|p − 1)

r
r−p
+ dµ(ξ) <∞.

Òîãäà

E(p, p, r) = I
− 1
p
ν−η−d(1/p−1/r)
ν−d(1/p−1/r)

1 I
− 1
r

η
ν−d(1/p−1/r)

2 (I1 + I2)1/pδ
ν−η−d(1/p−1/r)
ν−d(1/p−1/r) ,

à ìåòîä

(3.43) m̂(y)(t) = min

{
1,

(
I

1/p
1

δI
1/r
2

) ηp
ν−d(1/p−1/r)

1

|ψ(t)|p

}
ψ(t)y(t)

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 3.5. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (3.28) â âèäå λ̂1 = aηp, a > 0. Ñäåëàâ çàìåíó ïåðåìåííîé t = aξ,
ïîëó÷èì óðàâíåíèå

a
νr
p−r+ d

p I
1/p
1 = δa

νp
p−r+ d

r I
1/r
2 .

Îòñþäà

a =

(
I

1/p
1

δI
1/r
2

) 1
ν+d(1/r−1/p)

.

Ïîñëå òàêîé æå çàìåíû èìååì

λ̂2 =
p

r
δp−rar(−ν+ηp/r+d(1/p−1/r))I

r−p
p

1 .

Îñòàåòñÿ ïîäñòàâèòü ïîëó÷åííûå âåëè÷èíû â âûðàæåíèÿ äëÿ ïîãðåøíîñòè îï-
òèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ è äëÿ îïòèìàëüíîãî ìåòîäà, ïîëó÷åííûå â òåîðå-
ìå 3.5. �
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3.4. Òî÷íûå íåðàâåíñòâà

Áóäåì ïî-ïðåæíåìó ñ÷èòàòü, ÷òî T � êîíóñ, à |ψ(·)| è |ϕ(·)| � îäíîðîäíûå
ôóíêöèè ïîðÿäêîâ η è ν, ñîîòâåòñòâåííî. Âíîâü ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ϕ(t) 6= 0 è
ψ(t) 6= 0 äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ T , à µ(·) � îäíîðîäíàÿ ìåðà ïîðÿäêà d.

Íåðàâåíñòâî

(3.44) ‖ψ(·)x(·)‖Lq(T,µ) ≤ C‖x(·)‖αLp(T,µ)‖ϕ(·)x(·)‖βLr(T,µ)

áóäåì íàçûâàòü òî÷íûì, åñëè íå ñóùåñòâóåò êîíñòàíòû, ìåíüøåé, ÷åì C, äëÿ
êîòîðîé âûïîëíÿëîñü áû ýòî íåðàâåíñòâî. Ïðè ýòîì ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî x(·) ∈ W,
ò.å. x(·) ∈ Lp(T, µ) è ϕ(·)x(·) ∈ Lr(T, µ).

Òåîðåìà 3.10. Åñëè

sup
‖ϕ(·)x(·)‖Lr(T,µ)≤1

‖x(·)‖Lp(T,µ)≤δ

‖ψ(·)x(·)‖Lq(T,µ) = Cδα,

ãäå α ∈ (0, 1), òî èìååò ìåñòî òî÷íîå íåðàâåíñòâî (3.44), â êîòîðîì β =
1− α.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè x(·) = 0 ïî÷òè âñþäó, òî íåðàâåíñòâî (3.44) î÷å-
âèäíî âûïîëíåíî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ‖ϕ(·)x(·)‖Lr(T,µ) = a 6= 0. Ðàññìîòðèì
ôóíêöèþ x0(·) = x(·)/a. Ïîëîæèì δ = ‖x0(·)‖Lp(T,µ). Òîãäà ‖ϕ(·)x0(·)‖Lr(T,µ) =
1. Ñëåäîâàòåëüíî,

‖ψ(·)x0(·)‖Lq(T,µ) ≤ C‖x0(·)‖αLp(T,µ).

Îòñþäà ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

‖ψ(·)x(·)‖Lq(T,µ) ≤ C‖x(·)‖αLp(T,µ)‖ϕ(·)x(·)‖1−αLr(T,µ).

Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C1 < C, äëÿ êîòîðîé ýòî íåðà-
âåíñòâî òàêæå ñïðàâåäëèâî, òî

sup
‖ϕ(·)x(·)‖Lr(T,µ)≤1

‖x(·)‖Lp(T,µ)≤δ

‖ψ(·)x(·)‖Lq(T,µ) ≤ C1δ
α < Cδα,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò èñõîäíîìó ïðåäïîëîæåíèþ. �

Ïîëîæèì

P = { (p, q, r) : 1 ≤ q < p, r <∞}, P1 = { (p, q, r) : 1 ≤ q = r < p <∞},
P2 = { (p, q, r) : 1 ≤ q = p < r <∞}, P = P ∪ P1 ∪ P2.

Èç òåîðåìû 3.10, ðàâåíñòâà (3.35) è òåîðåì 3.6, 3.8, 3.9 âûòåêàåò ñëåäóþùèé
ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3.11. Ïóñòü (p, q, r) ∈ P, ϕ(t), ψ(t) 6= 0 äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ T
è η > d(1/p − 1/q), ν > η + d(1/q − 1/r). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî I1, I2 < ∞, ãäå
I1, I2 îïðåäåëåíû ðàâåíñòâàìè (3.37) ïðè (p, q, r) ∈ P , ðàâåíñòâàìè (3.40)
ïðè (p, q, r) ∈ P1 è ðàâåíñòâàìè (3.42) ïðè (p, q, r) ∈ P2. Òîãäà èìååò ìåñòî
òî÷íîå íåðàâåíñòâî

(3.45) ‖ψ(·)x(·)‖Lq(T,µ) ≤ C‖x(·)‖γLp(T,µ)‖ϕ(·)x(·)‖1−γLr(T,µ),

ãäå

C = I
−γ/p
1 I

−(1−γ)/r
2 (I1 + I2)1/q,

à γ îïðåäåëåíî ôîðìóëîé (3.39).
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Ïóñòü |w(·)|, |w0(·)| è |w1(·)| � îäíîðîäíûå ôóíêöèè ïîðÿäêîâ θ, θ0 è θ1,
îïðåäåëåííûå íà êîíóñå T . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî w(t), w0(t), w1(t) 6= 0 äëÿ ïî-
÷òè âñåõ t ∈ T è 1 ≤ q < p, r < ∞. Òîãäà äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ T òàêèõ, ÷òî
w(t), w0(t), w1(t) 6= 0 îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ k̃(z), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ðàâåíñòâó

k̃
1
p−q (t)

(1− k̃(t))
1
r−q

=

∣∣∣∣ w(t)

w1(t)

∣∣∣∣ r
r−q
∣∣∣∣w0(t)

w(t)

∣∣∣∣
p
p−q

.

Ïîëîæèì

Ĩ1 =

∫
T

∣∣∣∣ w(t)

w0(t)

∣∣∣∣
qp
p−q

k̃
p
p−q (t) dµ(t),

Ĩ2 =

∫
T

|w(t)|
qr
p−q

|w0(t)|
pr
p−q
|w1(t)|rk̃

r
p−q (t) dµ(t).

Ïðè 1 ≤ q = r < p <∞ ïîëîæèì

Ĩ1 =

∫
T

1

|w0(t)|
qp
p−q

(|w(t)|q − |w1(t)|q)
p
p−q
+ dµ(t),

Ĩ2 =

∫
T

|w1(t)|q

|w0(t)|
qp
p−q

(|w(t)|q − |w1(t)|q)
q
p−q
+ dµ(t).

Ïðè 1 ≤ q = p < r <∞ ïîëîæèì

Ĩ1 =

∫
T

|w0(t)|p

|w1(t)|
pr
r−p

(|w(t)|p − |w0(t)|p)
p
r−p
+ dµ(t),

Ĩ2 =

∫
T

1

|w1(t)|
pr
r−p

(|w(t)|p − |w0(t)|p)
r
r−p
+ dµ(t).

Ââåäåì òàêæå ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

θ̃ = θ + d/q, θ̃0 = θ0 + d/p, θ̃1 = θ1 + d/r.

Ñëåäñòâèå 3.12. Ïóñòü (p, q, r) ∈ P, w(t), w0(t), w1(t) 6= 0 äëÿ ïî÷òè âñåõ
t ∈ T è θ̃ > θ̃0, θ̃1 > θ̃. Åñëè Ĩ1, Ĩ2 <∞, òî äëÿ âñåõ x(·) òàêèõ, ÷òî w0(·)x(·) ∈
Lp(T, µ) è w1(·)x(·) ∈ Lr(T, µ), èìååò ìåñòî òî÷íîå íåðàâåíñòâî

(3.46) ‖w(·)x(·)‖Lq(T,µ) ≤ C̃‖w0(·)x(·)‖γ̃Lp(T,µ))‖w1(·)x(·)‖1−γ̃Lr(T,µ),

ãäå

C̃ = Ĩ
−γ̃/p
1 Ĩ

−(1−γ̃)/r
2 (Ĩ1 + Ĩ2)1/q, γ̃ =

θ̃1 − θ̃
θ̃1 − θ̃0

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

ψ(x) =
w(x)

w0(x)
, ϕ(x) =

w1(x)

w0(x)
.

Òîãäà |ψ(·)| è |ϕ(·)| � îäíîðîäíûå ôóíêöèè ïîðÿäêîâ η = θ − θ0 è ν = θ1 − θ0.
Èç (3.45) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ y(·) ∈ W èìååò ìåñòî òî÷íîå íåðàâåíñòâî

‖ψ(·)y(·)‖Lq(T,µ) ≤ C̃‖y(·)‖γ̃Lp(T,µ)‖ϕ(·)y(·)‖1−γ̃Lr(T,µ).

Ïîäñòàâëÿÿ y(·) = w0(·)x(·), ïîëó÷àåì (3.46). �
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3.5. Îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå äëÿ îäíîðîäíûõ âåñîâ â Rd

Ïóñòü T � êîíóñ â Rd, dµ(t) = dt, |ψ(·)| è |ϕ(·)| � îäíîðîäíûå ôóíêöèè
ïîðÿäêîâ η è ν, ϕ(t) 6= 0 è ψ(t) 6= 0 äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ T . Ðàññìîòðèì ñôåðè-
÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò

t1 = ρ cosω1,
t2 = ρ sinω1 cosω2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
td−1 = ρ sinω1 sinω2 . . . sinωd−2 cosωd−1,
td = ρ sinω1 sinω2 . . . sinωd−2 sinωd−1.

Ïîëîæèì ω = (ω1, . . . , ωd−1),

(3.47)
ψ̃(ω) = ρ−η|ψ(ρ cosω1, . . . , ρ sinω1 sinω2 . . . sinωd−2 sinωd−1)|,
ϕ̃(ω) = ρ−ν |ϕ(ρ cosω1, . . . , ρ sinω1 sinω2 . . . sinωd−2 sinωd−1)|.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω îáëàñòü èçìåíåíèÿ ω, êîãäà t ∈ T . Èç òîãî, ÷òî T � êîíóñ,
ñëåäóåò, ÷òî Ω íå çàâèñèò îò ρ. Ïîëîæèì

J(ω) = sind−2 ω1 sind−3 ω2 . . . sinωd−2.

Äîîïðåäåëèì ôóíêöèþ k(·), îïðåäåëåííóþ ïðè (p, q, r) ∈ P ðàâåíñòâîì
(3.36), ðàâåíñòâîì

k(t) =

(
1− |ϕ(t)|q

|ψ(t)|q

)
+

ïðè (p, q, r) ∈ P1, à ïðè (p, q, r) ∈ P2 ðàâåíñòâîì

k(t) = min
{

1, |ψ(t)|−p
}
.

Åñëè γ, îïðåäåëåííîå ôîðìóëîé (3.39), ëåæèò â èíòåðâàëå (0, 1), ïîëîæèì

1

q∗
=

1

q
− γ

p
− 1− γ

r
.

Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå q∗ ∈ (0, 1) ïðè âñåõ (p, q, r) ∈ P. Êðîìå
òîãî, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

q∗ =
pqr(ν + d(1/r − 1/p))

νr(p− q)− ηq(p− r)
.

Òåîðåìà 3.13. Ïóñòü (p, q, r) ∈ P, η > d(1/p− 1/q) è ν > η+ d(1/q− 1/r).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

I =

∫
Ω

ψ̃q
∗
(ω)

ϕ̃q∗(1−γ)(ω)
J(ω) dω <∞.

Òîãäà

(3.48) E(p, q, r) = Cδγ ,

ãäå

(3.49) C = γ−
γ
p (1− γ)−

1−γ
r

(
B (q∗γ/p+ 1, q∗(1− γ)/r) I

r(ν − η − d(1/q − 1/r))

)1/q∗

,

à B(·, ·) � B-ôóíêöèÿ Ýéëåðà. Êðîìå òîãî, ìåòîä

(3.50) m̂(y)(t) = k

(
ξ

1
ν+d(1/r−1/p)

1 t

)
ψ(t)y(t),

ãäå

ξ1 = δ
(
γq−r(1− γ)p−qC(p−r)q

) q∗
pqr

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî γ ∈ (0, 1), åñëè η > d(1/p −
1/q) è ν > η + d(1/q − 1/r).

1. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà (p, q, r) ∈ P . Â ñèëó îäíîðîäíîñòè
èìååì

(3.51)
k

1
p−q (ρ, ω)

(1− k(ρ, ω))
1
r−q

= ρ
ηq(p−r)−νr(p−q)

(p−q)(r−q)
ψ̃

q(p−r)
(p−q)(r−q) (ω)

ϕ̃
r
r−q (ω)

.

Âû÷èñëèì âåëè÷èíó I1 èç òåîðåìû 3.6. Ïåðåõîäÿ ê ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîð-
äèíàò, ïîëó÷àåì

I1 =

∫
T

|ψ(z)|
qp
p−q k

p
p−q (z) dz

=

∫
Ω

ψ̃
qp
p−q (ω)J(ω) dω

∫ +∞

0

ρ
ηqp
p−q+d−1k

p
p−q (ρ, ω) dρ.

Èç (3.51) èìååì

ρνr(p−q)−ηq(p−r) =
(1− k(ρ, ω))p−q

kr−q(ρ, ω)

ψ̃q(p−r)(ω)

ϕ̃r(p−q)(ω)
.

Ïîýòîìó

ρ
ηqp
p−q+d =

(1− k)(p−q)ζ

k(r−q)ζ

(
ψ̃q(p−r)(ω)

ϕ̃r(p−q)(ω)

)ζ
,

ãäå

ζ =
ηqp+ d(p− q)

(p− q)(νr(p− q)− ηq(p− r))
=
q∗(1− γ)

r(p− q)
.

Èç ýòîãî ðàâåíñòâà âûòåêàåò, ÷òî νr(p− q)−ηq(p− r) > 0. Ïðè ôèêñèðîâàííîì
ω

dρ
ηqp
p−q+d =

(
ψ̃q(p−r)(ω)

ϕ̃r(p−q)(ω)

)ζ
d

(1− k)(p−q)ζ

k(r−q)ζ

= −ζ

(
ψ̃q(p−r)(ω)

ϕ̃r(p−q)(ω)

)ζ
(1− k)(p−q)ζ−1

k(r−q)ζ+1
(r − q + (p− r)k) dk,

Ñëåäîâàòåëüíî,∫ +∞

0

ρ
ηqp
p−q+d−1k

p
p−q (ρ, ω) dρ =

p− q
ηqp+ d(p− q)

∫ +∞

0

k
p
p−q (ρ, ω) dρ

ηqp
p−q+d

=
1

νr(p− q)− ηq(p− r)

(
ψ̃q(p−r)(ω)

ϕ̃r(p−q)(ω)

)ζ ∫ 1

0

kp̂(1− k)q̂−1(r − q + (p− r)k) dk,

ãäå

p̂ =
p

p− q
− (r − q)ζ − 1 =

qr(ν − η)− d(r − q)
νr(p− q)− ηq(p− r)

= q∗
γ

p
,

q̂ = (p− q)ζ =
ηqp+ d(p− q)

νr(p− q)− ηq(p− r)
= q∗

1− γ
r

.

Òàêèì îáðàçîì,

I1 =
(K1 +K2)I

νr(p− q)− ηq(p− r)
,
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ãäå

K1 = (r − q)
∫ 1

0

kp̂(1− k)q̂−1 dk = (r − q)B(p̂+ 1, q̂),

K2 = (p− r)
∫ 1

0

kp̂+1(1− k)q̂−1 dk = (p− r)B(p̂+ 2, q̂)

= (p− r) p̂+ 1

p̂+ q̂ + 1
B(p̂+ 1, q̂).

Îòñþäà

I1 =
pq

q∗(νr(p− q)− ηq(p− r))
B(p̂+ 1, q̂)I =

B(p̂+ 1, q̂)I

r(ν + d(1/r − 1/p))
.

Äëÿ I2 èìååì

I2 =

∫
T

|ψ(z)|
qr
p−q |ϕ(z)|rk

r
p−q (z) dµ(z)

=

∫
Ω

ψ̃
qr
p−q (ω)ϕ̃r(ω)J(ω) dω

∫ +∞

0

ρ
ηqr
p−q+νr+d−1k

r
p−q (ρ, ω) dρ.

Ïðè ôèêñèðîâàííîì ω

dρ
ηqr
p−q+νr+d =

(
ψ̃q(p−r)(ω)

ϕ̃r(p−q)(ω)

)ζ1
d

(1− k)(p−q)ζ1

k(r−q)ζ1

= −ζ1

(
ψ̃q(p−r)(ω)

ϕ̃r(p−q)(ω)

)ζ1
(1− k)(p−q)ζ1−1

k(r−q)ζ1+1
(r − q + (p− r)k) dk,

ãäå

ζ1 =
ηqr + (νr + d)(p− q)

(p− q)(νr(p− q)− ηq(p− r))
=
q∗(1− γ)

r(p− q)
+

1

p− q
.

Ñëåäîâàòåëüíî,∫ +∞

0

ρ
ηqr
p−q+νr+d−1k

r
p−q (ρ, ω) dρ

=
p− q

ηqr + (νr + d)(p− q)

∫ +∞

0

k
r
p−q (ρ, ω) dρ

ηqr
p−q+νr+d

=
1

νr(p− q)− ηq(p− r)

(
ψ̃q(p−r)(ω)

ϕ̃r(p−q)(ω)

)ζ1
(L1 + L2),

ãäå

L1 = (r − q)
∫ 1

0

kp̂−1(1− k)q̂ dk = (r − q)B(p̂, q̂ + 1) = (r − q) q̂
p̂
B(p̂+ 1, q̂),

L2 = (p− r)
∫ 1

0

kp̂(1− k)q̂ dk = (p− r)B(p̂+ 1, q̂ + 1)

= (p− r) q̂

p̂+ q̂ + 1
B(p̂+ 1, q̂).

Òàêèì îáðàçîì,

I2 =
(L1 + L2)I

νr(p− q)− ηq(p− r)
.

Îòñþäà

I2 =
(1− γ)pq

γq∗(νr(p− q)− ηq(p− r))
B(p̂+ 1, q̂)I =

(1− γ)B(p̂+ 1, q̂)I

γr(ν + d(1/r − 1/p))
.
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Òåïåðü ðàâåíñòâî (3.48) âûòåêàåò èç (3.38).
Â òåîðåìå 3.6 äîêàçàíî, ÷òî ìåòîä

m̂(y)(t) = k(ξt)ψ(t)y(t),

â êîòîðîì

ξ =
(
δI
−1/p
1 I

1/r
2

) 1
ν+d(1/r−1/p)

.

Ïîäñòàâèâ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ äëÿ I1 è I2, ïîëó÷èì îïòèìàëüíîñòü ìåòîäà
(3.50).

2. Ïóñòü (p, q, r) ∈ P1, ò.å. 1 ≤ q = r < p <∞. Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 3.8.
Ïåðåéäåì â èíòåãðàëå I1 ê ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

I1 =

∫ +∞

0

ρd−1 dρ

∫
Ω

(ρηqψ̃q(ω)− ρνqϕ̃q(ω))
p
p−q
+ J(ω) dω

=

∫
Ω

ψ̃
qp
p−q (ω)J(ω) dω

∫ +∞

0

ρ
ηqp
p−q+d−1

(
1− ρ(ν−η)q ϕ̃

q(ω)

ψ̃q(ω)

) p
p−q

+

dρ.

Çàôèêñèðóåì ω è ñäåëàåì âî âòîðîì èíòåãðàëå çàìåíó

(3.52) t = ρ(ν−η)q ϕ̃
q(ω)

ψ̃q(ω)
.

Òîãäà

I1 =
1

(ν − η)q

∫
Ω

ψ̃
qp
p−q (ω)

(
ψ̃(ω)

ϕ̃(ω)

) ηqp
(p−q)(ν−η)

+ d
ν−η

J(ω) dω

×
∫ 1

0

t
ηp

(p−q)(ν−η)
+ d

(ν−η)q
−1(1− t)

p
p−q dt =

I

(ν − η)q
B (q∗γ/p+ 2, q∗(1− γ)/q) .

Ïðîâåäåì àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ äëÿ I2

I2 =

∫ +∞

0

ρνq+d−1 dρ

∫
Ω

ϕ̃q(ω)(ρηqψ̃q(ω)− ρνqϕ̃q(ω))
q
p−q
+ J(ω) dω

=

∫
Ω

ϕ̃q(ω)ψ̃
q2

p−q (ω)J(ω) dω

∫ +∞

0

ρνq+
ηq2

p−q+d−1

(
1− ρ(ν−η)q ϕ̃

q(ω)

ψ̃q(ω)

) q
p−q

+

dρ.

Ñäåëàâ òó æå çàìåíó (3.52), ïîëó÷èì

I2 =
1

(ν − η)q

∫
Ω

ϕ̃q(ω)ψ̃
q2

p−q (ω)

(
ψ̃(ω)

ϕ̃(ω)

) νq
ν−η+ ηq2

(p−q)(ν−η)
+ d
ν−η

J(ω) dω

×
∫ 1

0

t
ν

ν−η+ ηp
(p−q)(ν−η)

+ d
(ν−η)q

−1(1− t)
q
p−q dt

=
I

(ν − η)q
B (q∗γ/p+ 1, q∗(1− γ)/q + 1) .

Ïîëüçóÿñü ñâîéñòâàìè B-ôóíêöèè, èìååì

I1 =
q∗γ/p+ 1

q(ν − η)(q∗γ/p+ 1 + q∗(1− γ)/q)
B (q∗γ/p+ 1, q∗(1− γ)/r) I,

I2 =
q∗(1− γ)/q

q(ν − η)(q∗γ/p+ 1 + q∗(1− γ)/q)
B (q∗γ/p+ 1, q∗(1− γ)/r) I.
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Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå (êîãäà r = q)

1

q∗
= γ

(
1

q
− 1

p

)
, γ =

ν − η
ν + d(1/q − 1/p)

.

Ïîýòîìó q∗γ/p+ 1 = q∗γ/q. Îòñþäà

I1 = γ
B (q∗γ/p+ 1, q∗(1− γ)/r) I

q(ν − η)
, I2 = (1− γ)

B (q∗γ/p+ 1, q∗(1− γ)/r) I

q(ν − η)
.

Èç òåîðåìû 3.8 ïîëó÷àåì

E(p, q, q) = I
− γp
1 I

− 1−γ
q

2 (I1 + I2)1/qδγ

= γ−
γ
p (1− γ)−

1−γ
q

(
B (q∗γ/p+ 1, q∗(1− γ)/r) I

q(ν − η)

)γ(1/q−1/p)

δγ = Cδγ .

Ìåòîä (3.41) ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå

m̂(y)(t) = k
(
b

1
ν+d(1/r−1/p) t

)
ψ(t)y(t),

ãäå

b = δ
I

1/q
2

I
1/p
1

= δγ−
1
p (1− γ)

1
q

(
B (q∗γ/p+ 1, q∗(1− γ)/r) I

q(ν − η)

) 1
q−

1
p

= δγ−
1
p (1− γ)

1
qC

1
γ γ

1
p (1− γ)

1−γ
qγ = δ(1− γ)

1
qγC

1
γ = δ ((1− γ)Cq)

1
qγ

= δ ((1− γ)Cq)
q∗
q ( 1

q−
1
p ) = δ ((1− γ)Cq)

q∗(p−q)
pq2 = ξ1.

3. Ïóñòü (p, q, r) ∈ P2, ò.å. 1 ≤ q = p < r <∞. Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 3.9.
Ïåðåéäåì â èíòåãðàëå I1 ê ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

I1 =

∫ +∞

0

ρd−1 dρ

∫
Ω

ρ
νpr
p−r ϕ̃

pr
p−r (ω)

(
ρηpψ̃p(ω)− 1

) p
r−p

+
J(ω) dω

=

∫
Ω

ϕ̃
pr
p−r (ω)J(ω) dω

∫ +∞

0

ρ
νpr
p−r+d−1

(
ρηpψ̃p(ω)− 1

) p
r−p

+
dρ.

Çàôèêñèðóåì ω è ñäåëàåì âî âòîðîì èíòåãðàëå çàìåíó

(3.53) t = ρηpψ̃p(ω).

Òîãäà

I1 =
1

ηp

∫
Ω

ϕ̃
pr
p−r (ω)ψ̃−

νpr
(p−r)η−

d
η (ω)J(ω) dω

∫ +∞

1

t
νr

(p−r)η+ d
ηp−1(t− 1)

p
r−p dt

=
I

ηp

∫ 1

0

s
νr

(r−p)η
− p
r−p−

d
ηp−1(1− s)

p
r−p ds =

I

ηp
B (q∗γ/p+ 1, q∗(1− γ)/r + 1) .

Ïðîâåäåì àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ äëÿ I2

I2 =

∫ +∞

0

ρd−1 dρ

∫
Ω

ρ
νpr
p−r ϕ̃

pr
p−r (ω)

(
ρηpψ̃p(ω)− 1

) r
r−p

+
J(ω) dω

=

∫
Ω

ϕ̃
pr
p−r (ω)J(ω) dω

∫ +∞

0

ρ
νpr
p−r+d−1

(
ρηpψ̃p(ω)− 1

) r
r−p

+
dρ.
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Ñäåëàâ òó æå çàìåíó (3.53), ïîëó÷èì

I2 =
1

ηp

∫
Ω

ϕ̃
pr
p−r (ω)ψ̃−

νpr
(p−r)η−

d
η (ω)J(ω) dω

∫ +∞

1

t
νr

(p−r)η+ d
ηp−1(t− 1)

r
r−p dt

=
I

ηp

∫ 1

0

s
νr

(r−p)η
− r
r−p−

d
ηp−1(1− s)

r
r−p ds =

I

ηp
B (q∗γ/p, q∗(1− γ)/r + 2) .

Ïîëüçóÿñü ñâîéñòâàìè B-ôóíêöèè, áóäåì èìåòü

I1 =
q∗γ/p

ηp(q∗γ/p+ q∗(1− γ)/r + 1)
B (q∗γ/p, q∗(1− γ)/r + 1) I,

I2 =
q∗(1− γ)/r + 1

ηp(q∗γ/p+ q∗(1− γ)/r + 1)
B (q∗γ/p, q∗(1− γ)/r + 1) I.

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå (êîãäà q = p)

1

q∗
= (1− γ)

(
1

p
− 1

r

)
, γ =

ν − η − d(1/p− 1/r)

ν − d(1/p− 1/r)
.

Ïîýòîìó q∗(1− γ)/r + 1 = q∗(1− γ)/p. Îòñþäà

I1 = γ
B (q∗γ/p, q∗(1− γ)/r + 1) I

ηp
, I2 = (1− γ)

B (q∗γ/p, q∗(1− γ)/r + 1) I

ηp
.

Èç òåîðåìû 3.9 ïîëó÷àåì

E(p, p, r) = I
− γp
1 I

− 1−γ
r

2 (I1 + I2)1/pδγ

= γ−
γ
p (1− γ)−

1−γ
r

(
B (q∗γ/p, q∗(1− γ)/r + 1) I

ηp

)(1−γ)(1/p−1/r)

δγ .

Èç ñâîéñòâ B-ôóíêöèè âûòåêàåò, ÷òî

B (q∗γ/p, q∗(1− γ)/r + 1) =
q∗(1− γ)/r

q∗γ/p
B (q∗γ/p+ 1, q∗(1− γ)/r)

=
ηpB (q∗γ/p+ 1, q∗(1− γ)/r)

r(ν − η − d(1/q − 1/r))
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

E(p, p, r) = γ−
γ
p (1− γ)−

1−γ
r

(
B (q∗γ/p+ 1, q∗(1− γ)/r) I

r(ν − η − d(1/q − 1/r))

)1/q∗

δγ = Cδγ .

Ìåòîä (3.43) ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå

m̂(y)(t) = k
(
c

1
ν−d(1/p−1/r) t

)
ψ(t)y(t),

ãäå

c = δ
I

1/r
2

I
1/p
1

= δγ−
1
p (1− γ)

1
r

(
B (q∗γ/p, q∗(1− γ)/r + 1) I

kp

) 1
r−

1
p

= δγ−
1
p (1− γ)

1
rC−

1
1−γ γ−

γ
p(1−γ) (1− γ)−

1
r = δγ−

1
p(1−γ)C−

1
1−γ

= δ (γCp)
− 1
p(1−γ) = δ (γCp)

(p−r) q
∗

p2r = ξ1.

�
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3.6. Òî÷íûå íåðàâåíñòâà äëÿ îäíîðîäíûõ âåñîâ â Rd è îáîáùåííûå
íåðàâåíñòâà Êàðëñîíà

Èç òåîðåìû 3.11 è âû÷èñëåíèé, ïðîâåäåííûõ äëÿ I1, I2 â òåîðåìå 3.13,
âûòåêàåò

Òåîðåìà 3.14. Ïóñòü (p, q, r) ∈ P, ϕ(t), ψ(t) 6= 0 äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ T è
η > d(1/p− 1/q), ν > η + d(1/q − 1/r). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

I =

∫
Ω

ψ̃q
∗
(ω)

ϕ̃q∗(1−γ)(ω)
J(ω) dω <∞.

Òîãäà èìååò ìåñòî òî÷íîå íåðàâåíñòâî

‖ψ(·)x(·)‖Lq(T ) ≤ C‖x(·)‖γLp(T )‖ϕ(·)x(·)‖1−γLr(T ),

â êîòîðîì êîíñòàíòà C îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì (3.49).

Ïóñòü |w(·)|, |w0(·)| è |w1(·)| � îäíîðîäíûå ôóíêöèè ïîðÿäêîâ θ, θ0 è θ1,
îïðåäåëåííûå íà êîíóñå T ⊂ Rd. Ïîëîæèì

w̃(ω) = ρ−θ|w(ρ cosω1, . . . , ρ sinω1 sinω2 . . . sinωd−2 sinωd−1)|,

w̃0(ω) = ρ−θ0 |w0(ρ cosω1, . . . , ρ sinω1 sinω2 . . . sinωd−2 sinωd−1)|,

w̃1(ω) = ρ−θ1 |w1(ρ cosω1, . . . , ρ sinω1 sinω2 . . . sinωd−2 sinωd−1)|.
Èç òåîðåìû 3.14 àíàëîãè÷íî ñëåäñòâèþ 3.12 ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 3.15. Ïóñòü (p, q, r) ∈ P, w(t), w0(t), w1(t) 6= 0 äëÿ ïî÷òè âñåõ
t ∈ T è θ̃ > θ̃0, θ̃1 > θ̃. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

Ĩ =

∫
Ω

w̃q̃(ω)

w̃q̃γ̃0 (ω)w̃
q̃(1−γ̃)
1 (ω)

J(ω) dω <∞,

ãäå
1

q̃
=

1

q
− γ̃

p
− 1− γ̃

r
.

Òîãäà äëÿ âñåõ x(·) òàêèõ, ÷òî w0(·)x(·) ∈ Lp(T ) è w1(·)x(·) ∈ Lr(T ), èìååò
ìåñòî òî÷íîå íåðàâåíñòâî

(3.54) ‖w(·)x(·)‖Lq(T ) ≤ C̃1‖w0(·)x(·)‖γ̃Lp(T ))‖w1(·)x(·)‖1−γ̃Lr(T ),

ãäå

C̃1 = γ̃−
γ̃
p (1− γ̃)−

1−γ̃
r

(
B (q̃γ̃/p+ 1, q̃(1− γ̃)/r) Ĩ

r(θ̃1 − θ̃)

)1/q̃

.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè d = 1, òî Ĩ = 1 ïðè T = R+ è Ĩ = 2 ïðè T = R. Ïóñòü
T = R+ èëè T = R, à

w(t) = 1, w0(t) = t1−(λ+1)/p, w1(t) = t1+(µ−1)/r.

Èç ñëåäñòâèÿ 3.15 ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî Êàðëñîíà-Ëåâèíà

Ñëåäñòâèå 3.16. Ïóñòü (p, 1, r) ∈ P, λ, µ > 0 è T = R+ èëè T = R.
Ïîëîæèì

α =
µ

pµ+ rλ
, β =

λ

pµ+ rλ
.

Òîãäà èìååò ìåñòî òî÷íîå íåðàâåíñòâî

(3.55) ‖x(t)‖L1(T ) ≤ C̃2‖t1−(λ+1)/px(t)‖pαLp(T )‖t
1+(µ−1)/rx(t)‖rβLr(T ),

ãäå

C̃2 =
1

(pα)α(rβ)β

(
cT
µ
B

(
1− β

1− α− β
,

β

1− α− β

))1−α−β

,



3.8. ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈÅ Â ÌÅÒÐÈÊÅ L2(Rd) 104

à

cT =

{
1, T = R+,

2, T = R.

Ñàìî õîðîøî èçâåñòíîå íåðàâåíñòâî Êàðëñîíà

‖x(t)‖L1(R+) ≤
√
π‖x(t)‖1/2L2(R+)‖tx(t)‖1/2L2(R+)

ïîëó÷àåòñÿ èç (3.55) ïðè T = R+, p = r = 2 è λ = µ = 1.

3.7. Âîññòàíîâëåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ïî íåòî÷íî
çàäàííîìó ïðåîáðàçîâàíèþ Ôóðüå

Ïóñòü T = Rd, dµ(t) = dt, |ψ(·)| è |ϕ(·)|, êàê è ðàíåå, � îäíîðîäíûå ôóíêöèè
ïîðÿäêîâ η è ν, ϕ(t) 6= 0 è ψ(t) 6= 0 äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ Rd. Ïîëîæèì

Xp = {x(·) ∈ L2(Rd) : ϕ(·)Fx(·) ∈ L2(Rd), Fx(·) ∈ Lp(Rd) },
ãäå Fx(·) � ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå x(·). Îïðåäåëèì îïåðàòîð D ñëåäóþùèì
îáðàçîì

Dx(·) = F−1(ϕ(·)Fx(·))(·).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ψ(·)x(·) ∈ L2(Rd) äëÿ âñåõ x(·) ∈ Xp. Ïîëîæèì

Λx(·) = F−1(ψ(·)Fx(·))(·).
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îá îïòèìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè çíà÷åíèé îïåðàòîðà Λ

ïî íåòî÷íî çàäàííîìó ïðåîáðàçîâàíèþ Ôóðüå ôóíêöèè x(·) íà êëàññå
Wp = {x(·) ∈ Xp : ‖Dx(·)‖L2(Rd) ≤ 1 }.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ êàæäîé ôóíêöèè x(·) ∈ Wp èçâåñòíà ôóíêöèÿ y(·) ∈
Lp(Rd) òàêàÿ, ÷òî ‖Fx(·) − y(·)‖Lp(Rd) ≤ δ, δ > 0. Òðåáóåòñÿ ïî ôóíêöèè
y(·) âîññòàíîâèòü ôóíêöèþ Λx(·). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Λx(·) ∈ Lq(Rd) äëÿ âñåõ
x(·) ∈ Xp. Â êà÷åñòâå ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ âñåâîçìîæ-
íûå îòîáðàæåíèÿ m : Lp(Rd) → Lr(Rd). Ïîãðåøíîñòüþ ìåòîäà m íàçûâàåòñÿ
âåëè÷èíà

epr(Λ, D,m) = sup
x(·)∈Wp, y(·)∈Lp(Rd)
‖Fx(·)−y(·)‖

Lp(Rd)
≤δ

‖Λx(·)−m(y)(·)‖Lr(Rd).

Âåëè÷èíà

(3.56) Epr(Λ, D) = inf
m : Lp(Rd)→L2(Rd)

epr(Λ, D,m)

íàçûâàåòñÿ ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ, à ìåòîä, íà êîòîðîì
äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü, íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíûì.

3.8. Âîññòàíîâëåíèå â ìåòðèêå L2(Rd)

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (3.56) ïðè r = 2. Â ñèëó òåîðåìû Ïëàíøåðåëÿ

‖Λx(·)−m(y)(·)‖L2(Rd) =
1

(2π)d/2
‖Λ̃x(·)− F (m(y))(·)‖L2(Rd),

ãäå
Λ̃x(·) = ψ(·)Fx(·).

Êðîìå òîãî,

‖Dx(·)‖L2(Rd) =
1

(2π)d/2
‖ϕ(·)Fx(·)‖L2(Rd).

Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ (2π)−d/2

ñîâïàäàåò ñ çàäà÷åé (3.1) ïðè T0 = T = Rd è q = r = 2 ñ çàìåíîé ϕ(·) íà
(2π)−d/2ϕ(·).
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Ïîëîæèì

γ1 =
ν − η

ν + d(1/2− 1/p)
, q1 =

1

γ1(1/2− 1/p)

Òåîðåìà 3.17. Ïóñòü η > d(1/p− 1/2), ν > η, 2 < p ≤ ∞,

J1 =

∫
Πd−1

ψ̃q1(ω)

ϕ̃q1(1−γ1)(ω)
J(ω) dω <∞, Πd−1 = [0, π]d−2 × [0, 2π].

Òîãäà

Ep2(Λ, D) =

√
ν + d(1/2− 1/p)

η + d(1/2− 1/p)
σ,

ãäå

(3.57) σ =

(
δ

√
η + d(1/2− 1/p)

(2π)d(ν − η)

(
BJ1

2(ν + d(1/2− 1/p))

)1/2−1/p
) 2(ν−η)
ν+d(1/2−1/p)

,

à

B = B

(
1

1− 2/p
,
η + d(1/2− 1/p)

(ν − η)(1− 2/p)

)
.

Ìåòîä

(3.58) m̂(y)(t) = F−1

((
1− σ

∣∣∣∣ϕ(ξ)

ψ(ξ)

∣∣∣∣2
)

+

ψ(ξ)y(ξ)

)
(t)

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà 2 < p < ∞. Âîñ-
ïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 3.13. Èìååì

C = γ
− γ1

p

1 (1− γ1)−
1−γ1

2

(
B (q1γ1/p+ 1, q1(1− γ1)/2) I

2(ν − η)

)1/q1

= (2π)d(1−γ1)/2

√
ν + d(1/2− 1/p)

η + d(1/2− 1/p)

×

(√
η + d(1/2− 1/p)

(2π)d(ν − η)

(
BJ1

2(ν + d(1/2− 1/p))

)1/2−1/p
) ν−η
ν+d(1/2−1/p)

.

Îòñþäà

Ep2(Λ, D) =
1

(2π)d/2
Cδγ1 =

√
ν + d(1/2− 1/p)

η + d(1/2− 1/p)
σ.

Äàëåå,

ξ1 = δ(1− γ1)
p−2
4p q1C

p−2
2p q1 = δ

(√
η + d(1/2− 1/p)

ν + d(1/2− 1/p)
C

)1/γ1

= (2π)
d

2γ1 σ
1

2γ1 .

Ñëåäîâàòåëüíî, ìåòîä

m̂(y)(t) = F−1

((
1− ξ2γ1

1

(2π)d

∣∣∣∣ϕ(ξ)

ψ(ξ)

∣∣∣∣2
)

+

ψ(ξ)y(ξ)

)
(t)

= F−1

((
1− σ

∣∣∣∣ϕ(ξ)

ψ(ξ)

∣∣∣∣2
)

+

ψ(ξ)y(ξ)

)
(t)

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.
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Ïóñòü òåïåðü p =∞. Èç (3.2) èìååì

(3.59) E∞2(Λ, D) ≥ sup
x(·)∈W∞

‖Fx(·)‖
L∞(Rd)

≤δ

‖Λx(·)‖L2(Rd)

Îïðåäåëèì x̂(·) òàê, ÷òîáû

Fx̂(ξ) =

{
δ, |ψ(ξ)| > λ|ϕ(ξ)|,
0, |ψ(ξ)| ≤ λ|ϕ(ξ)|,

ãäå λ > 0 âûáðàíî èç óñëîâèÿ
1

(2π)d

∫
Rd
|ϕ(ξ)|2|Fx̂(ξ)|2 dξ = 1.

Òåì ñàìûì λ > 0 íàäî âûáðàòü òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî

δ2

∫
|ψ(ξ)|>λ|ϕ(ξ)|

|ϕ(ξ)|2 dξ = (2π)d.

Ïåðåõîäÿ ê ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ïîëó÷àåì

δ2

∫
Πd−1

ϕ̃2(ω)J(ω) dω

∫ Φ1(ω)

0

ρ2ν+d−1 dρ = (2π)d,

ãäå

Φ1(ω) =

(
ψ̃(ω)

λϕ̃(ω)

) 1
ν−η

.

Îòñþäà
δ2

2ν + d
λ−

2ν+d
ν−η J1 = (2π)d.

Ñëåäîâàòåëüíî,

λ =

(
δ2J1

(2π)d(2ν + d)

) ν−η
2ν+d

.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî λ2 = σ. Èòàê, â ñèëó (3.59)

(3.60) E2
∞2(Λ, D) ≥ ‖Λx̂(·)‖2L2(Rd) =

δ2

(2π)d

∫
|ψ(ξ)|>λ|ϕ(ξ)|

|ψ(ξ)|2 dξ

=
δ2

(2π)d

∫
Πd−1

ψ̃2(ω)J(ω) dω

∫ Φ1(ω)

0

ρ2η+d−1 dρ

=
δ2

(2η + d)(2π)d
λ−

2η+d
ν−η J1 =

2ν + d

2η + d
σ2.

Îöåíèì ïîãðåøíîñòü ìåòîäà (3.58). Ïîëîæèì

λ(ξ) =

(
1− σ |ϕ(ξ)|2

|ψ(ξ)|2

)
+

.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåîáðàçîâàíèþ Ôóðüå, ïîëó÷àåì

‖Λx(·)− m̂(y)(·)‖2L2(Rd) =
1

(2π)d

∫
Rd
|ψ(ξ)|2 |Fx(ξ)− λ(ξ)y(ξ)|2 dξ.

Ïîëîæèì z(·) = Fx(·)− y(·) è áóäåì ó÷èòûâàòü, ÷òî

‖z(·)‖L∞(Rd) ≤ δ,
1

(2π)d

∫
Rd
|ϕ(ξ)|2|Fx(ξ)|2 dξ ≤ 1.

Òîãäà

‖Λx(·)− m̂(y)(·)‖2L2(Rd) =
1

(2π)d

∫
Rd
|ψ(ξ)|2 |(1− λ(ξ))Fx(ξ) + λ(ξ)z(ξ)|2 dξ.
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Çàïèøåì ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â âèäå∣∣∣∣ |ψ(ξ)|(1− λ(ξ))
√
σ|ϕ(ξ)|Fx(ξ)√

σ|ϕ(ξ)|
+
√
λ(ξ)

√
λ(ξ)|ψ(ξ)|z(ξ)

∣∣∣∣2 .
Âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî

|ab+ cd|2 ≤ (|a|2 + |c|2)(|b|2 + |d|2).

Ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó

‖Λx(·)− m̂(y)(·)‖2L2(Rd)

≤ vraisup
ξ∈Rd

S(ξ)
1

(2π)d

∫
Rd

(
σ|ϕ(ξ)|2|Fx(ξ)|2 + λ(ξ)|ψ(ξ)|2|z(ξ)|2

)
dξ,

ãäå

S(ξ) =
|ψ(ξ)|2|(1− λ(ξ))2

σ|ϕ(ξ)|2
+ λ(ξ).

Åñëè |ψ(ξ)|2 ≤ σ|ϕ(ξ)|2, òî λ(ξ) = 0 è S(ξ) ≤ 1. Åñëè |ψ(ξ)|2 > σ|ϕ(ξ)|2, òî
S(ξ) = 1. Òàêèì îáðàçîì,

e2
∞2(Λ, D, m̂) ≤ 1

(2π)d

∫
Rd

(
σ|ϕ(ξ)|2|Fx(ξ)|2 + λ(ξ)|ψ(ξ)|2|z(ξ)|2

)
dξ

≤ σ +
δ2

(2π)d

∫
|ψ(ξ)|>λ|ϕ(ξ)|

(
|ψ(ξ)|2 − σ|ϕ(ξ)|2

)
dξ

= σ +
δ2

(2π)d

∫
|ψ(ξ)|>λ|ϕ(ξ)|

|ψ(ξ)|2 dξ − σ 1

(2π)d

∫
Rd
|ϕ(ξ)|2|Fx̂(ξ)|2 dξ

=
δ2

(2π)d

∫
|ψ(ξ)|>λ|ϕ(ξ)|

|ψ(ξ)|2 dξ ≤ E2
∞2(Λ, D).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìåòîä m̂(y)(·) ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì è (ñ ó÷åòîì (3.60))

E2
∞2(Λ, D) =

δ2

(2π)d

∫
|ψ(ξ)|>λ|ϕ(ξ)|

|ψ(ξ)|2 dξ =
2ν + d

2ν + d
σ2.

�

Ïóñòü d = 1, ν, η � öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, ϕ(ξ) = (iξ)ν , ψ(ξ) = (iξ)η.

Òîãäà D =
dν

dtν
, à Λ =

dη

dtη
.

Ñëåäñòâèå 3.18. Ïóñòü ν, η � öåëûå, η ≥ 0, ν > η, 2 < p ≤ ∞. Òîãäà

Ep2

(
dη

dtη
,
dν

dtν

)
=

√
ν + 1/2− 1/p

η + 1/2− 1/p
σ1,

ãäå

σ1 =

(
δ

√
η + 1/2− 1/p

2π(ν − η)

(
B1

ν + 1/2− 1/p

)1/2−1/p
) 2(ν−η)
ν+1/2−1/p

,

à

B1 = B

(
1

1− 2/p
,
η + 1/2− 1/p

(ν − η)(1− 2/p)

)
.

Ìåòîä

m̂(y)(t) = F−1

((
1− σ1|ξ|2(ν−η)

)
+

(iξ)ηy(ξ)

)
(t)

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé p = 2.
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Òåîðåìà 3.19. Ïóñòü ν, η � öåëûå, η ≥ 0, ν > η. Òîãäà

(3.61) E22

(
dη

dtη
,
dν

dtν

)
=

(
δ√
2π

)1− ην
.

Äëÿ âñåõ a(·), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

(3.62)
|1− a(ξ)|2

λ1|ξ|2(ν−η)
+
|ξ|2η|a(ξ)|2

λ2
≤ 1,

ãäå

λ1 =
η

ν

(
2π

δ2

)η/ν−1

, λ2 =

(
2π

δ2

)η/ν (
1− η

ν

)
,

ìåòîäû

(3.63) m̂(y)(t) = F−1 (a(ξ)(iξ)ηy(ξ)) (t)

ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (3.2) èìååì

E2
22

(
dη

dtη
,
dν

dtν

)
≥ sup

x(·)∈W2

‖Fx(·)‖L2(R)≤δ

‖x(η)(·)‖2L2(R).

Ïåðåõîäÿ ê îáðàçàì Ôóðüå ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à â ïðàâîé ÷àñòè ìîæåò áûòü
çàïèñàíà â âèäå
(3.64)
1

2π

∫
R
|ξ|2η|Fx(ξ)|2 dξ → max,

∫
R
|Fx(ξ)|2 dξ ≤ δ2,

1

2π

∫
R
|ξ|2ν |Fx(ξ)|2 dξ ≤ 1.

Ïóñòü ôóíêöèÿ x̂(·) òàêîâà, ÷òî

Fx̂(ξ) =


δ

ε
, ξ ∈

(
(
√

2π/δ)1/ν − ε2, (
√

2π/δ)1/ν
)
,

0, ξ /∈
(√

2π/δ)1/ν − ε2,
√

2π/δ)1/ν
)
,

ãäå ε > 0. Òîãäà ∫
R
|Fx̂(ξ)|2 dξ =

δ2

ε2

∫ (
√

2π/δ)1/ν

(
√

2π/δ)1/ν−ε2
dξ = δ2,

à
1

2π

∫
R
|ξ|2ν |Fx̂(ξ)|2 dξ =

δ2

2πε2

∫ (
√

2π/δ)1/ν

(
√

2π/δ)1/ν−ε2
|ξ|2ν dξ ≤ 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ x̂(·) ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé â çàäà÷å (3.64). Ïîýòîìó

E2
22

(
dη

dtη
,
dν

dtν

)
≥ 1

2π

∫
R
|ξ|2η|Fx̂(ξ)|2 dξ =

δ2

2πε2

∫ (
√

2π/δ)1/ν

(
√

2π/δ)1/ν−ε2
|ξ|2η dξ

≤ δ2

2π

(
(
√

2π/δ)1/ν − ε2
)2η

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ε > 0 èìååì

E2
22

(
dη

dtη
,
dν

dtν

)
≥
(
δ2

2π

)1− ην
.

Îöåíèì ïîãðåøíîñòü ìåòîäîâ (3.63). Ïåðåõîäÿ ê ïðåîáðàçîâàíèþ Ôóðüå,
ïîëó÷àåì∥∥∥∥ dηdtη x(·)− m̂(y)(·)

∥∥∥∥2

L2(R)

=
1

2π

∫
R
|ξ|2η |Fx(ξ)− a(ξ)y(ξ)|2 dξ.
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Ïîëîæèì z(·) = Fx(·)− y(·) è áóäåì ó÷èòûâàòü, ÷òî

‖z(·)‖L2(R) ≤ δ,
1

2π

∫
R
|ξ|2ν |Fx(ξ)|2 dξ ≤ 1.

Òîãäà∥∥∥∥ dηdtη x(·)− m̂(y)(·)
∥∥∥∥2

L2(R)

=
1

2π

∫
R
|ξ|2η |(1− a(ξ))Fx(ξ) + a(ξ)z(ξ)|2 dξ.

Çàïèøåì ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â âèäå∣∣∣∣ |ξ|η(1− a(ξ))√
λ1|ξ|ν

√
λ1|ξ|νFx(ξ) +

|ξ|ηa(ξ)√
λ2

√
λ2z(ξ)

∣∣∣∣2 .
Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâîì Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó∥∥∥∥ dηdtη x(·)− m̂(y)(·)

∥∥∥∥2

L2(R)

≤ vraisup
ξ∈R

S(ξ)
1

2π

∫
R

(
λ1|ξ|2ν |Fx(ξ)|2 + λ2|z(ξ)|2

)
dξ,

ãäå

S(ξ) =
|ξ|2η|1− a(ξ)|2

λ1|ξ|2ν
+
|ξ|2η|a(ξ)|2

λ2
.

Åñëè a(·) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (3.62), òî S(ξ) ≤ 1 äëÿ ïî÷òè âåõ ξ ∈ R. Òîãäà
ïîëó÷àåì îöåíêó

e2
22

(
dη

dtη
,
dν

dtν
, m̂

)
≤ λ1 + λ2

δ2

2π
=

(
δ2

2π

)1− ην
≤ E2

22

(
dη

dtη
,
dν

dtν

)
.

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé ìåòîä ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì, à äëÿ
ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (3.61).

Ïîêàæåì,÷òî ìíîæåñòâî ôóíêöèé a(·), äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî óñëîâèå
(3.62) íå ïóñòî. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê êðèâîé y = xη/ν , x ≥ 0, â
òî÷êå 2π/δ2. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî óðàâíåíèå ýòîé êàñàòåëüíîé y = λ1x+λ2.
Â ñèëó âîãíóòîñòè êðèâîé y = xη/ν äëÿ âñåõ òî÷åê, ëåæàùèõ íà ýòîé êðèâîé
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

y ≤ λ1x+ λ2.

Òåì ñàìûì äëÿ âñåõ ξ ∈ R

(3.65) |ξ|2η ≤ λ1|ξ|2ν + λ2.

Òîãäà äëÿ ôóíêöèè

a(ξ) =
λ2

λ2 + λ1|ξ|2ν
èìååì

|1− a(ξ)|2

λ1|ξ|2(ν−η)
+
|ξ|2η|a(ξ)|2

λ2
=

|ξ|2η

λ2 + λ1|ξ|2ν
≤ 1.

�

Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ

a0(ξ) =


λ2

λ2 + λ1|ξ|2ν
, |ξ| < σ0,

0, |ξ| ≥ σ0,

ãäå

σ0 =

(
ν

η

) 1
2(ν−η)

(
2π

δ2

) 1
2ν

,

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (3.62). Ïîýòîìó ìåòîä

m̂(y)(t) = F−1 (a0(ξ)(iξ)ηy(ξ)) (t)
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ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì. Ýòîò ìåòîä èñïîëüçóåò èíôîðìàöèþ î ïðèáëèæåííîì
ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå òîëüêî íà èíòåðâàëå (−σ0, σ0). Ïðè÷åì ñ óâåëè÷åíèåì
ïîãðåøíîñòè δ, ñ êîòîðîé èçìåðÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, ýòîò èíòåðâàë
óìåíüøàåòñÿ.

Âûäåëÿÿ ïîëíûé êâàäðàò, ìîæíî çàïèñàòü óñëîâèå (3.62) â ýêâèâàëåíòíîé
ôîðìå ∣∣∣∣a(ξ)− λ2

λ2 + λ1|ξ|2ν

∣∣∣∣ ≤ |ξ|ν−η√λ1λ2

√
−|ξ|2η + λ1|ξ|2ν + λ2

λ2 + λ1|ξ|2ν

(â ñèëó (3.65) ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå íåîòðèöàòåëüíî). Ïîýòîìó ôóíêöèÿ a(·)
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (3.62) â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè îíà èìååò âèä

a(ξ) =
λ2

λ2 + λ1|ξ|2ν
+ θ(ξ)

|ξ|ν−η
√
λ1λ2

√
−|ξ|2η + λ1|ξ|2ν + λ2

λ2 + λ1|ξ|2ν
,

ãäå θ(·) èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ, äëÿ êîòîðîé |θ(ξ)| ≤ 1 äëÿ ïî÷òè âñåõ ξ ∈ R.
Îïðåäåëèì îïåðàòîð (−∆)ν/2, ν ≥ 0, (ñòåïåíü îïåðàòîðà Ëàïëàñà) ñëåäó-

þùèì îáðàçîì

(−∆)ν/2x(·) = F−1(|ξ|νFx(ξ))(·), |ξ| =
√
ξ2
1 + . . .+ ξ2

d.

Ïîëîæèì

(3.66) I0 =

∫
Πd−1

J(ω) dω =
2πd/2

Γ(d/2)
.

Èç òåîðåìû 3.17 âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 3.20. Ïóñòü η ≥ 0, ν > η, 2 < p ≤ ∞. Òîãäà

Ep2((−∆)η/2, (−∆)ν/2) =

√
ν + d(1/2− 1/p)

η + d(1/2− 1/p)
σ,

ãäå

σ =

(
δ

√
η + d(1/2− 1/p)

(2π)d(ν − η)

(
BI0

2(ν + d(1/2− 1/p))

)1/2−1/p
) 2(ν−η)
ν+d(1/2−1/p)

.

Ìåòîä

m̂(y)(t) = F−1

((
1− σ|ξ|2(ν−η)

)
+
|ξ|ηy(ξ)

)
(t)

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Ðàññìîòðèì îòäåëüíî ñëó÷àé, êîãäà p = 2.

Òåîðåìà 3.21. Ïóñòü η > 0, ν > η. Òîãäà

(3.67) E22

(
(−∆)η/2, (−∆)ν/2

)
=

(
δ

(2π)d/2

)1− ην
.

Äëÿ âñåõ a(·), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

(3.68)
|1− a(ξ)|2

λ1|ξ|2(ν−η)
+
|ξ|2η|a(ξ)|2

λ2
≤ 1,

ãäå

λ1 =
η

ν

(
(2π)d

δ2

)η/ν−1

, λ2 =

(
(2π)d

δ2

)η/ν (
1− η

ν

)
,

ìåòîäû

(3.69) m̂(y)(t) = F−1 (a(ξ)|ξ|ηy(ξ)) (t)

ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè.



3.8. ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈÅ Â ÌÅÒÐÈÊÅ L2(Rd) 111

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ïî òîé æå ñõåìå, êàê è äî-
êàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.19. Èç (3.2) èìååì

E22

(
(−∆)η/2, (−∆)ν/2

)
≥ sup

x(·)∈W2

‖Fx(·)‖
L2(Rd)

≤δ

‖(−∆)η/2x(·)‖2L2(Rd).

Ïåðåõîäÿ ê îáðàçàì Ôóðüå ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à â ïðàâîé ÷àñòè ìîæåò áûòü
çàïèñàíà â âèäå

(3.70)
1

(2π)d

∫
Rd
|ξ|2η|Fx(ξ)|2 dξ → max,

∫
Rd
|Fx(ξ)|2 dξ ≤ δ2,

1

(2π)d

∫
Rd
|ξ|2ν |Fx(ξ)|2 dξ ≤ 1.

Ïîëîæèì

ξ̂ =
1√
d

(
(2π)d/2

δ

)1/ν

(1, . . . , 1).

Ïóñòü 0 < ε < |ξ̂|/2. ×åðåç Bε îáîçíà÷èì øàð ðàäèóñà ε ñ öåíòðîì â òî÷êå
ξ̂ε = (1−ε/|ξ̂|)ξ̂. ×åðåç |Bε| áóäåì îáîçíà÷àòü îáúåì ýòîãî øàðà. Ïóñòü ôóíêöèÿ
x̂(·) òàêîâà, ÷òî

Fx̂(ξ) =


δ√
|Bε|

, ξ ∈ Bε,

0, ξ /∈ Bε.
Òîãäà ∫

Rd
|Fx̂(ξ)|2 dξ =

δ2

|Bε|

∫
Bε

dξ = δ2,

à
1

(2π)d

∫
Rd
|ξ|2ν |Fx̂(ξ)|2 dξ =

δ2

(2π)d|Bε|

∫
Bε

|ξ|2ν dξ ≤ δ2

(2π)d
|ξ̂|2ν = 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ x̂(·) ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé â çàäà÷å (3.70). Ïîýòîìó

E2
22

(
(−∆)η/2, (−∆)ν/2

)
≥ 1

(2π)d

∫
Rd
|ξ|2η|Fx̂(ξ)|2 dξ

=
δ2

(2π)d|Bε|

∫
Bε

|ξ|2η dξ ≥ δ2

(2π)d
|ξ̂|2η

(
1− 2ε

|ξ̂|

)2η

.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε èìååì

E2
22

(
(−∆)η/2, (−∆)ν/2

)
≥ δ2

(2π)d
|ξ̂|2η =

(
δ2

(2π)d

)1− ην
.

Îöåíèì ïîãðåøíîñòü ìåòîäîâ (3.69). Ïåðåõîäÿ ê ïðåîáðàçîâàíèþ Ôóðüå,
ïîëó÷àåì∥∥∥(−∆)ν/2x(·)− m̂(y)(·)

∥∥∥2

L2(Rd)
=

1

(2π)d

∫
Rd
|ξ|2η |Fx(ξ)− a(ξ)y(ξ)|2 dξ.

Ïîëîæèì z(·) = Fx(·)− y(·) è áóäåì ó÷èòûâàòü, ÷òî

‖z(·)‖L2(Rd) ≤ δ,
1

(2π)d

∫
Rd
|ξ|2ν |Fx(ξ)|2 dξ ≤ 1.

Òîãäà∥∥∥(−∆)ν/2x(·)− m̂(y)(·)
∥∥∥2

L2(Rd)
=

1

(2π)d

∫
Rd
|ξ|2η |(1− a(ξ))Fx(ξ) + a(ξ)z(ξ)|2 dξ.
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Çàïèøåì ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â âèäå∣∣∣∣ |ξ|η(1− a(ξ))√
λ1|ξ|ν

√
λ1|ξ|νFx(ξ) +

|ξ|ηa(ξ)√
λ2

√
λ2z(ξ)

∣∣∣∣2 .
Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâîì Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó∥∥∥(−∆)ν/2x(·)− m̂(y)(·)

∥∥∥2

L2(Rd)

≤ vraisup
ξ∈Rd

S(ξ)
1

(2π)d

∫
Rd

(
λ1|ξ|2ν |Fx(ξ)|2 + λ2|z(ξ)|2

)
dξ,

ãäå

S(ξ) =
|ξ|2η|1− a(ξ)|2

λ1|ξ|2ν
+
|ξ|2η|a(ξ)|2

λ2
.

Åñëè a(·) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (3.68), òî S(ξ) ≤ 1 äëÿ ïî÷òè âåõ ξ̂ ∈ Rd.
Òîãäà ïîëó÷àåì îöåíêó

e2
22

(
(−∆)η/2, (−∆)ν/2, m̂

)
≤ λ1 + λ2

δ2

(2π)d

=

(
δ2

(2π)d

)1− ην
≤ E2

22

(
(−∆)η/2, (−∆)ν/2

)
.

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé ìåòîä ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì, à äëÿ
ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (3.67).

Ïîêàæåì,÷òî ìíîæåñòâî ôóíêöèé a(·), äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî óñëîâèå
(3.68) íå ïóñòî. Ïîâòîðÿåì ðàññóæäåíèÿ, ïðîâîäèìûå â àíàëîãè÷íîì ìåñòå ïðè
äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.19. Ðàññìàòðèâàåì óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê êðèâîé
y = xη/ν , x ≥ 0, â òî÷êå (2π)d/δ2. Óáåæäàåìñÿ, ÷òî óðàâíåíèå ýòîé êàñàòåëüíîé
èìååò âèä y = λ1x + λ2. Â ñèëó âîãíóòîñòè êðèâîé y = xη/ν äëÿ âñåõ òî÷åê,
ëåæàùèõ íà ýòîé êðèâîé âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

y ≤ λ1x+ λ2.

Òåì ñàìûì äëÿ âñåõ ξ ∈ Rd

|ξ|2η ≤ λ1|ξ|2ν + λ2.

Òîãäà äëÿ ôóíêöèè

a(ξ) =
λ2

λ2 + λ1|ξ|2ν
èìååì

|1− a(ξ)|2

λ1|ξ|2(ν−η)
+
|ξ|2η|a(ξ)|2

λ2
=

|ξ|2η

λ2 + λ1|ξ|2ν
≤ 1.

�

Ïóñòü α = (α1, . . . , αd) ∈ Rd+. Îïðåäåëèì îïåðàòîð Dα (ïðîèçâîäíàÿ ïîðÿä-
êà α) ñëåäóþùèì îáðàçîì

(3.71) Dαx(·) = F−1((iξ)αFx(ξ))(·),
ãäå (iξ)α = (iξ1)α1 . . . (iξd)

αd . Ôóíêöèÿ |(iξ)α| ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé ôóíêöèåé
ïîðÿäêà η = α1 + . . .+αd. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (3.56) ïðè Λ = Dα, D = (−∆)ν/2

è r = 2.

Ñëåäñòâèå 3.22. Ïóñòü ν > η, 2 < p ≤ ∞, à σ îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì
(3.57), â êîòîðîì

J1 = 2
Γ((α1q1 + 1)/2) . . .Γ((αdq1 + 1)/2)

Γ((ηq1 + d)/2)
,
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à

q1 =
ν + d(1/2− 1/p)

(ν − η)(1/2− 1/p)
.

Òîãäà

Ep2(Dα, (−∆)n/2) =

√
ν + d(1/2− 1/p)

η + d(1/2− 1/p)
σ,

à ìåòîä

m̂(y)(t) = F−1

((
1− σ |ξ|

2n

|ξ2α|

)
+

(iξ)αy(ξ)

)
(t)

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî èçâåñòíîé ôîðìóëå Äèðèõëå [102, ñòð. 395]∫
t1≥0,...,td≥0
t21+...+t2d≤1

tp1−1
1 . . . tpd−1

d dt1 . . . dtd =
Γ(p1/2) . . .Γ(pd/2)

2dΓ(p1/2 + . . .+ pd/2 + 1)
,

p1, . . . , pd > 0. Ñëåäîâàòåëüíî,∫
t21+...+t2d≤1

|t1|p1−1 . . . |td|pd−1 dt1 . . . dtd =
Γ(p1/2) . . .Γ(pd/2)

Γ(p1/2 + . . .+ pd/2 + 1)
.

Ïåðåéäåì ê ñôåðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì∫
Πd−1

Φ(ω, p1, . . . , pd)J(ω) dω

∫ 1

0

ρp1+...+pd−1 dρ =
Γ(p1/2) . . .Γ(pd/2)

Γ(p1/2 + . . .+ pd/2 + 1)
,

ãäå

Φ(ω, p1, . . . , pd) = | cosω1|p1−1 . . . | sinω1 sinω2 · · · sinωd−2 sinωd−1|pd−1.

Îòñþäà ∫
Πd−1

Φ(ω, p1, . . . , pd)J(ω) dω = 2
Γ(p1/2) . . .Γ(pd/2)

Γ(p1/2 + . . .+ pd/2)
.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âåëè÷èíû J1 èç òåîðåìû 3.17 èìååì

(3.72) J1 =

∫
Πd−1

| cosω1|α1q1 . . . | sinω1 sinω2 . . . sinωd−2 sinωd−1|αdq1J(ω) dω

=

∫
Πd−1

Φ(ω, α1q1 + 1, . . . , αdq1 + 1)J(ω) dω =

2
Γ((α1q1 + 1)/2) . . .Γ((αdq1 + 1)/2)

Γ((ηq1 + d)/2)
.

Òåïåðü äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç òåîðåìû 3.17. �

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé p = 2.

Òåîðåìà 3.23. Ïóñòü η > 0 è ν > η. Òîãäà

(3.73) E22(Dα, (−∆)ν/2) =
αα/2

ηη/2

(
δ

(2π)d/2

)1−η/ν

,

à âñå ìåòîäû

(3.74) m̂(y)(t) = F−1(a(ξ)(iξ)αy(ξ))(t),

ãäå a(·) � èçìåðèìûå ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ

(3.75) |ξ2α|
(
|1− a(ξ)|2

λ2|ξ|2ν
+
|a(ξ)|2

λ1

)
≤ 1,
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â êîòîðîì

λ1 =
αα(ν − η)

ηην

(
δ2

(2π)d

)−η/ν
, λ2 = λ1

η

ν − η
δ2

(2π)d
,

ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (3.2) èìååì

E22

(
Dα, (−∆)ν/2

)
≥ sup

x(·)∈W2

‖Fx(·)‖
L2(Rd)

≤δ

‖Dαx(·)‖2L2(Rd).

Ïåðåõîäÿ ê îáðàçàì Ôóðüå ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à â ïðàâîé ÷àñòè ìîæåò áûòü
çàïèñàíà â âèäå

(3.76)
1

(2π)d

∫
Rd
|ξ2α||Fx(ξ)|2 dξ → max,

∫
Rd
|Fx(ξ)|2 dξ ≤ δ2,

1

(2π)d

∫
Rd
|ξ|2ν |Fx(ξ)|2 dξ ≤ 1.

Ïîëîæèì

ξ̂ =
1
√
η

(
(2π)d

δ2

) 1
2ν

(
√
α1, . . . ,

√
αd), ξ̂ε = ξ̂

(
1− ε

|ξ̂|

)
, 0 < ε < |ξ̂|,

Bε = {ξ ∈ Rd : |ξ − ξ̂ε| < ε }.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ x̂(·) òàê, ÷òîáû

Fx̂(ξ) =


δ√
|Bε|

, ξ ∈ Bε,

0, ξ /∈ Bε.

Òîãäà ‖Fx̂(·)‖2L2(Rd) = δ2,

‖(−∆)ν/2x̂(·)‖2L2(Rd) =
δ2

(2π)d|Bε|

∫
Bε

|ξ|2ν dξ ≤ δ2

(2π)d
|ξ̂|2ν = 1.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ x̂(·) ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé â çàäà÷å (3.76). Ïîýòîìó

E2
22(Dα, (−∆)ν/2) ≥ sup

‖(−∆)ν/2x(·)‖
L2(Rd)

≤1

‖Fx(·)‖
L2(Rd)

≤δ

‖Dαx(·)‖2L2(Rd)

≥ ‖Dαx̂(·)‖2L2(Rd) =
δ2

(2π)d|Bε|

∫
Bε

|ξ2α| dξ =
δ2

(2π)d
|ξ2α

0 |,

ãäå ξ0 � íåêîòîðàÿ òî÷êà èç Bε. Óñòðåìëÿÿ ε ê íóëþ, ïîëó÷àåì îöåíêó

(3.77) E2
22(Dα, (−∆)ν/2) ≥ δ2

(2π)d
|ξ̂ 2α| = αα

ηη

(
δ2

(2π)d

)1−η/ν

.

Áóäåì èñêàòü îïòèìàëüíûå ìåòîäû ñðåäè ìåòîäîâ, èìåþùèõ âèä (3.74).
Ïåðåõîäÿ ê ïðåîáðàçîâàíèþ Ôóðüå, ïîëó÷àåì

‖Dαx(·)− m̂(y)(·)‖2L2(Rd) =
1

(2π)d

∫
Rd
|ξ2α| |Fx(ξ)− a(ξ)y(ξ)|2 dξ.

Ïîëîæèì z(·) = Fx(·)− y(·) è áóäåì ó÷èòûâàòü, ÷òî

‖z(·)‖L2(Rd) ≤ δ,
1

(2π)d

∫
Rd
|ξ|2ν |Fx(ξ)|2 dξ ≤ 1.
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Òîãäà

‖Dαx(·)− m̂(y)(·)‖2L2(Rd) =
1

(2π)d

∫
Rd
|ξ2α| |(1− a(ξ))Fx(ξ) + a(ξ)z(ξ)|2 dξ.

Çàïèøåì ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â âèäå

|ξ2α|
∣∣∣∣ (1− a(ξ))

√
λ2|ξ|νFx(ξ)√

λ2|ξ|ν
+
a(ξ)√
λ1

√
λ1z(ξ)

∣∣∣∣2 .
Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ îöåíêó

‖Dαx(·)− m̂(y)(·)‖2L2(Rd)

≤ vraisup
ξ∈Rd

S(ξ)
1

(2π)d

∫
Rd

(
λ2|ξ|2ν |Fx(ξ)|2 + λ1|z(ξ)|2

)
dξ,

ãäå

S(ξ) = |ξ2α|
(
|1− a(ξ)|2

λ2|ξ|2ν
+
|a(ξ)|2

λ1

)
.

Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî S(ξ) ≤ 1 äëÿ ïî÷òè âñåõ ξ ∈ Rd, òî, ó÷èòûâàÿ (3.77),
ïîëó÷àåì

(3.78) e2
22(Dα, (−∆)ν/2, m̂) ≤ 1

(2π)d

∫
Rd

(
λ2|ξ|2ν |Fx(ξ)|2 + λ1|z(ξ)|2

)
dξ

≤ λ2 + λ1
δ2

(2π)d
=
αα

ηη

(
δ2

(2π)d

)1−η/ν

≤ E2
22(Dα, (−∆)ν/2).

Îòñþäà âûòåêàåò îïòèìàëüíîñòü ðàññìàòðèâàåìûõ ìåòîäîâ è ðàâåíñòâî (3.73).
Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî ôóíêöèé a(·), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëî-

âèþ (3.75) íå ïóñòî. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè âñåõ ξ ∈ Rd

(3.79) −|ξ2α|+ λ1 + λ2|ξ|2ν ≥ 0.

Èç íåðàâåíñòâà (ñì. [101, ñòð. 302])( d∏
j=1

x
pj
j

) 1∑d
j=1

pj ≤
∑d
j=1 pjxj∑d
j=1 pj

,

ïîëîæèâ xj = |tj |2/αj , pj = αj , ïîëó÷àåì

|t2α| ≤ αα

ηη
|t|2η.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ y(t) = xη/ν , x ≥ 0. Êàñàòåëüíàÿ ê ýòîé ôóíêöèè â ëþáîé
òî÷êå x0 > 0 èìååò âèä

y =
η

ν
x
η/ν−1
0 x+

ν − η
ν

x
η/ν
0 .

Ôóíêöèÿ y(·) � âîãíóòàÿ, ïîýòîìó ïðè âñåõ x ≥ 0

xη/ν ≤ η

ν
x
η/ν−1
0 s+

ν − η
ν

x
η/ν
0 .

Ïîëîæèâ x0 = |ξ̂|2ν , x = |ξ|2ν , ïîëó÷àåì

|ξ2α| ≤ αα

ηη
|ξ|2η ≤ αα

ηη

(
η

ν
|ξ̂|2(η−ν)|ξ|2ν +

ν − η
ν
|ξ̂|2η

)
.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî

αα(ν − η)

ηην
|ξ̂|2η = λ1,

αα

ηη−1ν
|ξ̂|2(η−ν) = λ2.
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Òàêèì îáðàçîì,
|ξ2α| ≤ λ1 + λ2|ξ|2ν .

Äëÿ ôóíêöèè

a(ξ) =
λ1

λ1 + λ2|ξ|2ν
èìååì

|ξ2α|
(
|1− a(ξ)|2

λ2|ξ|2n
+
|a(ξ)|2

λ1

)
=

|ξ2α|
λ1 + λ2|ξ|2ν

≤ 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî ôóíêöèé a(·), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (3.75) íå
ïóñòî. �

3.9. Âîññòàíîâëåíèå â ìåòðèêå L∞(Rd)

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (3.56) ïðè r =∞. Ïîëîæèì

(3.80) γ̂d =
ν − η − d/2

ν + d(1/2− 1/p)
, q̂d =

1

1/2 + γ2(1/2− 1/p)
.

Ïóñòü ôóíêöèÿ κ(·) ïðè 1 < p <∞ îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì

κ(ξ)

(1− κ(ξ))p−1
= (2π)d

|ψ(ξ)|p−2

|ϕ(ξ)|2(p−1)
,

ïðè p = 1

κ(ξ) = min{1, (2π)d|ψ(ξ)|−1},
à ïðè p =∞

κ(ξ) =

(
1− |ϕ(ξ)|2

|ψ(ξ)|

)
+

.

Òåîðåìà 3.24. Ïóñòü η > d(1/p− 1), ν > η + d/2 è 1 ≤ p ≤ ∞. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî

J2 =

∫
Πd−1

ψ̃q̂d(ω)

ϕ̃q̂d(1−γ̂d)(ω)
J(ω) dω <∞.

Òîãäà

Ep∞(Λ, D) =

√
(ν + d(1/2− 1/p))B̂dJ2(2π)−dq̂d(1+γ̂d)/2

2(ν − η − d/2)(η + d(1− 1/p))
σ,

ãäå

σ =

δ√η + d(1− 1/p)

ν − η − d/2

(
B̂dJ2(2π)−dq̂d(1+γ̂d)/2

2(ν + d(1/2− 1/p))

)1/2−1/p


ν−η−d/2
ν+d(1/2−1/p)

,

à

(3.81) B̂d = B (q̂dγ̂d/p+ 1, q̂d(1− γ̂d)/2) .

Ìåòîä
m̂(y)(t) = F−1

(
κ
(
σ

1
ν−η−d/2 ξ

)
ψ(ξ)y(ξ)

)
(t)

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó (3.2) èìååì

Ep∞(Λ, D) ≥ sup
x(·)∈Wp

‖Fx(·)‖
Lp(Rd)

≤δ

‖Λx(·)‖L∞(Rd).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x(·) ∈Wp è ‖Fx(·)‖Lp(Rd) ≤ δ. Åñëè âçÿòü x̂(·) òàê, ÷òîáû

Fx̂(ξ) = ε(ξ)e−i〈t,ξ〉Fx(ξ),
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ãäå

ε(ξ) =


ψ(ξ)Fx(ξ)

|ψ(ξ)Fx(ξ)|
, ψ(ξ)Fx(ξ) 6= 0,

0, ψ(ξ)Fx(ξ) = 0,

, 〈t, ξ〉 = t1ξ1 + . . .+ tdξd,

òî x̂(·) ∈Wp, ‖Fx̂(·)‖L2([0,π]) ≤ δ è∣∣∣∣∫
Rd
ψ(ξ)Fx̂(ξ)ei〈t,ξ〉 dξ

∣∣∣∣ =

∫
Rd
|ψ(ξ)Fx(ξ)| dξ.

Ïîýòîìó

(3.82) Ep∞(Λ, D) ≥ 1

(2π)d
sup

x(·)∈Wp

‖Fx(·)‖
Lp(Rd)

≤δ

∫
Rd
|ψ(ξ)Fx(ξ)| dξ.

Ïóñòü 1 ≤ p <∞. Èç (3.35) âûòåêàåò, ÷òî

Ep∞(Λ, D) ≥ E(p, 1, 2),

ãäå â çàäà÷å î íàõîæäåíèè E(p, 1, 2) ôóíêöèþ ϕ(·) ñëåäóåò çàìåíèòü íà
(2π)−d/2ϕ(·), à ôóíêöèþ ψ(·) íà (2π)−dψ(·). Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 3.13, ïîëó÷à-
åì

E(p, 1, 2) = Cδγ̂d ,

ãäå

C = γ̂
− γ̂dp
d (1− γ̂d)−

1−γ̂d
2

(
B̂dJ2(2π)−dq̂d(1+γ̂d)/2

2(ν − η − d/2)

)1/q̂d

δγ̂d .

Ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì

(3.83) E(p, 1, 2) =

√
(ν + d(1/2− 1/p))B̂dJ2(2π)−dq̂d(1+γ̂d)/2

2(ν − η − d/2)(η + d(1− 1/p))
σ.

Èç òîé æå òåîðåìû 3.13 âûòåêàåò, ÷òî ïðè x(·) ∈Wp è ‖Fx(·)−y(·)‖L2([0,π]) ≤ δ
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî∫

Rd

∣∣∣∣ 1

(2π)d
ψ(ξ)Fx(ξ)−m(y)(ξ)

∣∣∣∣ dξ ≤ E(p, 1, 2),

ãäå

m(y)(ξ) =
1

(2π)d
κ

(
ξ

1
ν+d(1/2−1/p)

1 ξ

)
ψ(ξ)y(ξ),

à

ξ1 = δ
(
γ̂−1
d (1− γ̂d)p−1Cp−2

) q̂d
2p = σ1/γ̂d .

Ñëåäîâàòåëüíî,∣∣∣∣ 1

(2π)d

∫
Rd
ψ(ξ)Fx(ξ)ei〈t,ξ〉 dξ −

∫
Rd
m(y)(ξ)ei〈t,ξ〉 dξ

∣∣∣∣
≤
∫
Rd

∣∣∣∣ 1

(2π)d
ψ(ξ)Fx(ξ)−m(y)(ξ)

∣∣∣∣ dξ ≤ E(p, 1, 2) ≤ Ep∞(Λ, D).

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ìåòîä m̂(y)(·) ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì, à ïîãðåøíîñòü
îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ñîâïàäàåò ñ âåëè÷èíîé E(p, 1, 2).

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà p =∞. Ïîëîæèì

s(ξ) =


ψ(ξ)

|ψ(ξ)|
, ψ(ξ) 6= 0,

1, ψ(ξ) = 0.
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Ïóñòü ôóíêöèÿ x̂(·) òàêîâà, ÷òî

Fx̂(ξ) =


δs(ξ), |ψ(ξ)| ≥ λ|ϕ(ξ)|2,
δ

λ

ψ(ξ)

|ϕ(ξ)|2
, |ψ(ξ)| < λ|ϕ(ξ)|2.

Âûáåðåì λ > 0 òàê, ÷òîáû ‖Dx̂(·)‖L2(Rd) = 1. Òîãäà äëÿ íàõîæäåíèÿ λ ïîëó÷àåì
óðàâíåíèå

δ2

(2π)d

∫
|ψ(ξ)|≥λ|ϕ(ξ)|2

|ϕ(ξ)|2 dξ +
δ2λ−2

(2π)d

∫
|ψ(ξ)|<λ|ϕ(ξ)|2

|ψ(ξ)|2

|ϕ(ξ)|2
dξ = 1.

Ïåðåõîäÿ ê ñôåðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì, ïîëó÷àåì

δ2

(2π)d

∫
Πd−1

ϕ̃2(ω)J(ω) dω

∫ Φ2(ω)

0

ρ2ν+d−1 dρ

+
δ2λ−2

(2π)d

∫
Πd−1

ψ̃2(ω)

ϕ̃2(ω)
J(ω) dω

∫ +∞

Φ2(ω)

ρ−2ν+2η+d−1 dρ = 1,

ãäå

Φ2(ω) =

(
ψ̃(ω)

λϕ̃2(ω)

) 1
2ν−η

.

Òåì ñàìûì ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

δ2

(2π)d
λ−

2ν+d
2ν−η

4ν − 2η

(2ν + d)(2ν − 2η − d)
J2 = 1.

Îòñþäà

λ =

(
δ2(4ν − 2η)

(2π)d(2ν + d)(2ν − 2η − d)
J2

) 2ν−η
2ν+d

.

Èç (3.82) âûòåêàåò, ÷òî

E∞∞(Λ, D) ≥ 1

(2π)d

∫
Rd
|ψ(ξ)||Fx̂(ξ)| dξ =

δ

(2π)d

∫
|ψ(ξ)|≥λ|ϕ(ξ)|2

|ψ(ξ)| dξ

+
δ

λ(2π)d

∫
|ψ(ξ)|<λ|ϕ(ξ)|2

|ψ(ξ)|2

|ϕ(ξ)|2
dξ =

δ

(2π)d

∫
Πd−1

ψ̃(ω)J(ω) dω

∫ Φ2(ω)

0

ρη+d−1 dρ

+
δ

λ(2π)d

∫
Πd−1

ψ̃2(ω)

ϕ̃2(ω)
J(ω) dω

∫ +∞

Φ2(ω)

ρ−2ν+2η+d−1 dρ =
δλ−

η+d
2ν−η

(2π)d(η + d)
J2

+
δ

λ(2π)d(2ν − 2η − d)
λ

2ν−2η−d
2ν−η J2 =

δ(2ν − η)λ−
η+d
2ν−η J2

(2π)d(η + d)(2ν − 2η − d)
= Ê,

ãäå

Ê =
(ν + d/2)

η+d
2ν+d

η + d

(
(2ν − η)J2

(2π)d(2ν − 2η − d)

) 2ν−η
2ν+d

δ
2ν−2η−d

2ν+d .

Äîêàæåì, ÷òî äëÿ âñåõ x(·) ∈ X∞ âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

(3.84) Λx(t) =
1

(2π)d

∫
|ψ(ξ)|≥λ|ϕ(ξ)|2

(ψ(ξ)− λs(ξ)|ϕ(ξ)|2)Fx(ξ)ei〈t,ξ〉 dξ

+
λ

δ(2π)d

∫
Rd
|ϕ(ξ)|2Fx(ξ)Fx̂(ξ)ei〈t,ξ〉 dξ.
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Äåéñòâèòåëüíî,

1

(2π)d

∫
|ψ(ξ)|≥λ|ϕ(ξ)|2

(ψ(ξ)− λs(ξ)|ϕ(ξ)|2)Fx(ξ)ei〈t,ξ〉 dξ

+
λ

δ(2π)d

∫
Rd
|ϕ(ξ)|2Fx(ξ)Fx̂(ξ)ei〈t,ξ〉 dξ

=
1

(2π)d

∫
|ψ(ξ)|≥λ|ϕ(ξ)|2

(ψ(ξ)− λs(ξ)|ϕ(ξ)|2)Fx(ξ)ei〈t,ξ〉 dξ

+
1

(2π)d

∫
|ψ(ξ)|≥λ|ϕ(ξ)|2

λs(ξ)|ϕ(ξ)|2Fx(ξ)ei〈t,ξ〉 dξ

+
1

(2π)d

∫
|ψ(ξ)|<λ|ϕ(ξ)|2

ψ(ξ)Fx(ξ)ei〈t,ξ〉 dξ

=
1

(2π)d

∫
Rd
ψ(ξ)Fx(ξ)ei〈t,ξ〉 dξ = Λx(t).

Îöåíèì ïîãðåøíîñòü ìåòîäà

m(y)(t) =
1

(2π)d

∫
|ψ(ξ)|≥λ|ϕ(ξ)|2

(ψ(ξ)− λs(ξ)|ϕ(ξ)|2)y(ξ)ei〈t,ξ〉 dξ.

Èìååì

|Λx(t)−m(y)(t)| =
∣∣∣∣ 1

(2π)d

∫
Rd
ψ(ξ)Fx(ξ)ei〈t,ξ〉 dξ

− 1

(2π)d

∫
|ψ(ξ)|≥λ|ϕ(ξ)|2

(ψ(ξ)− λs(ξ)|ϕ(ξ)|2)y(ξ)ei〈t,ξ〉 dξ

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣ 1

(2π)d

∫
Rd
ψ(ξ)Fx(ξ)ei〈t,ξ〉 dξ

− 1

(2π)d

∫
|ψ(ξ)|≥λ|ϕ(ξ)|2

(ψ(ξ)− λs(ξ)|ϕ(ξ)|2)Fx(ξ)ei〈t,ξ〉 dξ

∣∣∣∣
+

1

(2π)d

∫
|ψ(ξ)|≥λ|ϕ(ξ)|2

|ψ(ξ)− λs(ξ)|ϕ(ξ)|2|Fx(ξ)− y(ξ)| dξ.

Äëÿ x(·) òàêèõ, ÷òî

‖Fx(·)− y(·)‖L∞(Rd) ≤ δ,
1

(2π)d

∫
Rd
|ϕ(ξ)|2|Fx(ξ)|2 dξ ≤ 1,

ó÷èòûâàÿ (3.84), ïîëó÷àåì

|Λx(t)−m(y)(t)| ≤ λ

δ(2π)d

∫
Rd
|ϕ(ξ)|2|Fx(ξ)||Fx̂(ξ)| dξ + µ ≤ λ

δ
+ µ,

ãäå

µ =
δ

(2π)d

∫
|ψ(ξ)|≥λ|ϕ(ξ)|2

(|ψ(ξ)− λ|ϕ(ξ)|2) dξ.

Âûøå áûëî âû÷èñëåíî

δ

(2π)d

∫
|ψ(ξ)|≥λ|ϕ(ξ)|2

|ψ(ξ)| dξ =
δλ−

η+d
2ν−η

(2π)d(η + d)
J2.
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Äàëåå,

δλ

(2π)d

∫
|ψ(ξ)|≥λ|ϕ(ξ)|2

|ϕ(ξ)|2 dξ =
δλ

(2π)d

∫
Πd−1

ϕ̃2(ω)J(ω) dω

∫ Φ2(ω)

0

ρ2ν+d−1 dρ

=
δλ−

η+d
2ν−η

(2π)d(2ν + d)
J2.

Òàêèì îáðàçîì,

µ =
δλ−

η+d
2ν−η (2ν − η)

(2π)d(η + d)(2ν + d)
J2.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî λ/δ + µ = Ê, ïîýòîìó

e∞∞(Λ, D,m) ≤ Ê ≤ E∞∞(Λ, D).

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî m(y)(·) � îïòèìàëüíûé ìåòîä, à ïîãðåøíîñòü îïòèìàëü-
íîãî âîññòàíîâëåíèÿ ðàâíà Ê. Íåñëîæíàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè p =∞
ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (3.83) ñîâïàäàåò ñ Ê.

Ìåòîä m(y)(·) ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå

m(y)(t) = F−1

((
1− λ |ϕ(ξ)|2

|ψ(ξ)|

)
+

ψ(ξ)y(ξ)

)
(t).

Ïðè p =∞

m̂(y)(t) = F−1

((
1− σ

2ν−η
ν−η−d/2

|ϕ(ξ)|2

|ψ(ξ)|

)
+

ψ(ξ)y(ξ)

)
(t).

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè p =∞ σ
2ν−η

ν−η−d/2 = λ. Ïîýòîìó m(y)(·) = m̂(y)(·). �

Ïóñòü d = 1, ν, η � öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, ϕ(ξ) = (iξ)ν , ψ(ξ) = (iξ)η.

Òåì ñàìûì ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà D =
dν

dtν
, à Λ =

dη

dtη
. Ïóñòü ôóíêöèÿ

κ∗d(·) ïðè 1 < p <∞ îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì

κ∗d(ξ)

(1− κ∗d(ξ))p−1
= (2π)d

|ξ|η(p−2)

|ξ|2ν(p−1)
,

ïðè p = 1

κ∗d(ξ) = min{1, (2π)d|ξ|−η},
à ïðè p =∞

κ∗d(ξ) =
(
1− |ξ|2ν−η

)
+
.

Ñëåäñòâèå 3.25. Ïóñòü ν, η � öåëûå, η ≥ 0, ν > η, η+p > 1 è 1 ≤ p ≤ ∞.
Òîãäà

Ep∞

(
dη

dtη
,
dν

dtν

)
=

√
(ν + 1/2− 1/p)B̂1(2π)−q̂1(1+γ̂1)/2

(ν − η − 1/2)(η + 1− 1/p)
σ,

ãäå

σ =

δ√η + 1− 1/p

ν − η − 1/2

(
B̂1(2π)−q̂1(1+γ̂1)/2

ν + 1/2− 1/p

)1/2−1/p


ν−η−1/2
ν+1/2−1/p

.

Ìåòîä
m̂(y)(t) = F−1

(
κ∗1

(
σ

1
ν−η−1/2 ξ

)
(iξ)ηy(ξ)

)
(t)

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Ïðèìåíèì òåîðåìó 3.24 ê îïåðàòîðàì Λ = (−∆)η/2 è D = (−∆)ν/2.
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Ñëåäñòâèå 3.26. Ïóñòü η ≥ 0, ν > η + d/2, η + p > 1 è 1 ≤ p ≤ ∞. Òîãäà

Ep∞((−∆)η/2, (−∆)ν/2) =

√
(ν + d(1/2− 1/p))B̂dI0(2π)−dq̂d(1+γ̂d)/2

2(ν − η − d/2)(η + d(1− 1/p))
σ̂,

ãäå

σ̂ =

δ√η + d(1− 1/p)

ν − η − d/2

(
B̂dI0(2π)−dq̂d(1+γ̂d)/2

2(ν + d(1/2− 1/p))

)1/2−1/p


ν−η−d/2
ν+d(1/2−1/p)

,

à I0 îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì (3.66). Ìåòîä

m̂(y)(t) = F−1
(
κd

(
σ̂

1
ν−η−d/2 ξ

)
|ξ|ηy(ξ)

)
(t)

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðèìåíåíèå òåîðåìû 3.24 ê îïåðàòîðàì Λ = Dα è D =
(−∆)ν/2. Ïóñòü ôóíêöèÿ κ̂(·) ïðè 1 < p <∞ îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì

κ̂(ξ)

(1− κ̂(ξ))p−1
= (2π)d

|ξα|p−2

|ξ|2ν(p−1)
,

ïðè p = 1

κ̂(ξ) = min{1, (2π)d|ξα|−1},
à ïðè p =∞

κ̂(ξ) =

(
1− |ξ|

2ν

|ξα|

)
+

.

Ñëåäñòâèå 3.27. Ïóñòü η = α1 + . . . + αd > 0, ν > η + d/2, 1 ≤ p ≤ ∞.
Òîãäà

Ep∞(Dα, (−∆)ν/2) =

√
(ν + d(1/2− 1/p))B̂dĴ(2π)−dq̂d(1+γ̂d)/2

2(ν − η − d/2)(η + d(1− 1/p))
σ,

ãäå

σ =

δ√η + d(1− 1/p)

ν − η − d/2

(
B̂dĴ(2π)−dq̂d(1+γ̂d)/2

2(ν + d(1/2− 1/p))

)1/2−1/p


ν−η−d/2
ν+d(1/2−1/p)

,

ãäå

(3.85) Ĵ = 2
Γ((α1q̂d + 1)/2) . . .Γ((αdq̂d + 1)/2)

Γ((ηq̂d + d)/2)
.

Ìåòîä

m̂(y)(t) = F−1
(
κ̂
(
σ

1
ν−η−d/2 ξ

)
(iξ)αy(ξ)

)
(t)

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âåëè÷èíà J2 èç òåîðåìû 3.24 â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó-
÷àå èìååò âèä

J2 =

∫
Πd−1

| cosω1|α1q̂d . . . | sinω1 sinω2 . . . sinωd−2 sinωd−1|αdq̂dJ(ω) dω = Ĵ .

Ó÷èòûâàÿ (3.72), ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî (3.85). Òåïåðü óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ
íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç òåîðåìû 3.24. �
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3.10. Òî÷íûå íåðàâåíñòâà äëÿ ñòåïåíåé îïåðàòîðà Ëàïëàñà è
äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ

Â ñèëó ðàâåíñòâà (3.35) äëÿ çàäà÷è (3.56) èìååì

Epr(Λ, D) = sup
x(·)∈Wp

‖Fx(·)‖
Lp(Rd)

≤δ

‖Λx(·)‖Lr(Rd).

Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 3.10 äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäå-
íèå.

Òåîðåìà 3.28. Åñëè

sup
‖Dx(·)‖Lr(T,µ)≤1

‖x(·)‖Lp(T,µ)≤δ

‖Λx(·)‖Lq(T,µ) = Cδα,

ãäå α ∈ (0, 1), òî èìååò ìåñòî òî÷íîå íåðàâåíñòâî

(3.86) ‖Λx(·)‖Lq(T,µ) ≤ C‖Fx(·)‖αLp(T,µ)‖Dx(·)‖1−αLr(T,µ).

Òàêèì îáðàçîì, êàæäîé ðàññìîòðåííîé âûøå çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ ñ êîí-
êðåòíûìè îïåðàòîðàìè Λ è D ñîîòâåòñòâóåò òî÷íîå íåðàâåíñòâî âèäà (3.86).
Ïðèâåäåì ðÿä òàêèõ íåðàâåíñòâ.

Ïîëîæèì

Ĉd =

√
ν + d(1/2− 1/p)

η + d(1/2− 1/p)

×

√η + d(1/2− 1/p)

(2π)d(ν − η)

(
πd/2B̃d

Γ(d/2)(ν + d(1/2− 1/p))

)1/2−1/p


ν−η
ν+d(1/2−1/p)

,

ãäå

B̃d = B

(
1

1− 2/p
,
η + d(1/2− 1/p)

(ν − η)(1− 2/p)

)
.

Èç ñëåäñòâèÿ 3.18 ïîëó÷àåì

Òåîðåìà 3.29. Ïóñòü ν, η � öåëûå, η ≥ 0, ν > η, 2 < p ≤ ∞. Òîãäà èìååò
ìåñòî òî÷íîå íåðàâåíñòâî

‖x(η)(·)‖L2(R) ≤ Ĉ1‖Fx(·)‖
ν−η

ν+1/2−1/p

Lp(R) ‖x(ν)(·)‖
η+1/2−1/p
ν+1/2−1/p

L2(R) .

Èç ñëåäñòâèÿ 3.20 ïîëó÷àåì

Òåîðåìà 3.30. Ïóñòü η ≥ 0, ν > η, 2 < p ≤ ∞. Òîãäà èìååò ìåñòî
òî÷íîå íåðàâåíñòâî

‖(−∆)η/2x(·)‖L2(Rd) ≤ Ĉd‖Fx(·)‖
ν−η

ν+d(1/2−1/p)

Lp(Rd)
‖(−∆)ν/2x(·)‖

η+d(1/2−1/p)
ν+d(1/2−1/p)

L2(Rd)
.

Ïîëîæèì

K̂ =

√
ν + d(1/2− 1/p)

η + d(1/2− 1/p)

×

√η + d(1/2− 1/p)

(2π)d(ν − η)

(
B̃dJ1

2(ν + d(1/2− 1/p))

)1/2−1/p


ν−η
ν+d(1/2−1/p)

,

ãäå

J1 = 2
Γ((α1q1 + 1)/2) . . .Γ((αdq1 + 1)/2)

Γ((ηq1 + d)/2)
,
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à

q1 =
ν + d(1/2− 1/p)

(ν − η)(1/2− 1/p)
.

Èç ñëåäñòâèÿ 3.22 ïîëó÷àåì

Òåîðåìà 3.31. Ïóñòü η = α1 + . . . + αd, ν > η, 2 < p ≤ ∞. Òîãäà èìååò
ìåñòî òî÷íîå íåðàâåíñòâî

‖Dαx(·)‖L2(Rd) ≤ K̂‖Fx(·)‖
ν−η

ν+d(1/2−1/p)

Lp(Rd)
‖(−∆)ν/2x(·)‖

η+d(1/2−1/p)
ν+d(1/2−1/p)

L2(Rd)
.

Ïðèâåäåì åùå ðÿä òî÷íûõ íåðàâåíñòâ äëÿ íîðì â L∞(Rd). Ïîëîæèì

K̂d =

√
(ν + d(1/2− 1/p))πd/2(2π)−dq̂d(1+γ̂d)/2B̂d

Γ(d/2)(ν − η − d/2)(η + d(1− 1/p))

×

√η + d(1− 1/p)

ν − η − d/2

(
πd/2(2π)−dq̂d(1+γ̂d)/2B̂d

Γ(d/2)(ν + d(1/2− 1/p))

)1/2−1/p


ν−η−d/2
ν+d(1/2−1/p)

,

ãäå γ̂d è q̂d îïðåäåëåíû ðàâåíñòâàìè (3.80), à B̂d � ðàâåíñòâîì (3.81).
Èç ñëåäñòâèÿ 3.25 âûòåêàåò

Òåîðåìà 3.32. Ïóñòü ν, η � öåëûå, η ≥ 0, ν > η, η + p > 1 è 1 ≤ p ≤ ∞.
Òîãäà èìååò ìåñòî òî÷íîå íåðàâåíñòâî

‖x(η)(·)‖L∞(R) ≤ K̂1‖Fx(·)‖
ν−η−1/2
ν+1/2−1/p

Lp(R) ‖x(ν)(·)‖
η+1−1/p
ν+1/2−1/p

L2(R) .

Èç ñëåäñòâèÿ 3.26 âûòåêàåò

Òåîðåìà 3.33. Ïóñòü η ≥ 0, ν > η + d/2, η + p > 1 è 1 ≤ p ≤ ∞. Òîãäà
èìååò ìåñòî òî÷íîå íåðàâåíñòâî

‖(−∆)η/2x(·)‖L∞(Rd) ≤ K̂d‖Fx(·)‖
ν−η−d/2

ν+d(1/2−1/p)

Lp(Rd)
‖(−∆)ν/2x(·)‖

η+d(1−1/p)
ν+d(1/2−1/p)

L2(Rd)
.

Ïîëîæèì

M̂ =

√
(ν + d(1/2− 1/p))B̂dĴ(2π)−dq̂d(1+γ̂d)/2

2(ν − η − d/2)(η + d(1− 1/p))

×

√η + d(1− 1/p)

ν − η − d/2

(
B̂dĴ(2π)−dq̂d(1+γ̂d)/2

2(ν + d(1/2− 1/p))

)1/2−1/p


ν−η−d/2
ν+d(1/2−1/p)

,

ãäå γ̂d, q̂d è B̂d òå æå, ÷òî è ïðè îïðåäåëåíèè âåëè÷èíû K̂d, à Ĵ îïðåäåëåíî
ðàâåíñòâîì (3.85). Èç ñëåäñòâèÿ 3.27 âûòåêàåò

Òåîðåìà 3.34. Ïóñòü η = α1 + . . .+αd > 0, ν > η+ d/2, 1 ≤ p ≤ ∞. Òîãäà
èìååò ìåñòî òî÷íîå íåðàâåíñòâî Òîãäà èìååò ìåñòî òî÷íîå íåðàâåíñòâî

‖Dαx(·)‖L∞(Rd) ≤ M̂‖Fx(·)‖
ν−η−d/2

ν+d(1/2−1/p)

Lp(Rd)
‖(−∆)ν/2x(·)‖

η+d(1−1/p)
ν+d(1/2−1/p)

L2(Rd)
.

3.11. Êîììåíòàðèè

3.1. Ìàòåðèàë ýòîãî ðàçäåëà âçÿò èç ðàáîòû Ê. Þ. Îñèïåíêî [21].
3.2. Ñëó÷àè ñîâïàäåíèÿ ìåòðèê èçó÷àëèñü â ðàáîòå Ê. Þ. Îñèïåíêî [87].
3.3. Òåîðåìà 3.6 äîêàçàíà Ê. Þ. Îñèïåíêî [21]. Ñëó÷àè ñîâïàäåíèÿ ìåòðèê

äëÿ îäíîðîäíûõ âåñîâ ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòå Ê. Þ. Îñèïåíêî [88].
3.4. Ìàòåðèàë ýòîãî ðàçäåëà îñíîâàí íà ðàáîòàõ Ê. Þ. Îñèïåíêî [21], [24].
3.5. Òåîðåìà 3.13 äîêàçàíà â ðàáîòå Ê. Þ. Îñèïåíêî [88].
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3.6. Òåîðåìà 3.14 ïðè (q, p, r) ∈ P äîêàçàíà â ðàáîòå Ê. Þ. Îñèïåíêî [21].
Ñëåäñòâèå 3.15 ïðè (q, p, r) ∈ P áûëî ïîëó÷åíî â ðàáîòå S. Barza, V. Burenkov,
J. Pe�cari�c, L.-E. Persson [1]. Íåðàâåíñòâî, ïîëó÷åííîå â ýòîì ñëåäñòâèè ÿâ-
ëÿåòñÿ îáîáùåíèå èçâåñòíîãî íåðàâåíñòâà Êàðëñîíà. Îáîáùåíèþ íåðàâåíñòâà
Êàðëñîíà ïîñâÿùåíî ìíîãî ðàáîò (ñì., íàïðèìåð, ñîîòâåòñòâóþùèå ññûëêè â
[1]). Ñëåäñòâèå 3.16, ñâÿçàííîå ñ îäíèì èç òàêèõ îáîáùåíèé, áûëî ïîëó÷åíî
Â. È. Ëåâèíûì [51].

3.7. Çàäà÷à âîññòàíîâëåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ïî íåòî÷íî çà-
äàííîìó ïðåîáðàçîâàíèþ Ôóðüå ïðè q = ∞ è p = r = 2 áûëà ïîñòàâëåíà è
ðåøåíà â ðàáîòå Ê. Þ. Îñèïåíêî [21]. Áîëåå îáùèå ñëó÷àè èññëåäîâàëèñü â
ðàáîòå Ê. Þ. Îñèïåíêî [88].

3.8. Òåîðåìà 3.17 äîêàçàíà â ðàáîòå Ê. Þ. Îñèïåíêî [88]. Óòâåðæäåíèå
ñëåäñòâèÿ 3.18 áûëî ïîëó÷åíî â ðàáîòå Ã. Ã. Ìàãàðèë-Èëüÿåâà, Ê. Þ. Îñèïåíêî
[63]. Ðåçóëüòàò ïîëó÷åííûé â òåîðåìå 3.19 âûòåêàåò èç ðàáîòû Ã. Ã. Ìàãàðèë-
Èëüÿåâà, Ê.Þ. Îñèïåíêî [61]. Ñëåäñòâèå 3.20 ïîëó÷åíî â ðàáîòå Ê.Þ. Îñèïåí-
êî [88]. Ñëó÷àé p =∞ ðàññìàòðèâàëñÿ ðàíåå Å. Î. Ñèâêîâîé [92]. Ñëó÷àé p = 2
(òåîðåìà 3.21) èçó÷àëñÿ â ðàáîòå Ã. Ã. Ìàãàðèë-Èëüÿåâà, Å. Î. Ñèâêîâîé [69].
Ñëåäñòâèå 3.22 è òåîðåìà 3.23 äîêàçàíû Ê.Þ. Îñèïåíêî [88]. Ðåçóëüòàòû, áëèç-
êèå ê ïîëó÷åííûì â òåîðåìå 3.23, ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ Ã. Ã. Ìàãàðèë-Èëüÿåâà,
Ê. Þ. Îñèïåíêî [56], [66].

3.9. Ñëåäñòâèå 3.25 ïîëó÷åíî Ê. Þ. Îñèïåíêî [88]. Ñëó÷àè p = 1, 2,∞
ðàññìàòðèâàëèñü ðàíåå â ðàáîòå Ã. Ã. Ìàãàðèë-Èëüÿåâà, Ê. Þ. Îñèïåíêî [58]
(òàì æå ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà p = 1, à η = 0). Ñëåäñòâèå 3.26 ïîëó÷åíî
Ê. Þ. Îñèïåíêî [88]. Ñëó÷àé p = ∞ áûë ðàññìîòðåí ðàíåå Å. Î. Ñèâêîâîé
[93], à ñëó÷àé p = 2 â ðàáîòå Ê. Þ. Îñèïåíêî [21]. Ñëåäñòâèå 3.27 ïîëó÷åíî
Ê. Þ. Îñèïåíêî [88].

3.10. Òåîðåìà 3.29 ïîëó÷åíà â ðàáîòå Ã. Ã. Ìàãàðèë-Èëüÿåâà, Ê. Þ. Îñè-
ïåíêî [57]. Òåîðåìà 3.30 äîêàçàíà Ê. Þ. Îñèïåíêî [24]. Ñëó÷àé p = 2 ïîëó÷åí
ðàíåå Ã. Ã. Ìàãàðèë-Èëüÿåâà, Å. Î. Ñèâêîâîé [69]. Òåîðåìû 3.31 è 3.32 äî-
êàçàíû Ê. Þ. Îñèïåíêî [24]. Ñëó÷àè p = 1,∞ â òåîðåìå 3.32 âûòåêàþò èç
ðåçóëüòàòîâ Ã. Ã. Ìàãàðèë-Èëüÿåâà, Ê. Þ. Îñèïåíêî [58], à ñëó÷àé p = 2 ýêâè-
âàëåíòåí íåðàâåíñòâó Ë. Â. Òàéêîâà [97]. Òåîðåìà 3.33 äîêàçàíà Ê. Þ. Îñèïåí-
êî [24], ÷àñòíûå ñëó÷àè áûëè ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ Å. Î. Ñèâêîâîé [93] (p =∞)
è Ê. Þ. Îñèïåíêî [21] (p = 2). Òåîðåìà 3.34 äîêàçàíà Ê. Þ. Îñèïåíêî [24],
÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà p = 2, áûë ïîëó÷åí â ðàáîòå Ê. Þ. Îñèïåíêî [21].



Ãëàâà 4

Îïòèìàëüíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ

4.1. Îïòèìàëüíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ íà êëàññå W r
∞([−1, 1])

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ çíà÷åíèÿ x(τ), τ ∈
[−1, 1], ïî çíà÷åíèÿì ôóíêöèè x(·) ∈ W r

∞([−1, 1]) è åå ïðîèçâîäíûõ â ñèñòåìå
ðàçëè÷íûõ òî÷åê t̄ = (t1, . . . , tn) èç îòðåçêà [−1, 1]. Ñëó÷àè r ≥ n è r = 1 áûëè
ðàçîáðàíû â 1.1. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èíôîðìàöèÿ î ôóíêöèè x(·) ∈W r

∞([−1, 1]),
èìåþùàÿñÿ â íàøåì ðàñïîðÿæåíèè, òàêîâà:

(4.1) Ft̄x(·) = (x(t1), . . . , x(ν1−1)(t1), . . . , x(tn), . . . , x(νn−1)(tn)).

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü −1 ≤ t1 < . . . < tn ≤ 1, r ∈ N, νj ∈ N, 1 ≤ νj ≤ r,
j = 1, . . . , n, m = ν1 + . . . + νn ≥ r è s1 < . . . < sm−r � óçëû ñîâåðøåííîãî
ñïëàéíà s(·), óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì

s(ν)(tj) = 0, ν = 0, 1, . . . , νj − 1, j = 1, . . . , n.

Òîãäà äëÿ âñåõ τ ∈ [−1, 1]

(4.2) E(x(τ),W r
∞([−1, 1]), Ft̄) = |s(τ)|,

à åäèíñòâåííûì ëèíåéíûì îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ
ïîëèíîìèàëüíûé ñïëàéí S(·) ñòåïåíè r − 1 ñ óçëàìè â òî÷êàõ s1, . . . , sm−r,
óäîâëåòâîðÿþùèé èíòåðïîëÿöèîííûì óñëîâèÿì

(4.3) S(ν)(tj) = x(ν)(tj), ν = 0, 1, . . . , νj − 1, j = 1, . . . , n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå ñïëàéíîâ s(·) è S(·) äî-
êàçàíî â 7.5.2 è 7.5.3. Äîêàæåì ðàâåíñòâî (4.2). Èç òåîðåìû 2.4 âûòåêàåò, ÷òî

E(x(τ),W r
∞([−1, 1]), Ft̄) = sup

x(·)∈W r
∞([−1,1])

Ft̄x(·)=0

|x(τ)|.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéäåòñÿ x̂(·) ∈ W r
∞([−1, 1]), äëÿ êîòîðîé Ft̄x̂(·) = 0, à

|x̂(τ)| > |s(τ)|. Ïîëîæèì

y(·) = s(·)− ρx̂(·), ρ =
s(τ)

x̂(τ)
.

Òîãäà ôóíêöèÿ y(·) èìååò m + 1 íóëåé ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè è, ñëåäîâàòåëüíî,
y(r)(·) èìååò íå ìåíåå m− r+ 1 ïåðåìåí çíàêà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó òîãî,
÷òî |ρ| < 1, íà êàæäîì èç èíòåðâàëîâ (−1, s1), (s1, s2), . . . , (sm−r, 1) ôóíêöèÿ
y(r)(·) èìååò òîò æå çíàê, ÷òî è s(r)(·), à çíà÷èò, ó íåå ðîâíî m − r ïåðåìåí
çíàêà. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ðàâåíñòâî (4.2).

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî ìåòîäà âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 2.12. Ïóñòü
ñîâåðøåííûé ñïëàéí s(·) èìååò âèä

s(t) =

r−1∑
j=0

ajt
j +

α

r!

(
tr + 2

m−r∑
j=1

(−1)j(t− sj)r+
)
.
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Äëÿ òî÷åê M = (b0, . . . , br−1, u1, . . . , um−r) ∈ Rm äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê òî÷êå
M0 = (a0, . . . , ar−1, s1, . . . , sm−r) ∈ Rm ðàññìîòðèì ôóíêöèè

sM (t) =

r−1∑
j=0

bjt
j +

α

r!

(
tr + 2

m−r∑
j=1

(−1)j(t− uj)r+
)
.

Î÷åâèäíî, ÷òî sM (·) ∈W r
∞([−1, 1]) äëÿ âñåõ M èç äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíî-

ñòè M0 è, êðîìå òîãî, sM0
(·) = s(·). Èìååì

∂sM (t)

∂bj
∣∣M0

= tj , j = 0, . . . , r − 1,

∂sM (t)

∂uj
∣∣M0

=
2α(−1)j+1

(r − 1)!
(t− sj)r−1

+ , j = 1, . . . ,m− r.

Ïîëîæèâ

S(t) =

r−1∑
j=0

yjt
j +

m−r∑
j=1

yj(t− sj)r−1
+ ,

ïîëó÷àåì, ÷òî ñèñòåìà (2.35) ïðèíèìàåò âèä (4.3). Ïîýòîìó îïòèìàëüíûì ìå-
òîäîì âîññòàíîâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèå èíòåðïîëÿöèîííîãî ñïëàéíà S(·) â
òî÷êå τ . �

4.2. Ìèíèìèçàöèÿ ïîãðåøíîñòè âîññòàíîâëåíèÿ íà êëàññå
W r
∞([−1, 1])

Èññëåäóåì òåïåðü çàäà÷ó î ìèíèìèçàöèè ìàêñèìàëüíîé ïîãðåøíîñòè âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ íà êëàññå W r

∞([−1, 1]) ïî èíôîðìàöèè (4.1), êîãäà òî÷êà τ , â êî-
òîðîé ïðîèñõîäèò âîññòàíîâëåíèå, ïðèíàäëåæèò îòðåçêó [−1, 1]. Èíà÷å ãîâîðÿ,
ðå÷ü èäåò î íàõîæäåíèè âåëè÷èíû

Em(W r
∞([−1, 1]), C([−1, 1])) = inf

−1≤t1<...<tn≤1
ν1+...+νn=m

sup
τ∈[−1,1]

E(x(τ),W r
∞([−1, 1]), Ft)

è òî÷åê ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè êðàòíîñòÿìè, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ ýòà íèæíÿÿ
ãðàíü, íàçûâàåìûõ îïòèìàëüíûìè óçëàìè èíòåðïîëÿöèè (ïîäîáíàÿ çàäà÷à
ðàññìàòðèâàëàñü â 1.1 äëÿ m = r è r = 1).

Èç òåîðåìû 4.1 ñëåäóåò, ÷òî ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å î ñî-
âåðøåííûõ ñïëàéíàõ, íàèìåíåå óêëîíÿþùèõñÿ îò íóëÿ â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç SrN � ìíîæåñòâî ñîâåðøåííûõ ñïëàéíîâ ïîðÿäêà r ñ ÷èñëîì
óçëîâ, íå ïðåâîñõîäÿùåì N .

Òåîðåìà 4.2. Ïðè âñåõ N ∈ N è r ∈ N ñóùåñòâóåò ñîâåðøåííûé ñïëàéí
ŝ(·) ∈ SrN è òî÷êè −1 ≤ τ1 < . . . < τN+r+1 ≤ 1 òàêèå, ÷òî

(4.4) ŝ(τj) = (−1)j‖ŝ(·)‖C([−1,1]) j = 1, . . . , N + r + 1.

Ïðè ýòîì

(4.5) inf
s(·)∈SrN

‖s(·)‖C([−1,1]) = ‖ŝ(·)‖C([−1,1]).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

SN =

{
ξ ∈ RN+1 : ‖ξ‖ =

N+1∑
j=1

|ξj | = 2

}
.

Äëÿ ξ ∈ SN îïðåäåëèì s0 = −1, sj = −1 + |ξ1| + . . . + |ξj |, j = 1, . . . , N + 1.
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

gξ(t) =
1

(r − 1)!

∫ t

−1

(t− τ)r−1hξ(τ) dτ,
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ãäå

hξ(τ) = sign ξj , t ∈ (sj−1, sj), j = 1, . . . , N + 1.

Ôóíêöèÿ gξ(·) íåïðåðûâíî çàâèñèò îò ξ ∈ SN îòíîñèòåëüíî íîðìû â C([−1, 1])
(ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 7.16). Ïóñòü

p̂ξ(t) =

N+r−1∑
j=0

aj(ξ)t
j

� ìíîãî÷ëåí íàèëó÷øåãî ðàâíîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè gξ(·) íà îòðåçêå
[−1, 1]. Ïîëîæèì

A(ξ) = (ar(ξ), . . . , aN+r−1(ξ)).

Îòîáðàæåíèå A : SN → RN ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíûì è íåïðåðûâíûì (íåïðåðûâíîñòü
ñëåäóåò èç íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè gξ(·) îò ξ ∈ SN è òåîðåìû 7.2). Ïî òåîðåìå
Áîðñóêà ñóùåñòâóåò ξ̂ ∈ SN , äëÿ êîòîðîãî A(ξ̂) = 0. Ïîëîæèì

(4.6) ŝ(t) = −
r−1∑
j=0

aj(ξ̂)t
j + gξ̂(t).

Î÷åâèäíî, ÷òî ŝ(·) ∈ SrN . Ïî òåîðåìå ×åáûøåâà íàéäóòñÿ N + r + 1 òî÷åê
−1 ≤ τ1 < . . . < τN+r+1 ≤ 1, äëÿ êîòîðûõ

ŝ(τj) = σ(−1)j‖ŝ(·)‖C([−1,1]), j = 1, . . . , N + r + 1,

ãäå σ = 1 èëè −1. (Åñëè σ = −1, òî â êà÷åñòâå ŝ(·) ìîæíî âçÿòü âûðàæåíèå â
ïðàâîé ÷àñòè (4.6) ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì).

Äîêàæåì òåïåðü ðàâåíñòâî (4.5). Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî ó ŝ(·) ðîâíî
N óçëîâ. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó ðàâåíñòâ (4.4) ó ŝ(·) íå ìåíåå N + r íóëåé.
Òåì ñàìûì ŝ(r)(·) èìååò íå ìåíåå N ïåðåìåí çíàêà, à, ñëåäîâàòåëüíî, íå ìîæåò
èìåòü ìåíüøå N óçëîâ. Îáîçíà÷èì óçëû ŝ(·) ÷åðåç −1 < ŝ1 < . . . < ŝN < 1.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàøåëñÿ ñîâåðøåííûé ñïëàéí s̃(·) ∈ SrN ñ óçëàìè −1 < s̃1 <
. . . < s̃m < 1, m ≤ N , äëÿ êîòîðîãî

‖s̃(·)‖C([−1,1]) < ‖ŝ(·)‖C([−1,1]).

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî sign s̃(r)(t) = sign ŝ(r)(t) ïðè t ∈ (0,min{ŝ1, s̃1}) (â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå âìåñòî s̃(·) ðàññìîòðèì ñîâåðøåííûé ñïëàéí ñ ïðîòèâîïîëîæíûì
çíàêîì). Ïîëîæèì R(·) = ŝ(·)− s̃(·). Èìååì

signR(τj) = (−1)j , j = 1, . . . , N + r + 1.

Ïîýòîìó y R(·) íå ìåíåå N+r íóëåé. Ñëåäîâàòåëüíî, ó R(r)(·) íå ìåíåå N ïåðå-
ìåí çíàêà. Îäíàêî ïîñêîëüêó R(r)(t) ≡ 0 ïðè t ∈ (0,min{ŝ1, s̃1}), òî ó ôóíêöèè
R(r)(·) ÷èñëî ïåðåìåí çíàêà íå ïðåâûøàåò N − 1. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå
äîêàçûâàåò ðàâåíñòâî (4.5). �

Ñëåäñòâèå 4.3. Ïóñòü r,m ∈ N, m ≥ r è ŝ(·) ∈ Srm−r óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ (4.4) äëÿ N = m− r. Òîãäà

Em(W r
∞([−1, 1]), C([−1, 1])) = ‖ŝ(·)‖C([−1,1]),

à íóëè ñîâåðøåííîãî ñïëàéíà ŝ(·) ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè óçëàìè èíòåðïî-
ëÿöèè.
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Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ. Ïóñòü r = 2 è m ≥ 2. Ïîëîæèì

tj =
2j −m− 1

m− 2 +
√

2
, j = 1, . . . ,m,(4.7)

sm2(t) =



− (t− t1)(t− t2)

2
, t ∈ [−1, t2],

(−1)j
(t− tj)(t− tj+1)

2
, t ∈ [tj , tj+1], j = 2, . . . ,m− 2,

(−1)m−1 (t− tm−1)(t− tm)

2
, t ∈ [tm−1, 1].

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî sm2(·) � ñîâåðøåííûé ñïëàéí ïîðÿäêà 2 ñ óçëàìè â
òî÷êàõ t2, . . . , tm−1, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ

sm2(τj) =
(−1)j

2(m− 2 +
√

2)2
= (−1)j‖sm2(·)‖C([−1,1]), j = 1, . . . ,m+ 1,

ãäå τ1 = −1, τj = (tj−1 + tj)/2, j = 2, . . . ,m è τm+1 = 1. Òåì ñàìûì èç ñëåä-
ñòâèÿ 4.3 ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 4.4. Ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ m ≥ 2

Em(W 2
∞([−1, 1]), C([−1, 1])) =

1

2(m− 2 +
√

2)2
,

à òî÷êè (4.7) ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè óçëàìè èíòåðïîëÿöèè.

Ïóñòü òåïåðü r = 3 è m ≥ 3. Ïîëîæèì

t1 =
3−
√

3−m
m− 1

, tj =
2j −m− 1

m− 1
, j = 2, . . . ,m− 1, tm = −t1,(4.8)

τ1 = −1, τj =
2j − 2−m
m− 1

, j = 2, . . . ,m, τm+1 = 1,

sm3(t) =



(t− t2)3

6
− (t− t2)

2(m− 1)2
, t ∈ [τ1, τ3],

(−1)j
(

(t− tj)3

6
− (t− tj)

2(m− 1)2

)
, t ∈ [τj , τj+1],

j = 3, . . . ,m− 2,

(−1)m−1

(
(t− tm−1)3

6
− (t− tm−1)

2(m− 1)2

)
, t ∈ [τm−1, τm+1].

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî sm3(·) � ñîâåðøåííûé ñïëàéí ïîðÿäêà 3 ñ óçëàìè â
òî÷êàõ τ3, . . . , τm−1, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ

sm3(τj) =
(−1)j

3(m− 1)3
= (−1)j‖sm3(·)‖C([−1,1]), j = 1, . . . ,m+ 1.

Òåì ñàìûì èç ñëåäñòâèÿ 4.3 ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 4.5. Ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ m ≥ 3

Em(W 3
∞([−1, 1]), C([−1, 1])) =

1

3(m− 1)3
,

à òî÷êè (4.8) ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè óçëàìè èíòåðïîëÿöèè.
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4.3. Îïòèìàëüíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ íà êëàññå Hp

Ïðîñòðàíñòâîì Õàðäè Hp íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ
â åäèíè÷íîì êðóãå D := {z ∈ C : |z| < 1} è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

‖f(·)‖Hp =


sup

0<r<1

(
1

2π

∫ 2π

0

|f(reiθ)|p dθ
)1/p

<∞, 1 ≤ p <∞,

sup
z∈D
|f(z)| <∞, p =∞.

Ïîëîæèì
Hp := { f(·) ∈ Hp : ‖f(·)‖Hp ≤ 1 }.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f(·) ∈ Hp

â íåêîòîðîé òî÷êå ξ ∈ D ïî òî÷íûì çíà÷åíèÿì èíôîðìàöèîííîãî îïåðàòîðà

(4.9) Iτf = ( f(z1), . . . , f (ν1−1)(z1), . . . , f(zn), . . . , f (νn−1)(zn) ),

ãäå

τ =

(
z1, . . . , zn
ν1, . . . , νn

)
,

à z1, . . . , zn � ðàçëè÷íûå òî÷êè èç D. Èíûìè ñëîâàìè, íàñ èíòåðåñóåò âåëè÷èíà

(4.10) E(f(ξ), Hp, Iτ ) = inf
ϕ : CN→C

sup
f(·)∈Hp

|f(ξ)− ϕ(Iτf)|,

ãäå N =
∑n
j=1 νj . Êðîìå òîãî, ìû èùåì îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ,

ò.å. ìåòîä, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü â (4.10).
Ïðîèçâåäåíèåì Áëÿøêå ïîðÿäêà m íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

B(z) = λ

m∏
j=1

z − αj
1− αjz

,

ãäå |αj | < 1, j = 1, . . . ,m, à |λ| = 1. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî |B(z)| ≡ 1 ïðè
|z| = 1, è, ñëåäîâàòåëüíî, B(z) = B−1(z) ïðè âñåõ |z| = 1. Ïîëîæèì

W (z) =

n∏
j=1

(
z − zj
1− zjz

)νj
, ωj(z) =

n∏
s=1
s6=j

(
z − zs
1− zsz

)νs
.

Â äàëüíåéøåì ïîä âûðàæåíèÿìè ñ p ïðè p =∞ ïîíèìàþòñÿ ïðåäåëû ýòèõ
âûðàæåíèé ïðè p→∞.

Òåîðåìà 4.6. Ïðè âñåõ 1 ≤ p ≤ ∞ ìåòîä

(4.11) f(ξ) ≈
n∑
j=1

νj−1∑
ν=0

cjν(ξ, p)f (ν)(zj),

ãäå

cjν(ξ, p) =
W (ξ)(1− |ξ|2)

p−2
p

ν!(νj − ν − 1)!

(
(1− zjz)νj

ωj(z)(ξ − z)(1− ξz)
p−2
p

)(νj−ν−1)

∣∣z=zj ,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ íà êëàññå Hp. Äëÿ ïîãðåø-
íîñòè îïòèìàëüíîãî ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèé f(·) ∈ Hp â
òî÷êå ξ ïî èíôîðìàöèè Iτ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

E(f(ξ), Hp, Iτ ) =
|W (ξ)|

(1− |ξ|2)1/p
.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

g(z) =
W (z)

(1− ξz)2/p
, α := W (ξ)(1− |ξ|2)

p−2
p .

(Çäåñü è äàëåå ïîä âûðàæåíèÿìè òèïà (1 − ξz)2/p ïîíèìàþòñÿ çíà÷åíèÿ òîé
âåòâè ñîîòâåòñòâóþùåé ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè, êîòîðàÿ ïðè z = 0 ïðèíèìàåò
çíà÷åíèå 1). Î÷åâèäíî, ÷òî g(·) ∈ Hp äëÿ ëþáîãî ξ ∈ D. Ïóñòü 1 ≤ p < ∞.

Ïîëîæèì dµ(eiθ) =
dθ

2π
. Òîãäà äëÿ âñåõ f(·) ∈ Hp, ïîëüçóÿñü òåîðåìîé Êîøè î

âû÷åòàõ (ñì. òåîðåìó 7.32), ïîëó÷àåì

α

∫
|z|=1

g(z)|g(z)|p−2f(z) dµ(z) = α
1

2πi

∫
|z|=1

f(z) dz

W (z)(z − ξ)(1− ξz)
p−2
p

= f(ξ)−
n∑
j=1

νj−1∑
ν=0

cjν(ξ, p)f (ν)(zj).

Ïîäñòàâèâ â ýòè ðàâåíñòâà f(·) = g(·), íàõîäèì

‖g(·)‖Hp = (1− |ξ|2)−1/p.

Òåïåðü óòâåðæäåíèå òåîðåìû âûòåêàåò èç òåîðåìû 2.9.
Ïðè p =∞, ïîëîæèâ ϕ(z) = (1− ξz)−2, áóäåì èìåòü

(4.12) α

∫
|z|=1

g(z)|ϕ(z)|f(z) dµ(z) = α
1

2πi

∫
|z|=1

f(z) dz

W (z)(z − ξ)(1− ξz)

= f(ξ)−
n∑
j=1

νj−1∑
ν=0

cjν(ξ,∞)f (ν)(zj).

Îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü òåîðåìó 2.9. �

Ñëåäñòâèå 4.7. Ïóñòü ν1 = . . . = νn = 1. Òîãäà ïðè âñåõ 1 ≤ p ≤ ∞
ìåòîä

f(ξ) ≈
n∑
j=1

ωj(ξ)

ωj(zj)

1− |zj |2

1− zjξ

(
1− |ξ|2

1− zjξ

) p−2
p

f(zj)

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ íà êëàññå Hp.

Ðàññìîòðèì åùå îäèí ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà n = 1, z1 = 0 è ν1 = ν (Ifτ =
(f(0), . . . , f (ν−1)(0)) � âîññòàíîâëåíèå ïî òåéëîðîâñêîé èíôîðìàöèè. Â ýòîì
ñëó÷àå îïòèìàëüíûé ìåòîä (4.11) áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

ïðè p =∞

(4.13) f(ξ) ≈
ν−1∑
j=0

ξj

j!
(1− |ξ|2(ν−j))f (j)(0);

ïðè p = 2

f(ξ) ≈
ν−1∑
j=0

ξj

j!
f (j)(0);

ïðè p = 1

f(ξ) ≈
ν−2∑
j=0

ξj

j!
f (j)(0) +

ξν−1

(ν − 1!)

1

1− |ξ|2
f (ν−1)(0).
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Êðîìå òîãî, ïðè âñåõ 1 ≤ p ≤ ∞

e(f(ξ), Hp, Iτ ) =
|ξ|ν

(1− |ξ|2)1/p
.

4.4. Ìèíèìèçàöèÿ ïîãðåøíîñòè âîññòàíîâëåíèÿ íà êëàññå Hp

Â 4.2 (ñì. òàêæå 1.1) ðàññìàòðèâàëàñü çàäà÷à î ìèíèìèçàöèè ìàêñèìàëüíîé
ïîãðåøíîñòè âîññòàíîâëåíèÿ çà ñ÷åò âûáîðà óçëîâ èíòåðïîëÿöèè. Ñôîðìóëè-
ðóåì àíàëîãè÷íóþ çàäà÷ó äëÿ êëàññà Hp. Ïóñòü R(ξ) = E(f(ξ), Hp, Iτ ) è X �
ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî òàêîå, ÷òî R(·) ∈ X. Ïîëîæèì

En(Hp, X) = inf
z1,...,zn∈D

‖R(·)‖X ,

ãäå

Iτf = ( f(z1), . . . , f(zn) )

(ïðè ñîâïàäåíèè òî÷åê ñ÷èòàåì, ÷òî çàäàíû çíà÷åíèÿ ôóíêöèè è åå ïðîèçâîä-
íûõ äî ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîðÿäêà). Óçëû, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ
ãðàíü, áóäåì íàçûâàòü îïòèìàëüíûìè.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

Tρ = { z ∈ C : |z| = ρ }, 0 < ρ < 1, dσρ(ρe
iθ) =

1

2π
dθ.

×åðåç Bn îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ïðîèçâåäåíèé Áëÿøêå ïîðÿäêà n.

Ëåììà 4.8. Äëÿ âñåõ B(·) ∈ Bn∫
Tρ

|B(z)| dσρ(z) ≥ ρn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 0 ≤ m ≤ n,

B(z) = zm
n−m∏
j=1

z − zj
1− zjz

,

|zj | < ρ, j = 1, . . . , s, |zj | ≥ ρ, j = s + 1, . . . , n − m. Ïî íåðàâåíñòâó Éåíñåíà
(òåîðåìà 7.46)

(4.14)
∫
Tρ

|B(z)| dσρ(z) ≥ exp

(∫
Tρ

ln |B(z)| dσρ(z)

)
.

Èç ôîðìóëû Éåíñåíà (7.21) ïîëó÷àåì∫
Tρ

ln |B(z)| dσρ(z) = m ln ρ+

n−m∑
j=1

ln |zj |+
s∑
j=1

ln
ρ

|zj |

= (m+ s) ln ρ+

n−m∑
j=s+1

ln |zj | ≥ n ln ρ.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííóþ îöåíêó â (4.14), ïîëó÷àåì, äîêàçûâàåìîå íåðàâåíñòâî.
�

Òåîðåìà 4.9. Äëÿ âñåõ 1 ≤ p, q ≤ ∞

En(Hp, Lq(Tρ, σρ)) =
ρn

(1− ρ2)1/p
.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

E(f(ξ), Hp, Iτ ) =
|B(ξ)|

(1− |ξ|2)1/p
.

Ïîýòîìó

En(Hp, Lq(Tρ, σρ)) =
1

(1− ρ2)1/p
inf

B(·)∈Bn
‖B(·)‖Lq(Tρ,σρ).

Ó÷èòûâàÿ ëåììó 4.8, ïîëó÷àåì

(4.15) ‖B(·)‖Lq(Tρ,σρ) ≥ ‖B(·)‖L1(Tρ,σρ) ≥ ρn.
Òåì ñàìûì

En(Hp, Lq(Tρ, σρ)) ≥
ρn

(1− ρ2)1/p
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

En(Hp, Lq(Tρ, σρ)) ≤
1

(1− ρ2)1/p
‖zn‖Lq(Tρ,σρ) =

ρn

(1− ρ2)1/p
.

�

Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó î íàèëó÷øåì âûáîðå òî÷åê èíòåðïîëÿöèè íà
îòðåçêå [−

√
k,
√
k], 0 < k < 1, äëÿ êëàññà H∞.

Òåîðåìà 4.10. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

En(H∞, C([−
√
k,
√
k])) =

√
λ,

ãäå λ îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì
Λ′

Λ
= n

K ′

K
;

çäåñü K è K ′ � ïîëíûå ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû ïåðâîãî ðîäà äëÿ ìîäóëåé
k è k′ =

√
1− k2, à Λ è Λ′ � ïîëíûå ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû ïåðâîãî ðîäà

äëÿ ìîäóëåé λ è λ′ =
√

1− λ2. Ïðè ýòîì óçëû

zj =
√
k sn

(
−K +

2j − 1

n
K, k

)
, j = 1, . . . , n,

ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 4.6 âûòåêàåò, ÷òî

En(H∞, C([−
√
k,
√
k])) = inf

B(·)∈Bn
‖B(·)‖C([−

√
k,
√
k]).

Ïîêàæåì, ÷òî íèæíþþ ãðàíü äîñòàòî÷íî èñêàòü ñðåäè ïðîèçâåäåíèé Áëÿøêå
ñ âåùåñòâåííûìè íóëÿìè, íàõîäÿùèìèñÿ íà îòðåçêå [−

√
k,
√
k]. Ïóñòü îäèí èç

ìíîæèòåëåé èìååò âèä
x− w
1− wx

, w = α+ iβ.

Òîãäà ∣∣∣∣ x− w1− wx

∣∣∣∣2 − ∣∣∣∣ x− α1− αx

∣∣∣∣2 =
β2(1− x2)((1− αx)2 + 1− α2)

(1− αx)2((1− αx)2 + β2x2)
≥ 0.

Òåì ñàìûì ∣∣∣∣ x− w1− wx

∣∣∣∣ ≥ ∣∣∣∣ x− α1− αx

∣∣∣∣ .
Åñëè x ∈ [−

√
k,
√
k], à |α| ≥

√
k, òî íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî∣∣∣∣ x− α1− αx

∣∣∣∣ ≥
∣∣∣∣∣ x−

√
k signα

1− x
√
k signα

∣∣∣∣∣ .
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Ïóñòü B(·) � ïðîèçâåäåíèå Áëÿøêå ñ âåùåñòâåííûìè íóëÿìè èç îòðåçêà
[−
√
k,
√
k]. Äîêàæåì, ÷òî

(4.16) ‖B(·)‖C([−
√
k,
√
k]) ≥ ‖Zn(·, k)‖C([−

√
k,
√
k]),

ãäå Zn(·, k) � ïðîèçâåäåíèå Áëÿøêå�Çîëîòàðåâà (ñì. ï. 8.5). Ïðåäïîëîæèì ïðî-
òèâíîå. Òîãäà ñóùåñòâóþò αj ∈ [−

√
k,
√
k], j = 1, . . . , n, òàêèå, ÷òî äëÿ ïðîèç-

âåäåíèÿ Áëÿøêå

B(x) =

n∏
j=1

x− αj
1− αjx

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

‖B(·)‖C([−
√
k,
√
k]) < ‖Zn(·, k)‖C([−

√
k,
√
k]).

Â ñèëó (8.16) èìååì

(−1)j(Zn(ξj , k)−B(ξj)) > 0, j = 0, 1, . . . , n.

Òåì ñàìûì ðàçíîñòü Zn(·, k)−B(·) èìååò íå ìåíåå n íóëåé íà îòðåçêå [−
√
k,
√
k].

Ñàìà ýòà ðàçíîñòü èìååò âèä

(4.17) Zn(x, k)−B(x) =

∏n
j=1(x− ξj)(1− αjx)−

∏n
j=1(x− αj)(1− ξjx)∏n

j=1(1− ξjx)(1− αjx)
.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè îíà îáðàùàåòñÿ â íóëü â òî÷êå w ∈ [−
√
k,
√
k] è w 6= 0,

òî îíà îáðàùàåòñÿ â íóëü è â òî÷êå 1/w. Îáîçíà÷èì ÷åðåç P2n(·) ìíîãî÷ëåí
ñòåïåíè 2n, ñòîÿùèé â ÷èñëèòåëå â ïðàâîé ÷àñòè (4.17). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå
n íóëåé ðàçíîñòè Zn(·, k)−B(·) îòëè÷íû îò íóëÿ. Òîãäà ó P2n(·) áóäåò íå ìåíåå
2n íóëåé è, êðîìå òîãî, ýòîò ìíîãî÷ëåí åùå èìååò íóëü ïðè x = 1. Ïðèõîäèì
ê ïðîòèâîðå÷èþ. Ïóñòü òåïåðü ñðåäè n íóëåé ðàçíîñòè åñòü îäèí íóëåâîé. Îí
ìîæåò áûòü òîëüêî íà îäíîì îòðåçêå, ïîýòîìó èìååòñÿ íå ìåíåå n−1, îòëè÷íûõ
îò íóëÿ. È åùå n − 1 îáðàòíûõ ê íèì. Êðîìå òîãî, ïî-ïðåæíåìó íóëü x = 1.
Èòîãî íå ìåíåå 2n. Íî èç óñëîâèÿ P2n(0) = 0 ñëåäóåò, ÷òî êîýôôèöèåíò ïðè
ñòàðøåé ñòåïåíè ðàâåí íóëþ è ïîýòîìó ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà ðàâíà 2n−1. Ñíîâà
ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ. �

Åñëè ðàññìîòðåòü çàäà÷ó î âûáîðå íàèëó÷øèì îáðàçîì óçëîâ äëÿ âîññòà-
íîâëåíèÿ ôóíêöèè íå â îäíîé òî÷êå, à öåëèêîì ôóíêöèè, êàê ýëåìåíòå íåêî-
òîðîãî ïðîñòðàíñòâà, òî âîçíèêàåò íåñêîëüêî èíàÿ ïîñòàíîâêà. Ïóñòü X � ëè-
íåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî è Hp ⊂ X. Ïîëîæèì

sn(Hp, X) = inf
z1,...,zn∈D

inf
ϕ : CN→X

sup
f(·)∈Hp

‖f(·)− ϕ(Iτf)‖X ,

ãäå, êàê è ðàíüøå,
Iτf = ( f(z1), . . . , f(zn) ).

Óçëû, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü, òàê æå, êàê è äëÿ çàäà÷è î íà-
õîæäåíèè âåëè÷èíû En(Hp, X), áóäåì íàçûâàòü îïòèìàëüíûìè.

Òåîðåìà 4.11. Äëÿ âñåõ 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞
sn(Hp, Lq(Tρ, σρ)) = ρn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåììû 2.1 ñëåäóåò, ÷òî

(4.18) inf
ϕ : CN→X

sup
f(·)∈Hp

‖f(·)− ϕ(Iτf)‖X ≥ sup
f(·)∈Hp
Iτf=0

‖f(·)‖X ≥ ‖Bτ (·)‖X ,

ãäå

Bτ (z) =

n∏
j=1

z − zj
1− zjz

.
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Òåì ñàìûì
sn(Hp, Lq(Tρ, σρ)) ≥ inf

B(·)∈Bn
‖B(·)‖Lq(Tρ,σρ).

Ó÷èòûâàÿ (4.15), ïîëó÷àåì

sn(Hp, Lq(Tρ, σρ)) ≥ ρn.

Òàê êàê Hp ⊂ Hq ïðè âñåõ 1 ≤ q < p ≤ ∞, òî

sn(Hp, Lq(Tρ, σρ)) ≤ sn(Hq, Lq(Tρ, σρ)).

Ñëåäîâàòåëüíî, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

(4.19) sn(Hq, Lq(Tρ, σρ)) ≤ ρn.

Ïîëîæèì

pf (ξ) =

ν−1∑
j=0

ξj

j!
(1− |ξ|2(ν−j))f (j)(0).

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 4.6 (ñì. (4.12) è (4.13)) áûëî äîêàçàíî ðàâåíñòâî

f(ξ)− pf (ξ) =
1

2πi

∫
|z|=1

ξn(1− |ξ|2)f(z) dz

zn(z − ξ)(1− ξz)
.

Ïîëîæèâ ξ = ρeit, ïîëó÷àåì

f(ρeit)− pf (ρeit) =
ρn

2π

∫ 2π

0

ein(t−θ)(1− ρ2)

|1− ρei(t−θ)|2
f(eiθ) dθ = ρn(Pρ ∗ F )(t),

ãäå

Pρ(θ) =
einθ(1− ρ2)

2π|1− ρeiθ|2
, F (θ) = f(eiθ).

Ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Þíãà (7.45) ïîëó÷àåì îöåíêó

sn(Hq, Lq(Tρ, σρ)) ≤ sup
f(·)∈Hq

‖f(·)− pf (·)‖Lq(Tρ,σρ) ≤ ρn‖Pρ(·)‖L1(T).

Â ñèëó òîãî, ÷òî

|Pρ(θ)| =
1

2π
P (ρ, θ),

ãäå P (·, ·) � ÿäðî Ïóàññîíà, èìååì

‖Pρ(·)‖L1(T) = 1.

Òåì ñàìûì îöåíêà (4.19) äîêàçàíà. �

Òåîðåìà 4.12. Â îáîçíà÷åíèÿõ òåîðåìû 4.10 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

sn(H∞, C([−
√
k,
√
k])) =

√
λ.

Ïðè ýòîì óçëû

zj =
√
k sn

(
−K +

2j − 1

n
K, k

)
, j = 1, . . . , n,

ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó (4.18), ó÷èòûâàÿ (4.16) ïîëó÷àåì

sn(H∞, C([−
√
k,
√
k])) ≥ inf

B(·)∈Bn
‖B(·)‖C([−

√
k,
√
k]) = ‖Zn(·, k)‖C([−

√
k,
√
k]) =

√
λ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç òåîðåìû 4.6 (ñì. òàêæå ñëåäñòâèå 4.7) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ
âñåõ f(·) ∈ H∞ è äëÿ âñåõ ξ ∈ D

|f(ξ)− p̂f (ξ)| ≤ |Zn(ξ, k)|,
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ãäå

p̂f (ξ) =

n∑
j=1

ωj(ξ)

ωj(zj)

(1− |zj |2)(1− |ξ|2)

|1− zjξ|2
f(zj), ωj(z) =

n∏
s=1
s6=j

z − zs
1− zsz

.

Ñëåäîâàòåëüíî,

sn(H∞, C([−
√
k,
√
k])) ≤ sup

f(·)∈H∞
‖f(·)− p̂f (·)‖C([−

√
k,
√
k])

≤ ‖Zn(·, k)‖C([−
√
k,
√
k]) =

√
λ.

�

4.5. Îïòèìàëüíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ íà êëàññàõ Õàðäè�Ñîáîëåâà Hr
∞

Ïðîñòðàíñòâîì Õàðäè�Ñîáîëåâà Hr∞ áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî ôóíêöèé,
àíàëèòè÷åñêèõ â åäèíè÷íîì êðóãå D, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

‖f (r)(·)‖H∞ <∞.

×åðåç Hr
∞ îáîçíà÷èì êëàññ ôóíêöèé èç Hr∞, äëÿ êîòîðûõ

‖f (r)(·)‖H∞ ≤ 1.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ çíà÷åíèÿ f(x), x ∈
(−1, 1), íà êëàññå Hr

∞ ïî çíà÷åíèÿì èíôîðìàöèîííîãî îïåðàòîðà

Iτf = (f(τ1), . . . , f(τn+r)),

ãäå −1 < τ1 < . . . < τn+r < 1. Â ñëó÷àå r = 0 ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è
áûëî ïîëó÷åíî â ï. 4.3, ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî r ≥ 1. Äëÿ ôóíêöèé f(·),
àíàëèòè÷åñêèõ â åäèíè÷íîì êðóãå, ïîëîæèì

(Trf)(z) :=

∫ z

0

(z − ζ)r−1

(r − 1)!
f(ζ) dζ.

Î÷åâèäíî, ÷òî (Trf)(r)(·) = f(·), è, ñëåäîâàòåëüíî, Trf(·) ∈ Hr
∞ ïðè âñåõ f(·) ∈

H∞.

Òåîðåìà 4.13. Ïðè âñåõ −1 < τ1 < . . . < τn+r < 1 íàéäóòñÿ òàêèå τ1 <
z1 < . . . < zn < τn+r, ÷òî äëÿ ôóíêöèè f0(·) ∈ Hr

∞, èìåþùåé âèä

(4.20) f0(·) = Pr−1(·) + (TrB0)(·),

ãäå Pr−1(·) � ïîëèíîì ñòåïåíè r − 1, âåùåñòâåííûé íà âåùåñòâåííîé îñè, à
B0(·) � ïðîèçâåäåíèå Áëÿøêå ïîðÿäêà n

B0(z) =

n∏
j=1

z − zj
1− zjz

,

âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

(4.21) f0(τj) = 0, j = 1, . . . , n+ r.

Êðîìå òîãî, ïðè âñåõ x ∈ (−1, 1)

(4.22) sup
f(·)∈Hr∞

f(τ1)=...=f(τn+r)=0

|f(x)| = |f0(x)|.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

Sn = { ξ = (ξ0, ξ1, . . . , ξn) ∈ Rn+1 : |ξ0|+ |ξ1 + . . .+ |ξn| = 1 }.
Â òåîðåìå 7.35 áûëî ïîñòðîåíî íå÷åòíîå îòîáðàæåíèå η(·), êîòîðîå êàæäîé
òî÷êå èç Cn ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ïðîèçâåäåíèå Áëÿøêå ïîðÿäêà íå âûøå n,
âåùåñòâåííîå íà âåùåñòâåííîé îñè è íåïðåðûâíîå â C(E) äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà
E ⊂ D. Ïóñòü Bξ(·) = η(ξ). Íàéäåì ïîëèíîì Pξ(·) èç óñëîâèé

Pξ(τj) = (TrBξ)(τj), j = 1, . . . , r.

Ïîëîæèì
gξ(·) = Pξ(·) + (TrBξ)(·).

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ω : Sn → Rn ðàâåíñòâîì
ω(ξ) = (gξ(τr+1), . . . , gξ(τn)).

Îòîáðàæåíèå ω(·) íå÷åòíîå è íåïðåðûâíîå. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Áîð-
ñóêà ñóùåñòâóåò ξ̂ ∈ Sn, äëÿ êîòîðîãî ω(ξ̂) = 0. Ïîëîæèì f0(·) = gξ̂(·). Äëÿ
ôóíêöèè f0(·) âûïîëíåíû ðàâåíñòâà (4.21). Ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ Pr−1(·) = Pξ̂(·),
B0(·) = Bξ(·), ïðèäåì ê âèäó (4.20). Ïðîèçâåäåíèå Áëÿøêå B0(·) âåùåñòâåííî
íà âåùåñòâåííîé îñè. Ïî òåîðåìå Ðîëëÿ ôóíêöèÿ f (r)

0 (·) â èíòåðâàëå (τ1, τn+r)

èìååò íå ìåíåå n íóëåé. Íî f (r)
0 (·) = B0(·). Ïîýòîìó èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

B0(z) = λ

n∏
j=1

z − zj
1− zjz

,

ãäå λ = ±1. Åñëè λ = −1, òî óìíîæèâ f0(·) íà −1, ïîëó÷èì ôóíêöèþ, óäîâëå-
òâîðÿþùóþ òåì æå óñëîâèÿì (4.21) è èìåþùóþ âèä (4.20).

Äîêàæåì ðàâåíñòâî (4.22). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ (−1, 1)
íàøëàñü ôóíêöèÿ f(·) ∈ Hr

∞, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (4.21), òàêàÿ, ÷òî
|f(x)| > |f0(x)|. Åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî x 6= τj , j = 1, . . . , n+ r, â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå óòâåðæäåíèå òðèâèàëüíî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî f(x) > 0. ×åðåç Hr,R

∞ îáîçíà÷èì êëàññ ôóíêöèé èç Hr
∞, âåùåñòâåííûõ â

èíòåðâàëå (−1, 1). Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f1(z) =
f(z) + f(z)

2
.

Ôóíêöèÿ f1(·) ∈ Hr,R
∞ , óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (4.21) è äëÿ íåå f1(x) > |f0(x)|.

Ïîëîæèì

F (·) = f0(·)− ρf1(·), ρ =
f0(x)

f1(x)
.

Òîãäà ó ôóíêöèè F (·) íå ìåíåå n+r+1 íóëåé íà èíòåðâàëå (−1, 1). Ïî òåîðåìå
Ðîëëÿ ôóíêöèÿ F (r)(·) = B0(·)−ρf (r)

1 (·) èìååò íå ìåíåå n+1 íóëåé íà èíòåðâàëå
(−1, 1). Íà ãðàíèöå åäèíè÷íîãî êðóãà èìååì

|F (r)(eiθ)−B0(eiθ)| = |ρf (r)
1 (eiθ)| ≤ |ρ| < 1 = |B0(eiθ)|.

Ïî òåîðåìå Ðóøå ó ôóíêöèé B0(·) è F (r)(·) äîëæíî áûòü îäèíàêîâîå ÷èñëî
íóëåé â åäèíè÷íîì êðóãå D. Òàê êàê ó B0(·) ðîâíî n íóëåé, ïðèõîäèì ê ïðî-
òèâîðå÷èþ. �

Èç ðàâåíñòâà (2.33) ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ çíà÷åíèÿ f(x) íà êëàññå Hr

∞ è Hr,R
∞ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

E(f(x), Hr
∞, Iτ ) = E(f(x), Hr,R

∞ , Iτ ) = |f0(x)|.
Îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ ìîæåò áûòü ïîëó÷åí ñ ïîìîùüþ òåîðå-
ìû 2.11.
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Òåîðåìà 4.14. Ïðè âñåõ x ∈ (−1, 1) ìåòîä

f(x) ≈
n+r∑
j=1

Cj(x)f(τj),

â êîòîðîì C1(x), . . . , Cn+r(x) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñèñòåìû

(4.23)



1 . . . 1
τ1 . . . τn+r

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
τ r−1
1 . . . τ r−1

n+r

(Trg1)(τ1) . . . (Trg1)(τn+r)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(Trgn)(τ1) . . . (Trgn)(τn+r)




C1(x)
C2(x)
...

Cn+r(x)

 =



1
x
...

xr−1

(Trg1)(x)
...

(Trgn)(x)


,

ãäå

gm(z) = B0(z)
1− z2

(z − zm)(1− zmz)
, m = 1, . . . , n,

à ôóíêöèÿ B0(·) ñ íóëÿìè zm îïðåäåëåíà â òåîðåìå 4.13, ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëü-
íûì íà êëàññå Hr

∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ P = (a0, a1, . . . , ar−1, t1, . . . , tn) ∈ Rn+r ïîëîæèì

fP (z) =

r−1∑
j=0

ajz
j + (TrBP )(z),

ãäå

BP (z) =

n∏
j=1

z − tj
1− tjz

.

Ïóñòü ïîëèíîì Pr−1(·) èç òåîðåìû 4.13 èìååò âèä

Pr−1(z) =

r−1∑
j=0

a0
jz
j .

Ïðè P = P0 = (a0
0, a

0
1, . . . , a

0
r−1, z1, . . . , zn) ôóíêöèÿ fP0(·) ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëü-

íîé â çàäà÷å îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ çíà÷åíèÿ f(x) íà êëàññàõ Hr
∞ è

Hr,R
∞ . Ïîëîæèì τ0 = x,

ϕj(P ) = fP (τj), j = 0, . . . , n+ r.

Èìååì ïðè âñåõ j = 0, . . . , n+ r

∂ϕj
∂am

= τmj , m = 0, . . . , r − 1,

∂ϕj
∂tm

= (Trgm)(τj), m = 1, . . . , n+ r.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îïòèìàëüíîãî ìåòîäà íà êëàññå Hr,R
∞ îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü òåî-

ðåìó 2.11, ïðåäâàðèòåëüíî ïðîâåðèâ, ÷òî îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû (4.23) îòëè÷åí
îò íóëÿ. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ýòîò îïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ, òî íàéäóòñÿ
C1, . . . , Cn+r, íå âñå ðàâíûå íóëþ, òàêèå, ÷òî ôóíêöèÿ

F (z) =

r−1∑
j=0

Cj+1z
j +

n∑
j=1

Cj+r(Tgj)(z)
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îáðàùàåòñÿ â íóëü â òî÷êàõ τ1, . . . , τn+r. Òîãäà ïî òåîðåìå Ðîëëÿ íàéäóòñÿ
òî÷êè τ1 < x1 < . . . < xn < τn+r, â êîòîðûõ F (r)(·) îáðàùàåòñÿ â íóëü. Òåì
ñàìûì

F (r)(xm) =

n∑
j=1

Cj+rgj(xm) = 0, m = 1, . . . , n.

Èìååì

n∑
j=1

Cj+rgj(z) = (1− z2)B0(z)

n∑
j=1

Cj+r
(z − zj)(1− zjz)

= (1− z2)B0(z)
Q2n−2(z)∏n

j=1(z − zj)(1− zjz)
= (1− z2)

Q2n−2(z)∏n
j=1(1− zjz)2

.

Òåì ñàìûì Q2n−2(xm) = 0, m = 1, . . . , n. Â ñèëó ðàâåíñòâà

n∑
j=1

Cj+r(
1

z
− zj

)(
1− zj

1

z

) =

Q2n−2

(
1

z

)
∏n
j=1

(
1

z
− zj

)(
1− zj

1

z

)
ïîëó÷àåì

Q2n−2

(
1

z

)
=
Q2n−2(z)

z2n−2
.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè xm 6= 0, òî Q2n−2(1/xm) = 0. Òàê êàê âñå òî÷êè x1, . . . , xn
ðàçëè÷íûå, òî íàéäóòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå åùå n − 1 íóëåé ïîëèíîìà Q2n−2(·).
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Q2n−2(z) ≡ 0, ò.å. Cr+1 = . . . = Cn+r = 0. Îòñþäà âûòåêà-
åò, ÷òî è C1 = . . . = Cr = 0.

Äîêàæåì, ÷òî ïîñòðîåííûé ìåòîä (îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç ϕ(·)) ÿâëÿåòñÿ îï-
òèìàëüíûì íà êëàññå Hr

∞. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ f0 ∈ Hr
∞ è

x ∈ (−1, 1), äëÿ êîòîðûõ

(4.24) |f0(x)− ϕ(Iτf0)| > E(f(x), Hr
∞, Iτ ).

Òîãäà äëÿ ôóíêöèè f0(z) ∈ Hr
∞ òàêæå âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (4.24). Áåç îãðà-

íè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî f0(x)−ϕ(Iτf0) > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ
ôóíêöèè

g(z) :=
f0(z) + f0(z)

2
∈ Hr,R

∞

èìååì

g(x)− ϕ(Iτg) > E(f(x), Hr
∞, Iτ ) = E(f(x), Hr,R

∞ , Iτ ),

÷òî íåâîçìîæíî â ñèëó îïòèìàëüíîñòè ìåòîäà ϕ(·) íà êëàññå Hr,R
∞ . �

Îáîçíà÷èì ìàòðèöó ñèñòåìû (4.23) ÷åðåç A. Òîãäà îïòèìàëüíûé ìåòîä,
ïîñòðîåííûé â òåîðåìå 4.14, áóäåò èìåòü âèä

f(x) ≈ (A−1G(x), Iτf) = (G(x), (A∗)−1Iτf),

ãäå

G(x) = (1, x, . . . , xr−1, (Trg1)(x), . . . , (Trgn)(x)),

à A∗ � ìàòðèöà, ñîïðÿæåííàÿ ê A (çäåñü (·, ·) � ñòàíäàðòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèç-
âåäåíèå â Rn+r). Òåì ñàìûì îïòèìàëüíûé ìåòîä ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå

f(x) ≈
r−1∑
j=0

Cj+1x
j +

n∑
j=1

Cj+r(Tgj)(x),
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ãäå C1, . . . , Cn+r � ðåøåíèÿ ñèñòåìû

r−1∑
j=0

Cj+1τ
j
m +

n∑
j=1

Cj+r(Tgj)(τm) = f(τm), m = 1, . . . , n+ r.

Äëÿ ôèêñèðîâàííûõ −1 < z1 < . . . < zn < 1 ïîëîæèì

Xz
n+r := span{1, z, . . . , zr−1, (Trg1)(z), . . . , (Trgn)(z)}.

Ñëåäñòâèå 4.15. Ïóñòü −1 < τ1 < . . . < τn+r < 1, à τ1 < z1 < . . . < zn <
τn+r � îïðåäåëåíû â òåîðåìå 4.13. Òîãäà ôóíêöèÿ g(x) ∈ Xz

n+r, èíòåðïîëè-
ðóþùàÿ f(·) â òî÷êàõ τ1, . . . , τn+r, ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòà-
íîâëåíèÿ çíà÷åíèÿ f(x), x ∈ (−1, 1), íà êëàññå Hr

∞ ïî çíà÷åíèÿì â òî÷êàõ
τ1, . . . , τn+r.

Èññëåäóåì òåïåðü çàäà÷ó î ìèíèìèçàöèè ìàêñèìàëüíîé ïîãðåøíîñòè âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ íà êëàññå Hr

∞ ïî èíôîðìàöèè Iτf , êîãäà òî÷êà x, â êîòîðîé ïðî-
èñõîäèò âîññòàíîâëåíèå, ïðèíàäëåæèò îòðåçêó [a, b] ⊂ (−1, 1). Èíà÷å ãîâîðÿ,
ðå÷ü èäåò î íàõîæäåíèè âåëè÷èíû

En+r(H
r
∞, C([a, b])) = inf

−1<τ1<...<τn+r<1

sup
x∈[a,b]

E(f(x), Hr
∞, Iτ )

è òî÷åê, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ ýòà íèæíÿÿ ãðàíü, íàçûâàåìûõ îïòèìàëüíû-
ìè óçëàìè èíòåðïîëÿöèè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Arn � ìíîæåñòâî ôóíêöèé âèäà

(4.25) f(·) = Pr−1(·) + (TrB)(·),

ãäå Pr−1(·) � ïîëèíîì ñòåïåíè íå âûøå r − 1, âåùåñòâåííûé íà âåùåñòâåííîé
îñè, à B(·) � ïðîèçâåäåíèå Áëÿøêå ïîðÿäêà íå âûøå n, âåùåñòâåííîå íà âåùå-
ñòâåííîé îñè. Ôóíêöèè âèäà (4.25) ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè ñîâåðøåííûõ ñïëàéíîâ
â çàäà÷å îïòèìàëüíîé èíòåðïîëÿöèè ôóíêöèé èç êëàññà W r

∞([−1, 1]).

Òåîðåìà 4.16. Ïðè âñåõ n ∈ N è r ∈ N ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f̂(·) ∈ Arn è
òî÷êè a ≤ t1 < . . . < tn+r+1 ≤ b òàêèå, ÷òî

(4.26) f̂(tj) = (−1)j‖f̂(·)‖C([a,b]) j = 1, . . . , n+ r + 1.

Ïðè ýòîì

(4.27) inf
f(·)∈Arn

‖f(·)‖C([a,b]) = ‖f̂(·)‖C([a,b]).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â òåîðåìå 7.35 áûëî ïîñòðîåíî íå÷åòíîå îòîáðàæåíèå
η(·), êîòîðîå êàæäîé òî÷êå èç Cn ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ïðîèçâåäåíèå Áëÿøêå
ïîðÿäêà íå âûøå n, âåùåñòâåííîå íà âåùåñòâåííîé îñè è íåïðåðûâíîå â C(E)
äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà E ⊂ D. Ïóñòü Bξ(·) = η(ξ). Ïîëîæèì

gξ(·) = (TrBξ)(·).

Ïóñòü

p̂ξ(t) =

n+r−1∑
j=0

aj(ξ)t
j

� ìíîãî÷ëåí íàèëó÷øåãî ðàâíîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè gξ(·) íà îòðåçêå
[a, b]. Ïîëîæèì

A(ξ) = (ar(ξ), . . . , an+r−1(ξ)).
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Îòîáðàæåíèå A : Sn → Rn ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíûì è íåïðåðûâíûì (íåïðåðûâíîñòü
ñëåäóåò èç íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè gξ(·) îò ξ ∈ Sn è òåîðåìû 7.2). Ïî òåîðåìå
Áîðñóêà ñóùåñòâóåò ξ̂ ∈ Sn, äëÿ êîòîðîãî A(ξ̂) = 0. Ïîëîæèì

(4.28) f̂(t) = −
r−1∑
j=0

aj(ξ̂)t
j + gξ̂(t).

Î÷åâèäíî, ÷òî f̂(·) ∈ Arn. Ïî òåîðåìå ×åáûøåâà íàéäóòñÿ n + r + 1 òî÷åê
a ≤ t1 < . . . < tn+r+1 ≤ b, äëÿ êîòîðûõ

(4.29) f̂(tj) = σ(−1)j‖f̂(·)‖C([a,b]), j = 1, . . . , n+ r + 1,

ãäå σ = 1 èëè −1. (Åñëè σ = −1, òî â êà÷åñòâå f̂(·) ìîæíî âçÿòü âûðàæåíèå
â ïðàâîé ÷àñòè (4.28) ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì). Èç (4.29) âûòåêàåò, ÷òî ó
f̂(·) íå ìåíåå n + r íóëåé â èíòåðâàëå (a, b). Ïî òåîðåìå Ðîëëÿ ó f̂ (r)(·) òîãäà
íå ìåíåå n íóëåé â èíòåðâàëå (a, b). Íî f̂ (r)(·) = B̂(·), à B̂(·) � ïðîèçâåäåíèå
Áëÿøêå ïîðÿäêà íå âûøå n. Ñëåäîâàòåëüíî,

f̂ (r)(z) = B̂(z) = λ

n∏
j=1

z − αj
1− αjz

,

ãäå λ = ±1.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàøëàñü ôóíêöèÿ f(·) ∈ Arn, äëÿ êîòîðîé

‖f(·)‖C([a,b]) < ‖f̂(·)‖C([a,b]).

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ R(·) = f̂(·)− f(·). Èìååì

signR(tj) = (−1)j , j = 1, . . . , n+ r + 1.

Òîãäà ïî òåîðåìå Ðîëëÿ ôóíêöèÿ R(r)(·) = B̂(·)−B(·), ãäå

B(z) = µ

k∏
j=1

z − βj
1− βjz

, k ≤ n, µ = ±1,

è, êðîìå òîãî, âåùåñòâåííà íà âåùåñòâåííîé îñè, èìååò íå ìåíåå n ðàçëè÷íûõ
íóëåé â èíòåðâàëå (a, b). Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî µ = λ (èíà÷å ìîæíî ðàññìîòðåòü
âìåñòî f(·) ôóíêöèþ−f(·)). Òîãäà B̂(±1)−B(±1) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçíîñòü
B̂(·)−B(·) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

B̂(z)−B(z) = (1− z2)
Q(z)∏n

j=1(1− αjz)
∏k
j=1(1− βjz)

,

ãäå Q(·) ïîëèíîì ñòåïåíè íå âûøå 2n − 2. Â ñèëó òîãî, ÷òî äëÿ ëþáîãî âåùå-
ñòâåííîãî z 6= 0 ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

B̂

(
1

z

)
=

1

B̂(z)
, B

(
1

z

)
=

1

B(z)
,

êðîìå n íóëåé â èíòåðâàëå (a, b) ó ðàçíîñòè B̂(·)−B(·) íàéäåòñÿ åùå íå ìåíåå
n − 1 âåùåñòâåííûõ íóëåé âíå îòðåçêà [−1, 1]. Òåì ñàìûì ó ìíîãî÷ëåíà Q(·),
ñòåïåíü êîòîðîãî íå âûøå 2n − 2 íàøëîñü íå ìåíåå 2n − 1 íóëåé. Ïîëó÷åííîå
ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ñïðàâåäëèâîñòü (4.27). �

Ñëåäñòâèå 4.17. Ïðè âñåõ n, r ∈ N è f̂(·) ∈ Arn óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
(4.26). Òîãäà

En+r(H
r
∞, C([a, b])) = ‖f̂(·)‖C([a,b]),

à íóëè f̂(·) ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè óçëàìè èíòåðïîëÿöèè.
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4.6. Èíòåðïîëÿöèÿ ïî çíà÷åíèÿì â áåñêîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèè f(·) ∈ Hp ïî åå
çíà÷åíèÿì â áåñêîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê. Ïóñòü èíôîðìàöèîííûé îïåðàòîð èìååò
ñëåäóþùèé âèä

(4.30) If =
{
f(zj), . . . , f

(νj−1)(zj)
}+∞

j=−∞
,

ãäå zj ∈ (−1, 1).
×òîáû ïîëó÷èòü èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå (2.30), èñïîëüçóåìîå äëÿ ïî-

ñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ, íàì ïîòðåáóåòñÿ âñïîìîãàòåëü-
íàÿ ëåììà.

Áåñêîíå÷íûì ïðîèçâåäåíèåì Áëÿøêå íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèå

(4.31) B(z) = zm
∏
zn 6=0

− zn
|zn|
· z − zn

1− znz
,

ãäå zn ∈ D è m ∈ N Â òåîðåìå 7.24 äîêàçàíî, ÷òî åñëè zn ∈ D óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèþ Áëÿøêå

∞∑
n=1

(1− |zn|) <∞,

òî ïðîèçâåäåíèå (4.31) ñõîäèòñÿ â D, B(z) ∈ H∞ è |B(eiθ)| = 1 ïî÷òè âñþäó.

Ëåììà 4.18. Ïóñòü äàíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {zj}∞−∞, {νj}∞−∞ òàêèå,
÷òî −1 < zj < zj+1 < 1, νj ∈ N, j = 0,±1, . . . ,

∞∑
j=−∞

νj(1− |zj |) <∞,

è äëÿ

W (z) =

∞∏
j=−∞

(
− sign zj

z − zj
1− zjz

)νj
(ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî sign 0 = −1) ñóùåñòâóþò αj ∈ (zj , zj+1), j = 0,±1, . . . , äëÿ
êîòîðûõ |W (αj)| ≥ c > 0. Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f(·) ∈ Hp, 1 ≤ p ≤ ∞,
èìååò ìåñòî ðàâåíñòî

1

2πi

∫
|z|=1

f(z)

W (z)
dz =

∞∑
j=−∞

(− sign zj)
νj

(νj − 1)!

(
f(z)(1− zjz)νj

ωj(z)

)(νj−1)∣∣z=zj ,
ãäå

ωj(z) :=
∏
m 6=j

(
− sign zm

z − zm
1− zmz

)νm
.

Äîêàçàòåëüñòâî. ÏîñêîëüêóHp ⊂ H1 äëÿ âñåõ 1 < p ≤ ∞, òî äîñòàòî÷íî
ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà p = 1. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0 è âûáåðåì
ϕ ∈ (0, π/2) òàê, ÷òîáû

1

2π

∫ ϕ

−ϕ
|f(eiθ)| dθ +

1

2π

∫ π+ϕ

π−ϕ
|f(eiθ)| dθ < ε.

Â ñèëó ðàâåíñòâà (ñì. (7.24))

lim
r→1

∫ 2π

0

|f(reiθ)− f(eiθ)|p dθ = 0

ñóùåñòâóåò òàêîå r1 ∈ (0, 1), äëÿ êîòîðîãî ïðè âñåõ r ∈ (r1, 1)

1

2π

∫ 2π

0

|f(reiθ)− f(eiθ)| dθ < ε.
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Òåì ñàìûì ïðè âñåõ r, r∗ ∈ (r1, 1) èìååì

(4.32)
1

2π

∫ ϕ

−ϕ
|f(reiθ)| dθ +

1

2π

∫ π+ϕ

π−ϕ
|f(r∗eiθ)| dθ

≤ 1

2π

∫ ϕ

−ϕ
|f(eiθ)| dθ +

1

2π

∫ ϕ

−ϕ
|f(reiθ)− f(eiθ)| dθ

+
1

2π

∫ π+ϕ

π−ϕ
|f(eiθ)| dθ +

1

2π

∫ π+ϕ

π−ϕ
|f(r∗eiθ)− f(eiθ)| dθ < 2ε.

Èç íåðàâåíñòâà Ôåéåðà�Ðèññà (ñì. òåîðåìó 7.36) ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå r2 ∈
(0, 1), äëÿ êîòîðîãî

(4.33)
1

2π

∫ 1

r2

|f(xeiθ)| dx+
1

2π

∫ −1+r2

−1

|f(xeiθ)| dx < ε

ïðè θ = ±ϕ. Ïóñòü

r0 := max{ r1, r2, (1− sinϕ)/(1 + sinϕ) }, N := max{ |n| : αn ∈ [−r0, r0] }.

Áóäåì äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñ÷èòàòü, ÷òî z1 < 0 ≤ z0. Ïîëîæèì äëÿ n ∈ N

Sn = { z ∈ D : |z| > αn, | arg z| < ϕ },
S−n = { z ∈ D : |z| > |α−n|, π − ϕ < arg z < π + arg z },

Ωn = D \ (S−n ∪ Sn), Γn = ∂D ∩ (∂S−n ∪ ∂Sn),

γ−n = D ∩ ∂S−n, γn = D ∩ ∂Sn.

Ωn

Oγ−n γn
q  

`

``

  

Ðèñ. 4.6.1

Èìååì

Rn =

∣∣∣∣∣∣ 1

2πi

∫
|z|=1

f(z)

W (z)
dz −

n∑
j=−n

(− sign zj)
νj

(νj − 1)!

(
f(z)(1− zjz)νj

ωj(z)

)(νj−1)∣∣z=zj
∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣ 1

2πi

∫
|z|=1

f(z)

W (z)
dz − 1

2πi

∫
∂Ωn

f(z)

W (z)
dz

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ 1

2πi

∫
Γn

f(z)

W (z)
dz − 1

2πi

∫
γ−n∪γn

f(z)

W (z)
dz

∣∣∣∣∣ ≤ 1

2π

∫
Γn

|f(z)| |dz|

+
1

2π

∫
γ−n∪γn

∣∣∣∣ f(z)

W (z)

∣∣∣∣ |dz| < ε+
bn
2π

∫
γn

|f(z)| |dz|+ b−n
2π

∫
γ−n

|f(z)| |dz|,

ãäå
bn = sup

z∈γn
|W (z)|−1, b−n = sup

z∈γ−n
|W (z)|−1.
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Ìíîæåñòâî òî÷åê, äëÿ êîòîðûõ∣∣∣∣ z − zj1− zjz

∣∣∣∣ < ∣∣∣∣ αn − zj1− zjαn

∣∣∣∣ ,
ÿâëÿåòñÿ êðóãîì â D ñ öåíòðîì íà âåùåñòâåííîé îñè. Ïóñòü n > N . Ïðè j ≥
n+ 1 ýòîò êðóã ðàñïîëàãàåòñÿ ïðàâåå òî÷êè αn, åãî ðàäèóñ ìåíüøå (1− αn)/2,
ñëåäîâàòåëüíî, îí ëåæèò â êîíóñå | arg z| < ϕ. Ïîýòîìó âåñü êðóã ëåæèò â Sn.
Åñëè 0 ≤ j ≤ n, òî ðàññìàòðèâàåìûé êðóã ëåæèò ëåâåå òî÷êè αn, à òî÷êà −αn
íàõîäèòñÿ, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, âíå êðóãà. Òåì ñàìûì ðàäèóñ êðóãà ìåíüøå
αn, à åãî öåíòð íàõîäèòñÿ ìåæäó 0 è αn. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå êðóã
íàõîäèòñÿ âíóòðè Ωn. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî, ÷òî äëÿ âñåõ z ∈ γn and j ≥ 0∣∣∣∣ z − zj1− zjz

∣∣∣∣ ≥ ∣∣∣∣ αn − zj1− zjαn

∣∣∣∣ .
Îòñþäà äëÿ âñåõ z ∈ γn

(4.34) |W (z)| ≥
−∞∏
j=−1

∣∣∣∣ z − zj1− zjz

∣∣∣∣νj ∞∏
j=0

∣∣∣∣ αn − zj1− zjαn

∣∣∣∣νj ≥ |W (αn)|
−∞∏
j=−1

∣∣∣∣ z − zj1− zjz

∣∣∣∣νj .
Ïðè j ≤ −1 ðàññìîòðèì êðóã∣∣∣∣ z − zj1− zjz

∣∣∣∣ < |zj |.
Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî îí ëåæèò â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè Re z < 0. Ñëåäîâà-
òåëüíî, äëÿ âñåõ j ≤ −1 ∣∣∣∣ z − zj1− zjz

∣∣∣∣ < |zj |.
Âîçâðàùàÿñü ê îöåíêå (4.34), ïîëó÷àåì

|W (z)| ≥ |W (αn)|
−∞∏
j=−1

|zj |νj ≥ c
−∞∏
j=−1

|zj |νj = c1.

Òàêèì îáðàçîì, bn ≤ c−1
1 . Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ z ∈ γ−n äàþò

|W (z)| ≥ |W (α−n)|
∞∏
j=0

∣∣∣∣ z − zj1− zjz

∣∣∣∣νj ≥ c ∣∣∣∣ z − z0

1− z0z

∣∣∣∣ν0 −∞∏
j=1

|zj |νj .

Â ñèëó òîãî, ÷òî êðóã ∣∣∣∣ z − z0

1− z0z

∣∣∣∣ < ∣∣∣∣ z1 − z0

1− z0z1

∣∣∣∣
íàõîäèòñÿ â ïîëóïëîñêîñòè Re z > z1, ïîëó÷àåì

|W (z)| ≥ c
∣∣∣∣ z1 − z0

1− z0z1

∣∣∣∣ν0 −∞∏
j=1

|zj |νj = c2.

Îòñþäà b−n ≤ c−1
2 . Ó÷èòûâàÿ ïîëó÷åííûå îöåíêè, èìååì

Rn < ε+
1

2πc1

(∫ ϕ

−ϕ
|f(αne

iθ)| dθ +

∫ 1

αn

|f(xeiϕ)| dx+

∫ 1

αn

|f(xe−iϕ)| dx
)

+
1

2πc2

(∫ π+ϕ

π−ϕ
|f(α−ne

iθ)| dθ +

∫ 1

α−n

|f(xeiϕ)| dx+

∫ 1

α−n

|f(xe−iϕ)| dx

)
.
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Ïîëîæèì d = max{c−1
1 , c−1

2 }. Òîãäà, ó÷èòûâàÿ (4.32), (4.33), ïîëó÷àåì

Rn < ε+
d

2π

(∫ ϕ

−ϕ
|f(αne

iθ)| dθ +

∫ 1

αn

|f(xeiϕ)| dx+

∫ 1

αn

|f(xe−iϕ)| dx

+

∫ π+ϕ

π−ϕ
|f(α−ne

iθ)| dθ +

∫ 1

α−n

|f(xeiϕ)| dx+

∫ 1

α−n

|f(xe−iϕ)| dx

)

<

(
1 +

2d

π

)
ε.

�

Òåîðåìà 4.19. Ïóñòü òî÷êè {zj}∞−∞ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ëåì-
ìû 4.18. Òîãäà äëÿ âñåõ 1 ≤ p ≤ ∞ ìåòîä

f(ξ) ≈
∞∑

j=−∞

νj−1∑
ν=0

cjν(ξ, p)f (ν)(zj),

ãäå

cjν(ξ, p) =
W (ξ)(1− |ξ|2)

p−2
p

ν!(νj − ν − 1)!

(
(1− zjz)νj

ωj(z)(ξ − z)(1− ξz)
p−2
p

)(νj−ν−1)

∣∣z=zj ,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì íà êëàññå Hp, è

E(f(ξ), Hp, I) =
|W (ξ)|

(1− |ξ|2)1/p
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ξ ∈ D è f ∈ Hp ïîëîæèì

(4.35) Jf =
1

2πi

∫
|z|=1

W (ξ)

W (z)(z − ξ)

(
1− |ξ|2

1− ξz

) p−2
p

f(z) dz.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ g(z) = W (z)(1− ξz)−2/p. Èìååì

Jf =
α

2π

∫ 2π

0

g(eiθ)|g(eiθ)|p−2f(eiθ) dθ, 1 ≤ p <∞,

ãäå α = W (ξ)(1− |ξ|2)(p−2)/p. Äëÿ p =∞

Jf =
α

2π

∫ 2π

0

g(eiθ)ϕ(eiθ)f(eiθ) dθ,

ãäå ϕ(z) = |1−ξz|−2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðèìåíÿÿ ëåììó 4.18 ê (4.35), ïîëó÷àåì

f(ξ)−
∞∑

j=−∞

νj−1∑
ν=0

cjν(ξ, p)f (ν)(zj) = Jf.

Îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü òåîðåìó 2.9. �

Ñëåäñòâèå 4.20. Ïóñòü òî÷êè {zj}∞−∞ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ëåì-
ìû 4.18 ïðè νj ≡ 1. Òîãäà äëÿ âñåõ 1 ≤ p ≤ ∞ ìåòîä

f(ξ) ≈W (ξ)

∞∑
j=−∞

1

W ′(zj)(ξ − zj)

(
1− |ξ|2

1− ξzj

) p−2
p

f(zj)

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì íà êëàññå Hp.
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Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå êîíêðåòíûå ñèñòåìû òî÷åê. Ïóñòü λ ∈ (0, 1),

(4.36) aj := th

(
j
πΛ

Λ′

)
, j = 0,±1, . . . ,

ãäå Λ è Λ′ � ïîëíûå ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû ïåðâîãî ðîäà äëÿ ìîäóëåé λ è
λ′ =

√
1− λ2 ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëîæèì

(4.37) B0(z) := z

∞∏
j=1

a2
j − z2

1− a2
jz

2
,

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå h = e−πΛ/Λ′ . Òîãäà

aj =
1− h2j

1 + h2j
.

Ñäåëàâ çàìåíó z = −i tg πv, ïîëó÷èì

z2 =
cos 2πv − 1

cos 2πv + 1
è

B0(z) = −i tg πv

∞∏
j=1

1− 2h2j cos 2πv + h4j

1 + 2h2j cos 2πv + h4j
.

Ôóíêöèþ B0(·) ìîæíî çàïèñàòü ÷åðåç òåòà-ôóíêöèè (ñì. ï. 8.12) ñëåäóþùèì
îáðàçîì

B0(z) = −iθ1(v)

θ2(v)
.

Èç ôîðìóë (8.57) âûòåêàåò ðàâåíñòâî

B0(z) = −i
√
λ

sn(2Λ′v, λ′)

cn(2Λ′v, λ′)
.

Âîñïîëüçîâàâøèñü âòîðûì ãëàâíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ïåðâîé ñòåïåíè (8.63),
ïîëó÷àåì

sn(2Λ′v, λ′)

cn(2Λ′v, λ′)
= −i sn(2Λ′iv, λ).

Òàêèì îáðàçîì,
B0(z) = −

√
λ sn(2Λ′iv, λ).

Èç òîãî, ÷òî v =
i

π
arth z, âûòåêàåò ðàâåíñòâî

(4.38) B0(z) =
√
λ sn

(
2Λ′

π
arth z, λ

)
.

Ïîëîæèì

(4.39) bj := th

(
(2j − 1)

πΛ

2Λ′

)
, j = 0,±1, . . . .

Òîãäà

(4.40) B0(bj) = (−1)j+1
√
λ.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà òî÷åê {aj}∞−∞ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû 4.18,
è äëÿ ýòîé ñèñòåìû ñïðàâåäëèâî ñëåäñòâèå 4.20, èç êîòîðîãî âûòåêàåò, ÷òî
îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèè èç êëàññà Hp ïî çíà÷åíèÿì â
óçëàõ {aj}∞−∞ èìååò âèä

f(ξ) ≈ π

2Λ′
sn

(
2Λ′

π
arth z, λ

) ∞∑
j=−∞

(−1)j
1− a2

j

ξ − zj

(
1− |ξ|2

1− ξaj

) p−2
p

f(aj).



4.6. ÈÍÒÅÐÏÎËßÖÈß ÏÎ ÇÍÀ×ÅÍÈßÌ Â ÁÅÑÊÎÍÅ×ÍÎÌ ×ÈÑËÅ ÒÎ×ÅÊ 146

Îáîçíà÷èì ÷åðåçH∞(Sβ) ìíîæåñòâî ôóíêöèé f(·), àíàëèòè÷åñêèõ â ïîëîñå

Sβ = { z ∈ C : | Im z| < β },

äëÿ êîòîðûõ |f(z)| ≤ 1, z ∈ Sβ . Ðàññìîòðèì íà âåùåñòâåííîé îñè ðàâíîìåðíóþ
ñåòêó {jτ}∞−∞ ñ øàãîì τ > 0. Ôóíêöèÿ

z = th

(
π

4β
w

)
êîíôîðìíî îòîáðàæàåò ïîëîñó Sβ íà åäèíè÷íûé êðóã D. Ïðè ýòîì ðàâíîìåð-
íàÿ ñåòêà {jτ}∞−∞ ïåðåõîäèò â ñèñòåìó òî÷åê {aj}∞−∞, åñëè λ âûáðàíî èç óñëî-
âèÿ

Λ′

Λ
=

4β

τ
.

Äëÿ λ ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî (ñì. (8.54))

λ =
θ2

2(0)

θ2
3(0)

= 4e−
s
2

( ∑∞
n=0 e

−sn(n+1)

1 + 2
∑∞
n=1 e

−sn2

)2

, s =
πΛ′

Λ
=

4πβ

τ
.

Â ñèëó êîíôîðìíîé ýêâèâàëåíòíîñòè çàäà÷ âîññòàíîâëåíèÿ íà êëàññàõ H∞
è H∞(Sβ) ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 4.21. Äëÿ ëþáîãî τ > 0 è ëþáîãî t ∈ R ìåòîä

(4.41) f(t) ≈ π

Λ′
sn

(
Λ′

2β
t, λ

) ∞∑
j=−∞

(−1)j
f(jτ)

sh

(
π

2β
(t− jτ)

) ,
â êîòîðîì

λ = 4e−
s
2

( ∑∞
n=0 e

−sn(n+1)

1 + 2
∑∞
n=1 e

−sn2

)2

, s =
4πβ

τ
,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì íà êëàññå H∞(Sβ). Äëÿ åãî ïîãðåøíîñòè
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

E(f(t), H∞(Sβ), I) =
√
λ

∣∣∣∣sn(Λ′

2β
t, λ

)∣∣∣∣ .
Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîñ-

ñòàíîâëåíèÿ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(4.42) max
t∈R

E(f(t), H∞(Sβ), I) =
√
λ = 2e−πβ/τ +O

(
e−5πβ/τ

)
.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî öåëûå ôóíêöèè ìîãóò áûòü òî÷íî âîññòàíîâëåíû
ïî èõ çíà÷åíèÿì â ðàâíîìåðíîé ñåòêå ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì øàãå ñåòêè (ýòî
âîññòàíîâëåíèå äàåòñÿ ôîðìóëîé Êîòåëüíèêîâà). Àíàëèòè÷åñêèå è îãðàíè÷åí-
íûå â ïîëîñå ôóíêöèè íå ìîãóò áûòü òî÷íî âîññòàíîâëåíû ïî çíà÷åíèÿì â
ðàâíîìåðíîé ñåòêå êàêîé áû ìàëûé øàã ñåòêè íå áûë. Òåì íå ìåíåå ôîðìóëà
(4.41) äàåò âîçìîæíîñòü âîññòàíàâëèâàòü òàêèå ôóíêöèè ïðèáëèæåííî (áîëåå
òîãî, íàèëó÷øèì îáðàçîì) ïî çíà÷åíèÿì â ðàâíîìåðíîé ñåòêå ñ ïðîèçâîëü-
íûì øàãîì. Åñòåñòâåííî, ÷òî ïîãðåøíîñòü òàêîãî ïðèáëèæåíèÿ óìåíüøàåòñÿ
ñ óìåíüøåíèåì øàãà (ñì. (4.42)).
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4.7. Âîññòàíîâëåíèå ïðîèçâîäíîé

Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ïðîèçâîäíîé
ôóíêöèè f(·) ∈ Hp â íåêîòîðîé òî÷êå ξ ∈ D ïî çíà÷åíèÿì èíôîðìàöèîííî-
ãî îïåðàòîðà (4.9). Åñëè ξ = zj ïðè íåêîòîðîì 1 ≤ j ≤ n, òî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
νj = 1. Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

β(ξ) =
1− |ξ|2

2
W ′(ξ) +

ξ

p
W (ξ),

D1 =

{
ξ ∈ D : |β(ξ)| < p− 1

p
|W (ξ)|

}
, D0 := D \D1,

b =



p

p− 1

β(ξ)

W (ξ)
, ξ ∈ D1,

W (ξ)ei arg β(ξ)

|β(ξ)|+
√
|β(ξ)|2 − p− 2

p
|W (ξ)|2

, ξ ∈ D0,

a =
ξ − b
1− ξb

, uξ(z) =

1, ξ ∈ D1,
z − a
1− az

, ξ ∈ D0.

Òåîðåìà 4.22. Ïðè âñåõ 1 ≤ p ≤ ∞ ìåòîä

f ′(ξ) ≈
n∑
j=1

νj−1∑
ν=0

cjν(ξ, p)f (ν)(zj),

ãäå ïðè ξ 6= zj

cjν(ξ, p) = − α(ξ)

ν!(νj − ν − 1)!

(
uξ(z)(1− zjz)νj (1− az)2(p−1)/p

ωj(z)(z − ξ)2(1− ξz)2(p−2)/p

)(νj−ν−1)∣∣z=zj ,

cj0(zj , p) =
ω′j(zj)

ωj(zj)
+

2

p

zj
1− |zj |2

,

à

α(ξ) =


W (ξ)(1− |ξ|2)2(p−2)/p

uξ(ξ)(1− aξ)2(p−1)/p
, ξ /∈ {z1, . . . , zn},

ωj(ξ)

(1− |ξ|2)2/p
, ξ = zj , j = 1, . . . , n,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ íà êëàññå Hp. Äëÿ ïîãðåø-
íîñòè îïòèìàëüíîãî ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ çíà÷åíèé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèé
f(·) ∈ Hp â òî÷êå ξ ïî èíôîðìàöèè Iτ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

E(f ′(ξ), Hp, Iτ ) =


|W (ξ)|(1 + |b|2)

p−1
p

|uξ(ξ)|(1− |ξ|2)
p+1
p

, ξ /∈ {z1, . . . , zn},

|ωj(ξ)|
(1− |ξ|2)

p+1
p

, ξ = zj , j = 1, . . . , n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

g(z) =
z − a
1− az

W (z)(1− az)2/p

uξ(z)(1− ξz)4/p
.
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Ïóñòü ξ /∈ {z1, . . . , zn} è 1 ≤ p < ∞. Òîãäà ïî òåîðåìå î âû÷åòàõ äëÿ ëþáîé
ôóíêöèè f(·) ∈ Hp èìååì

(4.43) α(ξ)

∫ 2π

0

g(z)|g(z)|p−2f(z) dµ(z)

=
α(ξ)

2πi

∫
|z|=1

uξ(z)(1− az)2(p−1)/pf(z) dz

W (z)(z − ξ)2(1− ξz)2(p−2)/p

= f ′(ξ) + λ(a)f(ξ)−
n∑
j=1

νj−1∑
ν=0

cjν(ξ, p)f (ν)(zj),

ãäå

λ(a) = α(ξ)

(
uξ(z)(1− az)2(p−1)/p

W (z)(1− ξz)2(p−2)/p

)′∣∣z=ξ .
Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïàðàìåòð a âûáðàí òàê, ÷òîáû λ(a) = 0. Ïîäñòàâëÿÿ
â (4.43) f(·) = g(·), íàõîäèì

‖g(·)‖pHp =
1

2πi

∫
|z|=1

(1− az)(z − a) dz

(z − ξ)2(1− ξz)2
=

1 + |b|2

(1− |ξ|2)|1− ξb|2
.

Òåïåðü óòâåðæäåíèå òåîðåìû â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå âûòåêàåò èç òåîðå-
ìû 2.9. Åñëè ξ = zk, òî a = ξ, è àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ ïîëó÷àåì
ðàâåíñòâî

α(ξ)

∫ 2π

0

g(z)|g(z)|p−2f(z) dµ(z) =
α(ξ)

2πi

∫
|z|=1

(1− ξz)2/pf(z) dz

ωk(z)(z − ξ)2

= f ′(ξ)−
n∑
j=1

νj−1∑
ν=0

cjν(ξ, p)f (ν)(zj)

(íàäî ó÷åñòü, ÷òî â ñèëó íàøåé äîãîâîðåííîñòè νk = 1). Äàëåå ïðèìåíÿåì
òåîðåìó 2.9.

Ïðè p =∞ èñïîëüçóåòñÿ òà æå ñõåìà ðàññóæäåíèé è ðàâåíñòâî

α(ξ)

∫ 2π

0

g(z)|ϕ(z)|f(z) dµ(z) =
α(ξ)

2πi

∫
|z|=1

uξ(z)(1− az)2f(z) dz

W (z)(z − ξ)2(1− ξz)2
,

ãäå

ϕ(z) =
(1− az)2

(1− ξz)4
.

�

Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4.22 âûòåêàåò, ÷òî â îáùåé ñèòóàöèè åäèíè÷-
íûé êðóã D ðàçáèâàåòñÿ íà äâå ÷àñòè D0 è D1, â ïåðâîé èç êîòîðûõ ýêñòðå-
ìàëüíàÿ ôóíêöèÿ g(·)/‖g(·)‖Hp èìååò íóëè ñîîòâåòñòâóþùèõ êðàòíîñòåé òîëü-
êî â òî÷êàõ z1, . . . , zn, à âî âòîðîé � ïîÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíûé íóëü â òî÷êå
a. Ïîÿâëåíèå äâóõ òàêèõ ìíîæåñòâ âïåðâûå, ïî-âèäèìîìó, áûëî îáíàðóæåíî
J. Dieudonn�e [2], êîòîðûé, ðåøàÿ ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó

sup
f(·)∈H∞
f(0)=0

|f ′(ξ)|,

îáíàðóæèë, ÷òî ïðè |ξ| ≤
√

2 − 1 ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèåé ÿâëÿåòñÿ f(z) = z,
à ïðè

√
2− 1 < |ξ| < 1 ó ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè ïîÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíûé
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íóëü â íåêîòîðîé òî÷êå a(ξ). Äëÿ ýòîãî äîïîëíèòåëüíîãî íóëÿ ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî

a(ξ) =
3|ξ|2 − 1

ξ(1 + |ξ|2)
.

Â ÷àñòíîñòè, èìååì

sup
f(·)∈H∞
f(0)=0

∣∣∣∣f ′( 1√
3

)∣∣∣∣ =
2√
3
,

à f(z) = z2 ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèåé â ýòîé çàäà÷å.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó, îáîáùàþùóþ ïðåäûäóùóþ, î íàõîæäåíèè âåëè÷èíû

sup
f(·)∈Hp

f(0)=...=f(n−1)(0)=0

|f ′(ξ)|.

Â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî D0, áóäåò èìåòü âèä

D0 =

{
ξ ∈ D :

(
n− 2

p

)
|ξ|2 + 2

p− 1

p
|ξ| − n ≤ 0

}
.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè 1 ≤ p ≤ 2 D0 = D, à ïðè 2 < p ≤ ∞ D0 = {ξ ∈
C : |ξ| ≤ rnp}, ãäå

rnp =

√(
p− 1

p

)2

+ n

(
n− 2

p

)
− p− 1

p

n− 2

p

.

Èç òåîðåìû 4.22 âûòåêàåò òàêæå ðåøåíèå çàäà÷è îá îïòèìàëüíîì âîññòà-
íîâëåíèè ïðîèçâîäíîé â íóëå ôóíêöèè f(·) ∈ Hp ïî åå çíà÷åíèÿì â òî÷êàõ r è
−r, r ∈ (0, 1). Îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ ïðè âñåõ 1 ≤ p ≤ ∞ èìååò
âèä

f ′(0) ≈ (1− r2)
f(r)− f(−r)

2r
.

4.8. Âîññòàíîâëåíèå ïðîèçâîäíûõ ïî íåòî÷íûì çíà÷åíèÿì ôóíêöèé

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé
ïî èõ çíà÷åíèÿì, çàäàííûì ñ îøèáêîé â ðàâíîìåðíîé íîðìå. Ïóñòü W � âû-
ïóêëûé è óðàâíîâåøåííûé êëàññ äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ
â îáëàñòè Ω ⊂ C, ñîäåðæàùåé ìíîæåñòâî E. ×åðåç Fδ(E) îáîçíà÷èì èíôîð-
ìàöèîííûé îïåðàòîð, êîòîðûé êàæäîé ôóíêöèè èç f(·) ∈W ñòàâèò â ñîîòâåò-
ñòâèå ìíîæåñòâî ôóíêöèé f̃(·) ∈ C(E) òàêèõ, ÷òî

‖f(·)− f̃(·)‖C(E) ≤ δ.

Ïîëîæèì

E(f (k)(ξ),W, Fδ(E)) = inf
ϕ : C(E)→C

sup
f(·)∈W, f̃(·)∈C(E)

‖f(·)−f̃(·)‖C(E)≤δ

|f (k)(ξ)− ϕ(f̃(·))|.

Äëÿ W = W 2
∞([−1, 1]), E = [−1, 1] è k = 1 ýòà çàäà÷à ðàññìàòðèâàëàñü â ï. 1.4

(ñì. (1.13)). Çäåñü ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé, êîãäà W = H∞, E = (−1, 1) è
k = 1.

Èç òåîðåìû 2.4 (ñì. ðàâåíñòâî (2.12)) ñëåäóåò, ÷òî

(4.44) E(f ′(ξ), H∞, Fδ((−1, 1))) = sup
f(·)∈H∞

‖f(·)‖C(−1,1)≤δ

|f ′(ξ)|.
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Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ δ ≥ 1

E(f ′(ξ), H∞, Fδ((−1, 1))) = sup
f(·)∈H∞

|f ′(ξ)|,

à ìåòîä ϕ(f̃(·)) ≡ 0 ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì. Èç òåîðåìû 4.22 (ïðè W (z) = 1)
ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî

(4.45) sup
f(·)∈H∞

|f ′(ξ)| = 1

1− |ξ|2
.

Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé, êîãäà 0 < δ < 1. Îêàçûâàåòñÿ,
÷òî â ýòîì ñëó÷àå (òàê æå, êàê è â çàäà÷å (1.13)) îïòèìàëüíûé ìåòîä èñïîëü-
çóåò íå âñå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f̃(·) èç èíòåðâàëà (−1, 1), à òîëüêî çíà÷åíèÿ â
äèñêðåòíîé ñèñòåìå òî÷åê, ïëîòíîñòü êîòîðîé óâåëè÷èâàåòñÿ ïðè óìåíüøåíèè
ïîãðåøíîñòè çàäàíèÿ çíà÷åíèé δ.

Òåîðåìà 4.23. Äëÿ âñåõ 0 < δ < 1 è ξ ∈ (−1, 1) ìåòîä

f ′(ξ) ≈ 2π

Λ′(1− δ4)(1− ξ2)

∞∑
j=−∞

(−1)j+1

sh2

(
(2j − 1)

πΛ

Λ′

) f̃ ( bj + ξ

1 + ξbj

)
,

ãäå bj îïðåäåëåíî ôîðìóëîé (4.39), à Λ, Λ′ � ïîëíûå ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðà-
ëû ïåðâîãî ðîäà äëÿ ìîäóëåé λ = δ2, λ′ =

√
1− δ4 ñîîòâåòñòâåííî, ÿâëÿåòñÿ

îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ íà êëàññå H∞ ïî çíà÷åíèÿì íà èí-
òåðâàëå (−1, 1), çàäàííûì ñ ïîãðåøíîñòüþ δ â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå. Êðîìå
òîãî,

E(f ′(ξ), H∞, Fδ((−1, 1))) =
2δΛ′

π(1− ξ2)
=

4

π(1− ξ2)
δ ln

2

δ
+O

(
δ5 ln

1

δ

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

B1(z) :=

∞∏
j=1

b2j − z2

1− b2jz2
, h(z) :=

∞∏
j=1

(
1− a2

jz
2

1− b2jz2

)2

,(4.46)

ψ(z) :=
B0(z)h(z)

zB1(z)
,(4.47)

ãäå aj è bj îïðåäåëåíû ôîðìóëàìè (4.36) è (4.39), à ôóíêöèÿ B0(·) îïðåäåëåíà
ðàâåíñòâîì (4.37). Òåì æå ïóòåì, êàêèì áûëî ïîëó÷åíî ïðåäñòàâëåíèå (4.38),
ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà

(4.48) B1(z) =
√
λ sn

(
2Λ′

π
arth z + Λ, λ

)
è

(4.49) h(z) =
1− z2

dn2

(
2Λ′

π
arth z, λ

) .
Òàêèì îáðàçîì,

ψ(z) =
1− z2

z

sn

(
2Λ′

π
arth z, λ

)
cn

(
2Λ′

π
arth z, λ

)
dn

(
2Λ′

π
arth z, λ

) .



4.8. ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈÅ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÛÕ ÏÎ ÍÅÒÎ×ÍÛÌ ÇÍÀ×ÅÍÈßÌ 151

Â ñèëó (8.67) ïîëó÷àåì

ψ(z) =
1− z2

z

1

1 + λ

sn

(
4L′

π
arth z, l

)
cn

(
4L′

π
arth z, l

)
= −1− z2

z

i

(1 + λ) dn

(
4L′

π
arth z + iL′, l

) ,
ãäå l = 2

√
λ/(1 + λ), à L, L′ � ïîëíûå ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû ïåðâîãî ðîäà

äëÿ ìîäóëåé l, l′ =
√

1− l2 ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè z = eiθ, θ ∈ (0, π) ∪ (π, 2π), òî

arth z = x+ i
π

4
sign sin θ, ãäå x =

1

2
ln
∣∣∣ctg

θ

2

∣∣∣. Ñëåäîâàòåëüíî,
ψ(eiθ) = − 2 sin θ

(1 + λ) dn

(
4L′

π
x+ iL′(1 + sign sin θ), l

) =
2| sin θ|

(1 + λ) dn

(
4L′

π
x, l

) .
Òàê êàê äëÿ âñåõ u ∈ R

1 ≥ dn(u, l) ≥ l′ =
1− λ
1 + λ

,

òî äëÿ ïî÷òè âñåõ θ ∈ T, ψ(eiθ) > 0. Êðîìå òîãî, ψ(eiθ) ∈ L1(T).
Äëÿ f(·) ∈ H∞ ïîëîæèì

Jf :=
δ

2π

∫ 2π

0

B0(eiθ)ψ(eiθ)f(eiθ) dθ.

Çàïèøåì ýòîò èíòåãðàë â âèäå

(4.50) Jf =
δ

2πi

∫
|z|=1

h(z)

B1(z)z2
f(z) dz.

Â ñèëó (4.48)

B1(aj) = (−1)j
√
λ.

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 4.18 ê èíòåãðàëó (4.50), ïîëó÷àåì

Jf = f ′(0) + δ

∞∑
j=−∞

h(bj)

B′1(bj)b2j
f(bj).

Èç (4.48) è (4.49) èìååì

(4.51) B′1(bj) = (−1)j
√
λ

2Λ′

π(1− b2j )
, h(bj) =

1− b2j
1− λ2

.

Òàêèì îáðàçîì,

Jf = f ′(0)− ϕ0(If),

ãäå

ϕ0(y(·)) =
2π

Λ′(1− δ4)

∞∑
j=−∞

(−1)j+1

sh2

(
(2j − 1)

πΛ

Λ′

)y(bj), y(·) ∈ C((−1, 1)).

Êðîìå òîãî,

ϕ0(B0(·)) = δ‖ϕ0‖.
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Èç òåîðåìû 2.8 ñëåäóåò, ÷òî ìåòîä ϕ0(·) îïòèìàëüíûé äëÿ ξ = 0, à ôóíêöèÿ
B0(·) � ýêñòðåìàëüíàÿ. Òåì ñàìûì

E(f ′(ξ), H∞, Fδ((−1, 1))) = B′0(0) = δ
2Λ′

π
.

Àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî äëÿ ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ
âûòåêàåò èç (8.56)

Λ′ = ln
4

δ2
+O

(
δ4 ln

1

δ

)
.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè ξ ∈ (−1, 1) óòâåðæäåíèå òåîðåìû ìîæåò áûòü
ïîëó÷åíî ïðè ðàññìîòðåíèè ôóíêöèè g(·) = f(w(·)), ãäå

w(z) =
z + ξ

1 + ξz

� êîíôîðìíîå ïðåîáðàçîâàíèå åäèíè÷íîãî êðóãà D. Äëÿ ýòîé ôóíêöèè g′(0) =
(1− ξ2)f ′(ξ). �

Ñ ïîìîùüþ êîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ ïîëîñû Sβ íà åäèíè÷íûé êðóã èç
òåîðåìû 4.23 âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 4.24. Äëÿ âñåõ 0 < δ < 1 è t ∈ R ìåòîä

f ′(t) ≈ π2

2βΛ′(1− δ4)

∞∑
j=−∞

(−1)j+1

sh2

(
(2j − 1)

πΛ

Λ′

) f̃ (t+ (2j − 1)
2βΛ

Λ′

)

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ íà êëàññå H∞(Sβ) ïî çíà-
÷åíèÿì íà R, çàäàííûì ñ ïîãðåøíîñòüþ δ â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå. Äëÿ ïî-
ãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

E(f ′(t), H∞(Sβ), Fδ(R)) =
δΛ′

2β
=

1

β
δ ln

2

δ
+O

(
δ5 ln

1

δ

)
.

4.9. Íåðàâåíñòâî Êîëìîãîðîâà äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ â ïîëîñå
ôóíêöèé

Îáîçíà÷èì ÷åðåçHr
∞(Sβ) ìíîæåñòâî ôóíêöèé f(·), àíàëèòè÷åñêèõ â ïîëîñå

Sβ = { z ∈ C : | Im z| < β },

äëÿ êîòîðûõ |f (r)(z)| ≤ 1, z ∈ Sβ . Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü âåëè÷èíà
E(f (k)(t), Hr

∞(Sβ), Fδ(R)). Ïðè k = 1, r = 0 îíà áûëà íàéäåíà â ñëåäñòâèè 4.24.
Â îáùåì ñëó÷àå â ñèëó äâîéñòâåííîñòè èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî, àíàëîãè÷íîå
(4.44)

(4.52) E(f (k)(t), Hr
∞(Sβ), Fδ(R)) = sup

f(·)∈Hr∞(Sβ)
‖f(·)‖C(R)≤δ

|f (k)(t)|.

À â ñèëó èíâàðèàíòíîñòè êëàññà Hr
∞(Sβ) îòíîñèòåëüíî ñäâèãà

(4.53) sup
f(·)∈Hr∞(Sβ)
‖f(·)‖C(R)≤δ

|f (k)(t)| = sup
f(·)∈Hr∞(Sβ)
‖f(·)‖C(R)≤δ

‖f (k)(·)‖C(R).

Â âåùåñòâåííîì ñëó÷àå äëÿ ñîáîëåâñêîãî êëàññà ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à

‖f (k)(·)‖L∞(R) → max, ‖f(·)‖L∞(R) ≤ A0, ‖f (r)(·)‖L∞(R) ≤ Ar,
1 ≤ k ≤ r − 1,
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áûëà ðåøåíà À. Í. Êîëìîãîðîâûì [44]. Ýòà çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà íàõîæäåíèþ
òî÷íîé êîíñòàíòû â íåðàâåíñòâå

‖f (k)(·)‖L∞(R) ≤ C‖f(·)‖αL∞(R)‖f
(r)(·)‖βL∞(R).

Ðåøåíèå çàïèñûâàåòñÿ â òåðìèíàõ êîíñòàíò Ôàâàðà

Kr =
4

π

∞∑
n=0

(−1)n(r+1)

(2n+ 1)r+1
, r = 0, 1, 2, . . . .

Òî÷íîå íåðàâåíñòâî èìååò âèä

‖f (k)(·)‖L∞(R) ≤
Kr−k

K
1−k/r
r

‖f(·)‖1−k/rL∞(R)‖f
(r)(·)‖k/rL∞(R).

Â êîìïëåêñíîì ñëó÷àå äëÿ êëàññàHr
∞(Sβ) òàêîé ýêâèâàëåíòíîñòè óæå íåò, õîòÿ

íåðàâåíñòâà â íåñêîëüêî èíîì âèäå âûïèñàòü ìîæíî (îíè íå áóäóò ìóëüòèïëè-
êàòèâíûìè).

Ïðèâåäåì â êà÷åñòâå ïðèìåðà íåðàâåíñòâî, êîòîðîå ìîæåò áûòü ïîëó÷å-
íî èç ñëåäñòâèÿ 4.24. Èç ýòîãî ñëåäñòâèÿ âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ôóíêöèè f(·) ∈
H∞(Sβ) òàêîé, ÷òî ‖f(·)‖C(R) ≤ δ, 0 < δ < 1, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

(4.54) ‖f ′(·)‖C(R) ≤
δΛ′

2β
=

1

2β
δ

∫ π/2

0

dx√
1− (1− δ4) sin2 x

.

Èç ðàâåíñòâà (4.45) ñ ïîìîùüþ êîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ ïîëîñû Sβ íà åäè-
íè÷íûé êðóã ïîëó÷àåì

sup
f(·)∈H∞(Sβ)

|f ′(ξ)| = π

4β
.

Òåì ñàìûì íåðàâåíñòâî (4.54) îñòàåòñÿ âåðíûì è ïðè δ = 1. Ïóñòü f(·) � ïðî-
èçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, àíàëèòè÷åñêàÿ â ïîëîñå Sβ , îãðàíè÷åííàÿ òàì è îòëè÷íàÿ
îò òîæäåñòâåííîãî íóëÿ. Ïîëîæèì â (4.54)

δ =
‖f(·)‖C(R)

‖f(·)‖C(Sβ)
.

Òîãäà èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

‖f ′(·)‖C(R) ≤
1

2β
‖f(·)‖C(R)‖f(·)‖2C(Sβ)

×
∫ π/2

0

dx√
‖f(·)‖4C(Sβ) cos2 x+ ‖f(·)‖4C(R) sin2 x

.

Ïóñòü Λ è Λ′ � ïîëíûå ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû ïåðâîãî ðîäà äëÿ ìîäóëåé
λ ∈ (0, 1) è λ′ =

√
1− λ2 ñîîòâåòñòâåííî. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

φλ(z) =
√
λ sn

(
Λ′

2β
z, λ

)
.

Èç (8.11) ñëåäóþò ðàâåíñòâà

sn
iΛ′

2
=

i√
λ
, cn

iΛ′

2
=

√
1 + λ√
λ

, dn
iΛ′

2
=
√

1 + λ.

Èç ôîðìóëû (8.62) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ R

φλ(x± iβ) =

(1 + λ) sn
Λ′x

2β
± i cn

Λ′x

2β
dn

Λ′x

2β

1 + λ sn2
Λ′x

2β

.
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Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî |φλ(x ± iβ)| = 1 äëÿ âñåõ x ∈ R. Òåì ñàìûì φλ(·) ∈
H∞(Sβ).

Ïîëîæèì Φλ,0,β(z) = φλ(z),

Φλ,2j−1,β(z) =

∫ z

2Λβ/Λ′
Φλ,2j−2,β(u) du,

Φλ,2j,β(z) =

∫ z

0

Φλ,2j−1,β(u) du,

j = 1, 2, . . . .

ßñíî, ÷òî
Φ

(j)
λ,r,β(·) = Φλ,r−j,β(·), j = 1, 2, . . . , r.

Ôóíêöèè Φλ,r,β(·) èìåþò ïåðèîä 8Λβ/Λ′ è íóëåâîå ñðåäíåå íà ïåðèîäå.
Ïðè ÷åòíîì r ôóíêöèè Φλ,r,β(·) èìåþò ïðîñòûå íóëè â òî÷êàõ 4kΛβ/Λ′,

k = 0,±1,±2, . . ., à èõ ãðàôèêè ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî òî÷åê (4kΛβ/Λ′, 0)
è ïðÿìûõ z = (2k+1)2Λβ/Λ′. Ïðè íå÷åòíîì r ôóíêöèè Φλ,r,β(·) èìåþò ïðîñòûå
íóëè â òî÷êàõ (2k+ 1)2Λβ/Λ′, à èõ ãðàôèêè ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî òî÷åê
((2k+1)2Λβ/Λ′, 0) è ïðÿìûõ z = 4kΛβ/Λ′. Ôóíêöèè Φλ,r,β(·) ñòðîãî ìîíîòîííû
ìåæäó ñîñåäíèìè òî÷êàìè ýêñòðåìóìà è ñîõðàíÿþò íàïðàâëåíèå âûïóêëîñòè
ìåæäó ñîñåäíèìè íóëÿìè.

Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå ýëëèïòè÷åñêîãî ñèíóñà â ðÿä Ôóðüå (ñì. (8.69))

sn

(
Λ′

2β
z, λ

)
=

π

λΛ

∞∑
n=0

sin

(
(2n+ 1)

πΛ′

4Λβ
z

)
sh

(
(2n+ 1)

πΛ′

2Λ

) ,

ïîëó÷àåì

(4.55) Φλ,r,β(z) =
π√
λΛ

(
4Λβ

πΛ′

)r ∞∑
n=0

sin

(
(2n+ 1)

πΛ′

4Λβ
z − πr

2

)
(2n+ 1)r sh

(
(2n+ 1)

πΛ′

2Λ

)
Ó÷èòûâàÿ îòìå÷åííûå ñâîéñòâà ôóíêöèé Φλ,r,β(·) íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî

(4.56) ‖Φλ,r,β(·)‖C(R) =
π√
λΛ

(
4Λβ

πΛ′

)r ∞∑
n=0

(−1)n(r+1)

(2n+ 1)r sh

(
(2n+ 1)

πΛ′

2Λ

) .
Òåîðåìà 4.25. Ïóñòü δ ∈ (0,∞) ïðè r ≥ 1 è δ ∈ (0, 1) ïðè r = 0. Òîãäà

ïðè âñåõ 1 ≤ k ≤ r + 1

(4.57) sup
f(·)∈Hr∞(Sβ)
‖f(·)‖C(R)≤δ

‖f (k)(·)‖C(R) = ‖Φ(k)
λ,r,β(·)‖C(R)

=
π√
λΛ

(
4Λβ

πΛ′

)r−k ∞∑
n=0

(−1)n(r−k+1)

(2n+ 1)r−k sh

(
(2n+ 1)

πΛ′

2Λ

) ,
ãäå λ óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó

(4.58) ‖Φλ,r,β(·)‖C(R) = δ.

Äîêàæåì ñíà÷àëà ðÿä ïðåäâàðèòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç HR
∞

ìíîæåñòâî ôóíêöèé èç H∞, âåùåñòâåííûõ íà âåùåñòâåííîé îñè.

Ïðåäëîæåíèå 4.26. Ïóñòü f(·) ∈ HR
∞ è ïðè íåêîòîðîì λ ∈ (0, 1)

(4.59) ‖f(·)‖C(−1,1) ≤ ‖B0(·)‖C(−1,1),
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ãäå ôóíêöèÿ B0(·) îïðåäåëåíà â (4.37). Åñëè ξ ∈ (−1, 1) è f(ξ) = B0(ξ), òî

|f ′(ξ)| ≤ |B′0(ξ)|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó (4.38) è (4.40) èìååì

(4.60) ‖B0(·)‖C(−1,1) =
√
λ, B0(±bj) = ±(−1)j+1

√
λ.

Òåì ñàìûì óòâåðæäåíèå ïðåäëîæåíèÿ î÷åâèäíî äëÿ ξ = ±bj , j = 1, 2, . . . . Äëÿ
f(·) ∈ HR

∞ è ξ 6= ±bj , j = 1, 2, . . . , ïîëîæèì

Jf =
1

2πi

∫
|z|=1

h(z)f(z) dz

B1(z)(z − ξ)2(1− ξz)2
,

ãäå h(·) è B1(·) îïðåäåëåíû ðàâåíñòâàìè (4.46). Èç ëåììû 4.18 ïîëó÷àåì

Jf =

(
h(z)f(z)

B1(z)(1− ξz)2

)′∣∣z=ξ
+

∞∑
j=1

h(bj)

B′1(bj)

(
f(bj)

(bj − ξ)2(1− ξbj)2
− f(−bj)

(bj + ξ)2(1 + ξbj)2

)
.

Ïîëüçóÿñü ðàâåíñòâàìè (4.51), èìååì

(4.61) f ′(ξ) = −C(ξ)

(
h(z)

B1(z)(1− ξz)2

)′∣∣z=ξ f(ξ) +
πC(ξ)

2
√
λΛ′(1− λ2)

×
∞∑
j=1

(−1)j+1(1− b2j )2

(
f(bj)

(bj − ξ)2(1− ξbj)2
− f(−bj)

(bj + ξ)2(1 + ξbj)2

)
+ C(ξ)Jf,

ãäå

C(ξ) =
B1(ξ)(1− ξ2)2

h(ξ)
.

Ïîëîæèâ

ψ1(z) =
z2

(z − ξ)2(1− ξz)2

è ó÷èòûâàÿ, ÷òî |B0(eiθ)| = 1 ïî÷òè âñþäó, áóäåì èìåòü

Jf =
1

2π

2π∫
0

B0(eiθ)ψ(eiθ)ψ1(eiθ)f(eiθ) dθ,

ãäå ôóíêöèÿ ψ(·) îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì (4.47). Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðå-
ìû 4.23 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèÿ ψ(eiθ) îãðàíè÷åíà è ïî÷òè âñþäó ïî-
ëîæèòåëüíà. Î÷åâèäíî ýòèì æå ñâîéñòâîì îáëàäàåò ôóíêöèÿ ψ1(eiθ). Òàêèì
îáðàçîì, äëÿ âñåõ f ∈ HR

∞

(4.62) |Jf | ≤ 1

2π

2π∫
0

ψ(eiθ)ψ1(eiθ) dθ = JB0.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî C(ξ) > 0. Òîãäà â ñèëó (4.60), (4.61) è (4.62) èìååì

(4.63) f ′(ξ) ≤ −C(ξ)

(
h(z)

B1(z)(1− ξz)2

)′∣∣z=ξ f(ξ)

+
πC(ξ)

2Λ′(1− λ2)

∞∑
j=1

(1− b2j )2

(
1

(bj − ξ)2(1− ξbj)2
+

1

(bj + ξ)2(1 + ξbj)2

)
+ C(ξ)JB0.

Åñëè f(ξ) = B0(ξ), òî ïðàâàÿ ÷àñòü â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ñîâïàäàåò ñ B′0(ξ)
(ñì. (4.61)). Òåì ñàìûì

(4.64) f ′(ξ) ≤ B′0(ξ).

Ïîëîæèì

g(z) = f

(
α− z
1− αz

)
, α =

2ξ

1 + ξ2
.

Î÷åâèäíî, ÷òî g ∈ HR
∞ è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (4.59). Êðîìå òîãî, g(ξ) =

f(ξ) è g′(ξ) = −f ′(ξ). Ïîýòîìó, ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî (4.64) ê ôóíêöèè g(·),
ïîëó÷àåì

−f ′(ξ) ≤ B′0(ξ).

Ñëó÷àé C(ξ) < 0 ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî, çàìåíÿÿ íåðàâåíñòâî (4.63) íà
ïðîòèâîïîëîæíîå. �

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Hr,R
∞ (Sβ) êëàññ ôóíêöèé èç Hr

∞(Sβ), âåùåñòâåííûõ íà
âåùåñòâåííîé îñè. Ïðè r = 0 ñîîòâåòñòâóþùèé êëàññ áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç
HR
∞(Sβ).

Ïðåäëîæåíèå 4.27. Ïóñòü f(·) ∈ HR
∞(Sβ) è ïðè íåêîòîðîì λ ∈ (0, 1)

‖f(·)‖C(R) ≤ ‖φλ(·)‖C(R).

Åñëè a, b ∈ R è f(a) = φλ(b), òî

|f ′(a)| ≤ |φ′λ(b)|.
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ g(z) = f(z + a− b) ïðèíàä-

ëåæèò êëàññó HR
∞(Sβ) è, êðîìå òîãî,

‖g(·)‖C(R) = ‖f(·)‖C(R), g(b) = f(a), , g′(b) = f ′(a),

ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî a = b. Ïîëîæèì

w(z) =
4β

π
arth z.

Ýòà ôóíêöèÿ êîíôîðìíî îòîáðàæàåò åäèíè÷íûé êðóã D íà ïîëîñó Sβ . Òåì
ñàìûì f(w(·)) ∈ HR

∞. Òàê êàê φλ(w(·)) = B0(·) (ñì. (4.38)), òî ïîëîæèâ ξ =

th
πa

4β
, èç ïðåäëîæåíèÿ 4.26 áóäåì èìåòü

|f ′(w(ξ))w′(ξ)| ≤ |φ′λ(w(ξ))w′(ξ)|.
Ñëåäîâàòåëüíî, |f ′(a)| ≤ |φ′λ(a)|. �

Ëåììà 4.28. Ïóñòü íà îòðåçêå [a, b] çàäàíû âåùåñòâåííûå íåïðåðûâíûå
ôóíêöèè g(·) è ϕ(·), äèôôåðåíöèðóåìû â èíòåðâàëå (a, b), ïðè÷åì ϕ(·) ñòðîãî
âîçðàñòàåò è âîãíóòà. Åñëè

a) g(a) = ϕ(a), g(b) > ϕ(b)
èëè

b) g(b) = ϕ(b), g(a) < ϕ(a),
òî íà èíòåðâàëå (a, b) ñóùåñòâóþò òî÷êè α è β òàêèå, ÷òî g(α) = ϕ(β) è
g′(α) > ϕ′(β).
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-
x

ϕ(x)

g(x)

a bξα β

Ðèñ. 4.9.2

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñíà÷àëà óòâåðæäåíèå ëåììû äëÿ ñëó÷àÿ a).
Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî g(x) > ϕ(x), èíà÷å ïîñëåäóþùèå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ïðè-
ìåíèòü ê îòðåçêó [a1, b], ãäå a1 �ñàìûé ïðàâûé íóëü ðàçíîñòè g(x) − ϕ(x) íà
(a, b).

Òàê êàê g(·) íåïðåðûâíà, òî îíà ïðèíèìàåò â íåêîòîðûõ òî÷êàõ èíòåðâàëà
(a, b) çíà÷åíèå, ðàâíîå ϕ(b). Ïóñòü ξ � ñàìàÿ ëåâàÿ èç òàêèõ òî÷åê, ò. å. g(ξ) =
ϕ(ξ) è g(x) < ϕ(b) ïðè x ∈ (a, ξ) (ñì. ðèñ. 4.9.2). Ôóíêöèÿ ϕ(·) ñòðîãî âîçðàñòàåò,
ñëåäîâàòåëüíî, ϕ(ξ) < ϕ(b) è, çíà÷èò,∫ ξ

a

ϕ′(x) dx <

∫ ξ

a

g′(x) dx.

Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òî÷êà α ∈ (a, ξ) òàêàÿ, ÷òî ϕ′(α) < g′(α). Íî òàê êàê

ϕ(α) < g(α) < g(ξ) = ϕ(b),

òî â íåêîòîðîé òî÷êå β ∈ (α, b) áóäåò ϕ(β) = g((α). Â ñèëó âîãíóòîñòè ôóíêöèè
ϕ(·) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ϕ′(β) ≤ ϕ′(α). Ñëåäîâàòåëüíî,

g′(α) > ϕ′(α) ≥ ϕ′(β).

Ïóñòü òåïåðü âûïîëíåíî óñëîâèå b). ßñíî, ÷òî â íåêîòîðîé òî÷êå a+h, ãäå
h ∈ (0, b− a), áóäåò g(a+ h) = ϕ(a). Ïîëîæèì

g1(x) = g(x+ h), x ∈ [a, b− h].

Òîãäà g1(a) = ϕ(a), g1(b−h) = g(b) > ϕ(b). Òåì ñàìûì äëÿ ôóíêöèé g1(·) è ϕ(·)
âûïîëíåíî óñëîâèå a) íà îòðåçêå [a, b − h] è ïî óæå äîêàçàííîìó â íåêîòîðûõ
òî÷êàõ α1, β, a < α1 < β < b− h,âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

g1(α1) = ϕ(β), g′1(α1) > ϕ′(β).

Ïîëîæèâ α = α1 + h, ïîëó÷èì

g(α) = ϕ(β), g′(α) > ϕ′(β).

�

Òåîðåìà 4.29. Ïóñòü f(·) ∈ Hr,R
∞ (Sβ), r ≥ 0 è ïðè íåêîòîðîì λ ∈ (0, 1)

(4.65) ‖f(·)‖C(R) ≤ ‖Φλ,r,β(·)‖C(R).

Åñëè a, b ∈ R è f(a) = Φλ,r,β(b), òî

|f ′(a)| ≤ |Φ′λ,r,β(b)|.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì äîêàçûâàòü óòâåðæäåíèå òåîðåìû ïî èíäóêöèè.
Ïðè r = 0 óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç ïðåäëîæåíèÿ 4.27. Ïóñòü òåîðåìà äîêàçàíà
äëÿ r = k − 1. Äîêàæåì åå äëÿ r = k. Ïóñòü f(·) ∈ Hk,R

∞ (Sβ), k ≥ 1, è

(4.66) ‖f(·)‖C(R) ≤ ‖Φλ,k,β(·)‖C(R).

Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî

(4.67) ‖f ′(·)‖C(R) ≤ ‖Φλ,k−1,β(·)‖C(R).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê. Òîãäà íàéäåòñÿ òî÷êà x0 ∈ R, äëÿ êîòîðîé

|f ′(x0)| > ‖Φλ,k−1,β(·)‖C(R) = ‖Φ′λ,k,β(·)‖C(R).

Òàê êàê âìåñòî f(z) ìîæíî ðàññìîòðåòü ôóíêöèþ −f(z+t), ãäå t � ïðîèçâîëü-
íîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî f ′(x0) > 0 è

‖Φλ,k−1,β(·)‖C(R) = Φλ,k−1,β(x0).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç x1 è x2 áëèæàéøèå ñëåâà è ñïðàâà îò x0 íóëè ôóíêöèè
Φλ,k−1,β(·), êîòîðàÿ, ñëåäîâàòåëüíî, âîãíóòà íà (x1, x2), ñòðîãî âîçðàñòàåò íà
(x1, x0) è ñòðîãî óáûâàåò íà (x0, x2).

Íàéäåòñÿ òî÷êà α ∈ (x1, x2), â êîòîðîé f ′(α) ≤ Φλ,k−1,β(α), èáî ïðåäïîëî-
æåíèå, ÷òî f ′(x) > Φλ,k−1,β(x) äëÿ âñåõ x ∈ (x1, x2) îçíà÷àëî áû, ÷òî∫ x2

x1

f ′(x) dx >

∫ x2

x1

Φλ,k−1,β(x) dx = 2‖Φλ,k,β(·)‖C(R)

è, çíà÷èò,
‖f(·)‖C(R) > ‖Φλ,k,β(·)‖C(R)

� â ïðîòèâîðå÷èè ñ (4.66). Ïîëîæèì f1(·) = γf ′(·), ãäå γ ∈ (0, 1) âûáðàíî òàê,
÷òî ‖f1(·)‖C(R) = ‖Φλ,k−1,β(·)‖C(R). Òîãäà

‖f (k−1)
1 (·)‖L∞(Sβ) = γ‖f (k)(·)‖L∞(Sβ) < 1,

ò. å. f1(·) ∈ Hk−1,R
∞ (Sβ). Òåì ñàìûì

f1(α) = γf ′(α) < Φλ,k−1,β(α), f1(x0) = Φλ,k−1,β(x0).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî α < x0. Òîãäà èç ëåììû 4.28 (óñëîâèå b)) âûòåêàåò, ÷òî
ñóùåñòâóþò òî÷êè α̃, β̃ ∈ (α, x0) òàêèå, ÷òî f1(α̃) = Φλ,k−1,β(β̃) è f ′1(α̃) >

Φ′λ,k−1,β(β̃), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ î ñïðàâåäëèâîñòè òåîðåìû ïðè
r = k − 1. Åñëè α > x0, òî ðàññìîòðèì ôóíêöèè

g(x) = f1(2x0 − x), ϕ(x) = Φλ,k−1,β(2x0 − x).

Èìååì

g(2x0 − α) = f1(α) < Φλ,k−1,β(α) = ϕ(2x0 − α),

g(x0) = f1(x0) = Φλ,k−1,β(x0) = ϕ(x0).

Òîãäà ñíîâà ïî ëåììå 4.28 (óñëîâèå b)) ñóùåñòâóþò òî÷êè α̃1, β̃1 ∈ (2x0−α, x0)

òàêèå, ÷òî g(α̃1) = ϕ(β̃1) è g′(α̃1) > ϕ′(β̃1). Ïåðåõîäÿ ê ôóíêöèÿì f1(·) è
Φλ,k−1,β(·), ïîëó÷èì

f1(2x0 − α̃1) = Φλ,k−1,β(2x0 − β̃1), −f ′1(2x0 − α̃1) > −Φ′λ,k−1,β(2x0 − β̃1).

Èç òîãî, ÷òî Φ′λ,k−1,β(2x0 − β̃1) < 0 ñëåäóåò, ÷òî

|f ′1(2x0 − α̃1)| > |Φ′λ,k−1,β(2x0 − β̃1)|,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè. Èòàê, íåðàâåíñòâî (4.67) äîêàçà-
íî.
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Íå òåðÿÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî a = b, ò. å. f(a) = Φλ,k,β(a). Áóäåì
òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî Φ′λ,k,β(a) 6= 0, òà êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå òî÷êà a � ýêñòðå-
ìóì äëÿ ôóíêöèè Φλ,k,β(·) è â ñèëó òîãî, ÷òî ‖f(·)‖C(R) ≤ ‖Φλ,k,β(·)‖C(R) òî÷êà
a ýêñòðåìóì è äëÿ ôóíêöèè f(·), à òîãäà f ′(a) = 0 è óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî
âûïîëíåíî.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, à èìåííî, ÷òî |f ′(a)| > |Φ′λ,k,β(a)|. Ïðåäïîëîæèì
äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî Φλ,k,β(a) > 0 è Φ′λ,k,β(a) > 0 (îñòàëüíûå ñëó÷àè ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ ïî òàêîé æå ñõåìå). Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî f ′(a) > 0 (â ñëó÷àå f ′(a) = 0 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî). Òàêèì îáðàçîì, ôóíê-
öèÿ Φλ,k,β(·) âîçðàñòàåò íà ïðîìåæóòêå [a, x0], ãäå x0 � áëèæàéøèé ñïðàâà åå
ìàêñèìóì, è âîãíóòà (ñì. ðèñ. 4.9.3).

-
x

f(x) Φλ,k,β(x)

a ηξ x0

Ðèñ. 4.9.3

Òàê êàê f ′(a) > Φ′λ,k,β(a), à

f(x0) ≤ ‖f(·)‖C(R) ≤ ‖Φλ,k,β(·)‖|C(R) = Φλ,k,β(x0),

òî â íåêîòîðîé òî÷êå η ∈ (a, x0] áóäåò f(η) = Φλ,k,β(η). Îòñþäà∫ η

a

(f ′(x)− Φ′λ,k,β(x)) dx = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçíîñòü f ′(x)−Φ′λ,k,β(x) â íåêîòîðîé òî÷êå ξ ∈ (a, η) äîëæíà
îáðàòèòüñÿ â íóëü. Èòàê, èìååì

f ′(a) > Φ′λ,k,β(a), f ′(ξ) = Φ′λ,k,β(ξ),

ïðè ýòîì ôóíêöèÿ Φ′λ,k,β(·) � âîãíóòà íà èíòåðâàëå (a, ξ) è ñòðîãî óáûâàåò.
Ïîëîæèì

g(x) = f ′(2a− x), ϕ(x) = Φ′λ,k,β(2a− x).

Èìååì

g(a) = f ′(a) > Φ′λ,k,β(a) = ϕ(a),

g(2a− ξ) = f ′(ξ) = Φ′λ,k,β(ξ) = ϕ(2a = ξ).

Òîãäà ïî ëåììå 4.28 (óñëîâèå a)) ñóùåñòâóþò òî÷êè α̃, β̃ ∈ (2a− ξ, a) òàêèå, ÷òî
g(α̃) = ϕ(β̃) è g′(α̃) > ϕ′(β̃). Ïåðåõîäÿ ê ôóíêöèÿì f ′(·) è Φ′λ,k,β(·) = Φλ,k−1,β(·),
ïîëó÷èì

f ′(2a− α̃) = Φλ,k−1,β(2a− β̃), −f ′′(2a− α̃) > −Φ′λ,k−1,β(2a− β̃).
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Èç òîãî, ÷òî Φ′λ,k−1,β(2a− β̃) < 0 ñëåäóåò, ÷òî

|f ′′(2a− α̃)| > |Φ′λ,k−1,β(2a− β̃)|,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè. �

Òåîðåìà 4.30. Ïóñòü f(·) ∈ Hr
∞(Sβ), r ≥ 0, è ïðè íåêîòîðîì λ ∈ (0, 1)

âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (4.65). Òîãäà ïðè âñåõ 1 ≤ k ≤ r + 1

‖f (k)(·)‖C(R) ≤ ‖Φ
(k)
λ,r,β(·)‖C(R).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü óòâåðæäåíèå
äëÿ k = 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ‖f ′(·)‖C(R) > ‖Φ′λ,r,β(·)‖C(R). Òîãäà íàéäåòñÿ
òî÷êà a ∈ R, äëÿ êîòîðîé |f ′(a)| > ‖Φ′λ,r,β(·)‖C(R). Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî f ′(a) > 0. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f1(z) =
f(z) + f(z)

2
.

Î÷åâèäíî, ÷òî f1(·) ∈ Hr,R
∞ (Sβ) è óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó (4.65). Âûáåðåì

òî÷êó b ∈ R òàê, ÷òîáû Φλ,r,β(b) = f1(a). Òîãäà f ′1(a) = f ′(a) > ‖Φ′λ,r,β(·)‖C(R) ≥
Φ′λ,r,β(b), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òåîðåìå 4.29. �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.25. Ïîëîæèì Φλ,−1,β(·) = Φ′λ,0,β(·). Òîãäà

Φ
(k)
λ,r,β(·) = Φλ,r−k,β(·), k = 1, . . . , r + 1.

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ðàâåíñòâà (4.55) îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè è äëÿ r = −1.
Òåì ñàìûì, èñïîëüçóÿ òåîðåìó 4.30, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå λ ∈
(0, 1), óäîâëåòâîðÿþùåãî ðàâåíñòâó (4.58). Òàê êàê

‖Φλ,0,β(·)‖C(R) =
√
λ,

òî ïðè r = 0 λ = δ2.
Ïóñòü r ≥ 1. Òîãäà èç (4.55) âûòåêàåò, ÷òî ‖Φλ,r,β(·)‖C(R) íåïðåðûâíî çàâè-

ñèò îò λ. Åñëè λ→ 0, òî Λ′ →∞, Λ→ π/2 è, êðîìå òîãî,

lim
λ→0

√
λ exp

(
πΛ′

4Λ

)
=

1

2

(ñì. (8.55)). Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ âñåõ j ≥ 0

√
λ sh

(
(2j + 1)

πΛ′

2Λ

)
→∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, ‖Φλ,r,β(·)‖C(R) → 0 ïðè λ → 0. Åñëè λ → 1, òî Λ′ → π/2, à
Λ→∞. Â ýòîì ñëó÷àå èç (4.55) âûòåêàåò, ÷òî ‖Φλ,r,β(·)‖C(R) →∞. �

Â ñèëó ðàâåíñòâ (4.52) è (4.53) èç òåîðåìû 4.25 âûòåêàåò, ÷òî

E(f (k)(t), Hr
∞(Sβ), Fδ(R))

=
π√
λΛ

(
4Λβ

πΛ′

)r−k ∞∑
n=0

(−1)n(r−k+1)

(2n+ 1)r−k sh

(
(2n+ 1),

πΛ′

2Λ

) ,
ãäå λ óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó (4.58).

Ðàññìîòðèì îáîáùåííûå êîíñòàíòû Ôàâàðà

Kr,λ =
π√
λΛ

∞∑
n=0

(−1)n(r+1)

(2n+ 1)r sh

(
(2n+ 1)

πΛ′

2Λ

) , λ ∈ (0, 1), r = −1, 0, 1, 2, . . . .
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Â ñèëó òîãî, ÷òî Λ′ → π/2, à Λ→ +∞ ïðè λ→ 1, èìååì

lim
λ→1

Λ sh

(
(2n+ 1)

πΛ′

2Λ

)
=
π2

4
(2n+ 1).

Òåì ñàìûì Kr,λ → Kr ïðè λ→ 1 è r = 0, 1, 2, . . ..
Èç (4.56) ñëåäóåò, ÷òî

‖Φλ,r,β(·)‖C(R) =

(
4Λβ

πΛ′

)r
Kr,λ.

Èñõîäÿ èç ýòîãî ðàâåíñòâà, íåòðóäíî ïîäñ÷èòàòü, ÷òî

K−1,λ =
2
√
λΛ

π
,

K0,λ =
√
λ,

K1,λ =
π

2
√
λΛ

ln
1√

1− λ
.

Òåîðåìà 4.31. Ïóñòü r ≥ 1. Òîãäà äëÿ âñåõ 1 ≤ k ≤ r+1 è ëþáîé ôóíêöèè
f(·), àíàëèòè÷åñêîé è îãðàíè÷åííîé â ïîëîñå Sβ, íå ðàâíîé òîæäåñòâåííî
íóëþ, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

(4.68) ‖f (k)(·)‖C(R) ≤
Kr−k,λ

K
1−k/r
r,λ

‖f(·)‖1−k/rC(R) ‖f
(r)(·)‖k/rC(Sβ),

ãäå λ îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ

(4.69) ‖Φλ,r,β(·)‖C(R) =
‖f(·)‖C(R)

‖f (r)(·)‖C(Sβ)

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(·) àíàëèòè÷åñêàÿ è îãðàíè÷åííàÿ â
ïîëîñå Sβ , îòëè÷íà îò òîæäåñòâåííîãî íóëÿ. Ïîëîæèì

δ =
‖f(·)‖C(R)

‖f (r)(·)‖C(Sβ)

.

Ïðèìåíÿÿ ê ôóíêöèè
f(·)

‖f (r)(·)‖C(Sβ)

∈ Hr
∞(Sβ)

òåîðåìó 4.25, áóäåì èìåòü

(4.70) ‖Φ(k)
λ,r,β(·)‖C(R) =

(
4Λβ

πΛ′

)r−k
Kr−k,λ.

Èç ðàâåíñòâ

‖Φλ,r,β(·)‖C(R) =

(
4Λβ

πΛ′

)r
Kr,λ =

‖f(·)‖C(R)

‖f (r)(·)‖C(Sβ)

ïîëó÷àåì (
4Λβ

πΛ′

)
=

(
‖f(·)‖C(R)

Kr,λ‖f (r)(·)‖C(Sβ)

)1/r

.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â (4.70) èìååì

‖f (k)(·)‖C(R)

‖f (r)(·)‖C(Sβ)

≤ Kr−k,λ

(
‖f(·)‖C(R)

Kr,λ‖f (r)(·)‖C(Sβ)

)1−k/r

.

Îòñþäà âûòåêàåò íåðàâåíñòâî (4.68). �
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Îòìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò íåðàâåíñòâà Êîëìîãîðîâà çäåñü âåëè÷èíà

Kr−k,λ

K
1−k/r
r,λ

íå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé. Îíà çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ λ, êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü,
çàâèñèò îò ôóíêöèè f(·) (ñì. (4.69)).

Åñëè âûáðàòü λ ∈ (0, 1) èç óñëîâèÿ

β =
πΛ′

4Λ

(
‖f(·)‖C(R)

Kr,λ‖f (r)(·)‖C(Sβ)

)1/r

,

òî ðàâåíñòâî (4.69) áóäåò âûïîëíåíî. Òåì ñàìûì íåðàâåíñòâî (4.68) áóäåò èìåòü
ìåñòî. Óñòðåìèì β ê íóëþ. Ïðè ýòîì øèðèíà ïîëîñû óñòðåìèòñÿ ê íóëþ, à λ
áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê åäèíèöå. Òîãäà íåðàâåíñòâî (4.68) ïðè 1 ≤ k ≤ r−1 ïåðåéäåò
â íåðàâåíñòâî Êîëìîãîðîâà.

4.10. Êîììåíòàðèè

4.1. Òåîðåìà 4.1 áûëà äîêàçàíà â ðàáîòàõ C. A. Micchelli, T. J. Rivlin,
S. Winograd [17] è P. W. Ga�ney, M. J. D. Powell [8]. Ïðèâîäèìîå äîêàçà-
òåëüñòâî, îñíîâàííîå íà ìåòîäå ïàðàìåòðèçàöèè (òåîãåìà 2.11) è ïîçâîëÿþ-
ùåå äîêàçàòü åäèíñòâåííîñòü îïòèìàëüíîãî ìåòîäà, áûëî ïðåäëîæåíî â ðàáî-
òå Ê. Þ. Îñèïåíêî [20]. Ðåçóëüòàòû îá îïòèìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè ãëàäêèõ
ôóíêöèé ïî èõ çíà÷åíèÿì â ñèñòåìå óçëîâ, çàäàííûì ñ ïîãðåøíîñòüþ ïîëó÷å-
íû â ðàáîòå C. A. Micchelli [14].

4.2. Çàäà÷à î ñîâåðøåííûõ ñïëàéíàõ, íàèìåíåå óêëîíÿþùèõñÿ îò íóëÿ â
ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå (òåîðåìà 4.2) áûëà ðåøåíà Â. Ì. Òèõîìèðîâûì [98].

4.3. Îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ íà êëàññå H∞ áûë ïîñòðîåí
Ê. Þ. Îñèïåíêî [75], [76]. Îáùèé ñëó÷àé 1 ≤ p ≤ ∞ áûë ðàññìîòðåí â ðàáîòå
S. D. Fisher, C. A. Micchelli [6]. Ðÿä ðåçóëüòàòîâ, ñâÿçàííûõ ñ îïòèìàëüíûì
âîññòàíîâëåíèåì ôóíêöèé èç êëàññà H∞ ïî íåòî÷íî çàäàííûì çíà÷åíèÿì â
óçëàõ ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ Ê. Þ. Îñèïåíêî [78] è [79].

4.4. Çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ïðîèçâåäåíèé Áëÿøêå â ðàâíîìåðíîé íîðìå íà
îòðåçêå èç èíòåðâàëà (−1, 1) áûëà ðåøåíà â ðàáîòå Ê. Þ. Îñèïåíêî [75]. Àíà-
ëîãè÷íàÿ çàäà÷à äëÿ ìåòðèêè Lq(Tρ, σρ) áûëà ðåøåíà Î. Ã. Ïàðôåíîâûì [91].
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.11 îñíîâàíî íà èäåÿõ Ê. È. Áàáåíêî [33] è Ë. Â. Òàé-
êîâà [96]. Ðÿä ðåçóëüòàòîâ î ìèíèìèçàöèè ïðîèçâåäåíèé Áëÿøêå â èíòåãðàëü-
íûõ ìåòðèêàõ ìîæíî íàéòè â ðàáîòå Ê. Þ. Îñèïåíêî [80]. Ìèíèìèçàöèÿ
íîðì ïðîèçâåäåíèé Áëÿøêå òåñíî ñâÿçàíà ñ çàäà÷àìè íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèé
n-ïîïåð÷íèêîâ êëàññîâ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé. Áîëåå ïîëíóþ èíôîðìàöèþ
îá ýòîé ñâÿçè ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ S. D. Fisher, C. A. Micchelli [6], A. Pinkus
[27], Yu. A. Farkov [4].

4.5. Òåîðåìà 4.13 âûòåêàåò èç ðåçóëüòàòîâ, äîêàçàííûõ â ðàáîòå S. D. Fisher
[5]. Òåîðåìà 4.14 äîêàçàíà â ðàáîòå Ê. Þ. Îñèïåíêî [84].

4.6. Ñîäåðæàíèå ýòîãî ðàçäåëà âçÿòî èç ðàáîòû Ê. Þ. Îñèïåíêî [83].
Ëåììà 4.18 â ìåíåå îáùåé ôîðìå áûëà äîêàçàíà â ðàáîòå Ê. Þ. Îñèïåíêî,
Ì. È. Ñòåñèíà [90].

4.7. Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f ∈ H∞
áûëà ðåøåíà â ðàáîòå C. A. Micchelli, T. J. Rivlin [15]. Îáùèé ñëó÷àé 1 ≤ p ≤ ∞
áûë ïîëó÷åí â ðàáîòå Ê. Þ. Îñèïåíêî, Ì. È. Ñòåñèíà [89].

4.7. Òåîðåìà 4.23 äîêàçàíà â ðàáîòå Ê. Þ. Îñèïåíêî, Ì. È. Ñòåñèíà [90].
4.8. Ôóíêöèè Φλ,r,β(·) áûëè ââåäåíû â ðàáîòå Ê. Þ. Îñèïåíêî [82]. Ýòè

ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè èäåàëüíûõ ñïëàéíîâ Ýéëåðà (ñì., íàïðèìåð,
Í. Ï. Êîðíåé÷óê [47]). Ìàòåðèàë ýòîãî ðàçäåëà âçÿò â îñíîâíîì èç ðàáîòû
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Ê. Þ. Îñèïåíêî [82]. Ëåììà 4.28 âçÿòà èç êíèãè Í. Ï. Êîðíåé÷óêà [46]. Äî-
êàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñðàâíåíèÿ äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé (òåîðåìà 4.29)
ïðîâåäåíî ïî òîé æå ñõåìå, êîòîðàÿ ïðèìåíÿëàñü äëÿ ãëàäêèõ ôóíêöèé â êíèãå
Í. Ï. Êîðíåé÷óêà [46].



Ãëàâà 5

Îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå ñèãíàëîâ

Ïîä âîññòàíîâëåíèåì ñèãíàëîâ ìû áóäåì ïîíèìàòü âîññòàíîâëåíèå ôóíê-
öèè è åå ïðîèçâîäíûõ ïî åå íåòî÷íî çàäàííîìó ïðåîáðàçîâàíèþ Ôóðüå.

5.1. Ðåãóëÿðèçàöèÿ ïî Òèõîíîâó

Ïóñòü ôóíêöèÿ x(·) òàêîâà, ÷òî åå ðÿä Ôóðüå

a0

2
+

∞∑
k=1

(ak cos kt+ bk sin kt)

ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà T. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âìåñòî òî÷íûõ çíà÷åíèé êîýô-
ôèöèåíòîâ Ôóðüå ýòîé ôóíêöèè ak, k = 0, 1, . . ., è bk, k = 1, 2, . . ., íàì èçâåñòíû
èõ ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ ãk è b̃k òàêèå, ÷òî

(5.1)
(a0 − ã0)2

2
+

∞∑
k=1

(
(ak − ãk)2 + (bk − b̃k)2

)
≤ δ2,

ãäå δ > 0 õàðàêòåðèçóåò ïîãðåøíîñòü çàäàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå. Çàäà÷à
ñîñòîèò â âîññòàíîâëåíèè çíà÷åíèÿ ôóíêöèè x(·) â äàííîé òî÷êå t. Ïîõîæèå
çàäà÷è äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè ðàññìàòðèâàëèñü â ïï. 1.5 è
2.6.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè çàìåíå òî÷íûõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ïðèáëè-
æåííûìè íåâîçìîæíî âîññòàíîâèòü çíà÷åíèå ôóíêöèè, êàêîâà áû ìàëîé íè
áûëà ïîãðåøíîñòü çàäàíèÿ èñõîäíûõ äàííûõ. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü

ã0 − a0 = 0, ãk − ak = b̃k − bk =
δ

C
√

2k
, k = 1, 2, . . . ,

ãäå

C =

√√√√ ∞∑
k=1

1

k2
.

Òîãäà íåðàâåíñòâî (5.1) âûïîëíåíî, à ðàçíîñòü ìåæäó çíà÷åíèåì èñõîäíîé
ôóíêöèè â òî÷êå t è ðÿäîì

ã0

2
+

∞∑
k=1

(ãk cos kt+ b̃k sin kt)

ðàâíà
∞∑
k=1

((ak − ãk) cos kt+ (bk − b̃k) sin kt).

Ïðè t = 0 ïîëó÷àåì
∞∑
k=1

(ak − ãk) =
δ

C
√

2

∞∑
k=1

1

k
=∞.

164



5.1. ÐÅÃÓËßÐÈÇÀÖÈß ÏÎ ÒÈÕÎÍÎÂÓ 165

Òåì íå ìåíåå ìîæíî ïðåäëîæèòü ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ, ïîãðåøíîñòü êîòî-
ðîãî áóäåò ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè ñòðåìëåíèè ê íóëþ ïîãðåøíîñòè, ñ êîòîðîé
çàäàþòñÿ ïðèáëèæåííûå êîýôôèöèåíòû Ôóðüå.

Òåîðåìà 5.1 (À. Í. Òèõîíîâà). Ïóñòü x(·) ∈ L2(T) è íåïðåðûâíà â ôèê-
ñèðîâàííîé òî÷êå t ∈ T. Òîãäà ñóììà ðÿäà

ã0

2
+

∞∑
k=1

1

1 + k2α
(ãk cos kt+ b̃k sin kt),

ãäå ãk è b̃k � ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ôóíêöèè x(·),
óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ (5.1), à α = δC(δ), 0 < C1 ≤ C(δ) ≤ C2, ñîâïàäàåò
ñî çíà÷åíèåì x(t) ñ ïîãðåøíîñòüþ, ñòðåìÿùåéñÿ ê íóëþ ïðè δ → 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî α(δ) = δ
(îáùèé ñëó÷àé ðàññìàòðèâàåòñÿ ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî). Äîñòàòî÷íî äîêà-
çàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ δ0 > 0 òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ 0 < δ < δ0
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî∣∣∣∣ ã0

2
+

∞∑
k=1

1

1 + k2δ
(ãk cos kt+ b̃k sin kt)− x(t)

∣∣∣∣ < ε.

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî íàéäåòñÿ δ1 > 0
òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ δ < δ1 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî∣∣∣∣ ã0 − a0

2
+

∞∑
k=1

1

1 + k2δ

(
(ãk − ak) cos kt+ (̃bk − bk) sin kt

)∣∣∣∣ < ε

4
.

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ, ÷òî ñóììà, ñòîÿùàÿ â ëåâîé ÷àñòè ñòðåìèòüñÿ
ê íóëþ ïðè δ → 0. Ðàçîáüåì ýòó ñóììó íà äâå ÷àñòè. Â ïåðâóþ ÷àñòü îòíåñåì
ñëàãàåìûå ñ íîìåðàìè k, äëÿ êîòîðûõ k < 1/δ, à âî âòîðóþ � âñå îñòàëüíûå.
Ïðèìåíÿÿ ê êàæäîé ÷àñòè íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî, ïîëó÷èì

(5.2)

∣∣∣∣a0 − a0

2
+

∞∑
k=1

1

1 + k2δ

(
(ãk − ak) cos kt+ (̃bk − bk) sin kt

)∣∣∣∣
≤

√√√√( (a0 − ã0)2

2
+
∑
k<1/δ

(
(ak − ãk)2 + (bk − b̃k)2

))
O

(
1

δ

)

+

√√√√ ∑
k≥1/δ

(
(ak − ãk)2 + (bk − b̃k)2

) ∑
k≥1/δ

1

k4δ2
.

Îöåíèâàÿ ñóììó íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì, ïîëó÷àåì, ÷òî∑
k≥1/δ

1

k4
= O(δ3).

Òåì ñàìûì â ïðàâîé ÷àñòè (5.2) ñòîèò âåëè÷èíà O(
√
δ) +O(δ3/2), ñòðåìÿùàÿñÿ

ê íóëþ ïðè δ → 0.
Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî íàéäåòñÿ ÷èñëî δ2 > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ ïîëîæè-

òåëüíûõ δ < δ2 áóäåò ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

(5.3)

∣∣∣∣a0

2
+

∞∑
k=1

1

1 + k2δ
(ak cos kt+ bk sin kt)− x(t)

∣∣∣∣ < 3

4
ε.

Òàê êàê ôóíêöèÿ x(·) íåïðåðûâíà â òî÷êå t, òî äëÿ çàäàííîãî ε íàéäåòñÿ
η > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ s, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ |s − t| < η, áóäåò
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ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

(5.4) |x(s)− x(t)| < ε

4
.

Ïîëîæèì γ = δ−1/2 è ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

vt(s) =

{γπ
2
e−γ|t−s|, t− η < s < t+ η,

0, t+ η ≤ s ≤ t− η + 2π

(íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî η < π). Ïðîäîëæèì ýòó ôóíê-
öèþ ïåðèîäè÷åñêè ñ ïåðèîäîì 2π íà âñþ ïðÿìóþ −∞ < s < +∞. Âû÷èñëèì
êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè vt(·). Èìååì

Ak =
1

π

∫ t+η

t−η
vt(s) cos ks ds =

γ

2

∫ t+η

t−η
e−γ|t−s| cos ks ds

=
γ

2

∫ η

−η
e−γ|u| cos k(t+ u) du =

γ

2
cos kt

∫ η

−η
e−γ|u| cos ku du

− γ

2
sin kt

∫ η

−η
e−γ|u| sin ku du = γ cos kt

∫ η

0

e−γu cos ku du

= γ cos kt

(
e−γu

k2 + γ2
(k sin ku− γ cos ku)

)∣∣∣∣η
0

=
γ2

k2 + γ2
cos kt+ e−γησkγ cos kt,

ãäå

σk =
k sin kη − γ cos kη

k2 + γ2
.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî γ = δ−1/2, ïîëó÷àåì

Ak =
cos kt

1 + k2δ
+ e−γησkγ cos kt.

Àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ äàþò:

Bk =
sin kt

1 + k2δ
+ e−γησkγ sin kt.

Òàê êàê x(·), vt(·) ∈ L2(T), òî

1

π

∫ π

−π
vt(s)x(s) ds =

A0a0

2
+

∞∑
k=1

(Akak +Bkbk).

Ñëåäîâàòåëüíî,∣∣∣∣a0

2
+

∞∑
k=1

1

1 + k2δ
(ak cos kt+ bk sin kt)− x(t)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ 1π
∫ π

−π
vt(s)x(s) ds− x(t)− a0

2
e−γησ0γ − γe−γη

∞∑
k=1

σk(ak cos kt+ bk sin kt)

∣∣∣∣
Òåïåðü äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (5.3) äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî
ìàëûõ ïîëîæèòåëüíûõ δ áóäóò âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà∣∣∣∣ 1π

∫ π

−π
vt(s)x(s) ds− x(t)

∣∣∣∣ < ε

2
,(5.5) ∣∣∣∣a0

2
e−γησ0γ + γe−γη

∞∑
k=1

σk(ak cos kt+ bk sin kt)

∣∣∣∣ < ε

4
.(5.6)
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Äîêàæåì íåðàâåíñòâî (5.5). Èìååì

1

π

∫ π

−π
vt(s)x(s) ds =

1

π

∫ t−η+2π

t−η
vt(s)x(s) ds =

γ

2

∫ t+η

t−η
e−γ|t−s|x(s) ds

= x(t)
γ

2

∫ t+η

t−η
e−γ|t−s| ds+

γ

2

∫ t+η

t−η
e−γ|t−s|(x(s)− x(t)) ds.

Â ñèëó òîãî, ÷òî

γ

2

∫ t+η

t−η
e−γ|t−s| ds =

γ

2

∫ η

−η
e−γ|u| du = γ

∫ η

0

e−γu du = 1− e−γη,

à òàêæå òîãî, ÷òî ïðè s ∈ (t− η, t+ η) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (5.4), ïîëó÷àåì∣∣∣∣ 1π
∫ π

−π
vt(s)x(s) ds− x(t)

∣∣∣∣ ≤ e−γη|x(t)|+ ε

4
(1− e−γη) ≤ e−γη|x(t)|+ ε

4
.

Òàê êàê ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ δ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

e−γη|x(t)| = e−η/
√
δ|x(t)| < ε

4
,

òî íåðàâåíñòâî (5.5) äîêàçàíî.
Îñòàåòñÿ äîêàçàòü íåðàâåíñòâî (5.6). Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî

|σk| ≤
2

k
, k = 1, 2, . . . .

Äëÿ σ0 ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ δ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |σ0| ≤ 1. Ïðèìåíÿÿ
ê ëåâîé ÷àñòè (5.6)íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî, ïîëó÷àåì

(5.7)

∣∣∣∣a0

2
e−γησ0γ + γe−γη

∞∑
k=1

σk(ak cos kt+ bk sin kt)

∣∣∣∣
≤ γe−γη

(
a2

0

2
+

∞∑
k=1

(a2
k + b2k)

)1/2(
σ2

0

2
+

∞∑
k=1

σ2
k

)1/2

≤ γe−γη
(
a2

0

2
+

∞∑
k=1

(a2
k + b2k)

)1/2(
1

2
+ 4

∞∑
k=1

1

k2

)1/2

.

Ïîñêîëüêó

lim
δ→0

γe−γη = lim
δ→0

e−η/
√
δ

√
δ

= 0,

òî ïðàâàÿ ÷àñòü (5.7) äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ δ ìîæåò áûòü ñäåëàíà ìåíüøå
ε/4. �

5.2. Ðåãóëÿðèçàöèÿ ïî Êîëìîãîðîâó

Ïîäõîä, êîòîðûé ìû íàçûâàåì ðåãóëÿðèçàöèåé ïî Êîëìîãîðîâó, ïðåäïî-
ëàãàåò íàëè÷èå íåêîòîðîé àïðèîðíîé èíôîðìàöèè î ôóíêöèè x(·). Íî òîãäà
ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ó÷èòûâàòü èìåþùóþñÿ ôèêñèðîâàííóþ òî÷íîñòü èç-
ìåðåíèÿ è ñòàâèòü âîïðîñ î íàõîæäåíèè íàèëó÷øåãî ìåòîäà ñðåäè âñåõ âîç-
ìîæíûõ. Ýòîò ïîäõîä ñîîòâåòñòâóåò îáùåìó ïîäõîäó, ðàçâèâàåìîìó â ðàìêàõ
òåîðèè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ.

Ïåðåéäåì ê òî÷íîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è. Îáîçíà÷èì ÷åðåç W1
2 (T) ïðîñòðàí-

ñòâî àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé x(·), ó êîòîðûõ ïðî-
èçâîäíàÿ x′(·) ïðèíàäëåæèò L2(T). Åñëè x(·) ∈ W1

2 (T), òî â êàæäîé òî÷êå t ∈ T
ôóíêöèÿ x(·) ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä Ôóðüå, êîòîðûé ñõîäèòñÿ ê íåé ðàâíîìåðíî.

Â ïðîñòðàíñòâå W1
2 (T) ðàññìîòðèì êëàññ ôóíêöèé

W 1
2 (T) = {x(·) ∈ W1

2 (T) : ‖x′(·)‖L2(T) ≤ 1 }.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç l2 ïðîñòðàíñòâî ñóììèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì âåùåñòâåííûõ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

〈y, y′〉 =
a0a
′
0

2
+

∞∑
k=1

yky
′
k,

ãäå y = (y0, y1, . . .), y′ = (y′0, y
′
1, . . .) è ñ ñîîòâåòñòâóþùåé íîðìîé

‖y‖l2 =

(
a2

0

2
+

∞∑
k=1

y2
k

)1/2

.

Åñëè ôóíêöèÿ x(·) ïðèíàäëåæèò W1
2 (T), òî åå êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ïðèíàä-

ëåæàò l2. Ïóñòü F : W1
2 (T) → l2 � ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå x(·), ò. å. Fx(·) =

(a0(x(·)), a1(x(·)), b1(x(·)), . . . ) � íàáîð êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ôóíêöèè x(·).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî î êàæäîé ôóíêöèè x(·) ∈W 1

2 (T) íàì èçâåñòíû ïðèáëè-
æåííî åå êîýôôèöèåíòû Ôóðüå, à èìåííî, èçâåñòåí âåêòîð

y = (ã0, ã1, b̃1 . . .) ∈ l2

òàêîé, ÷òî

‖Fx(·)− y‖l2 ≤ δ,
ãäå δ > 0.

Ëþáîé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ x(τ) äîëæåí ñîïîñòàâëÿòü âåêòîðó (íàáëþäå-
íèþ) y ÷èñëî, êîòîðîå, ñîãëàñíî äàííîìó ìåòîäó, åñòü íåêîòîðîå ïðèáëèæåíèå
ê x(τ). Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé ìåòîä � ýòî íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ ϕ : l2 → R.
Ïîãðåøíîñòüþ äàííîãî ìåòîäà íàçîâåì âåëè÷èíó

(5.8) e(x(τ),W 1
2 (T), F, δ, ϕ) = sup

x(·)∈W 1
2 (T), y∈l2

‖Fx(·)−y‖l2≤δ

|x(τ)− ϕ(y)|.

Íàñ èíòåðåñóåò âåëè÷èíà

(5.9) E(x(τ),W 1
2 (T), F, δ) = inf

ϕ : l2→R
e(x(τ),W 1

2 (T), F, δ, ϕ),

íàçûâàåìàÿ ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ è ìåòîä ϕ̂, íà êîòî-
ðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü, íàçûâàåìûé îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòà-
íîâëåíèÿ.

Òåîðåìà 5.2. Äëÿ ëþáîãî δ > 0

E(x(τ),W 1
2 (T), F, δ) = (â+ δ2)

( ∞∑
k=1

k2

(1 + âk2)2

)1/2

,

ãäå â = â(δ) � åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

1

2
+

∞∑
k=1

1

(1 + ak2)2

∞∑
k=1

k2

(1 + ak2)2

= δ2.

Ìåòîä

(5.10) ϕ̂(y) =
ã0

2
+

∞∑
k=1

1

1 + âk2
(ãk cos kτ + b̃k sin kτ),

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ïðèìåíÿòü òåîðåìó 2.8. Ïîêàæåì, ÷òî ñóùå-
ñòâóåò ôóíêöèÿ x̂(·) ∈ W 1

2 (T) òàêàÿ, ÷òî ‖Fx̂(·)‖l2 = δ, ‖x̂′(·)‖L2(T) = 1, è
äëÿ âñåõ x(·) ∈ W1

2 (T) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(5.11) x(τ) = λ1〈Fx̂(·), Fx(·)〉+ λ2〈Fx′(·), Fx(·)〉,

ãäå λ1, λ2 > 0. Ïóñòü Fx(·) = (a0, a1, b1, . . .), Fx̂(·) = (â0, â1, b̂1, . . .). Òîãäà ðà-
âåíñòâî (5.11) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

a0

2
+

∞∑
k=1

(ak cos kτ + bk sin kτ) = λ1

(
â0a0

2
+

∞∑
k=1

(âkak + b̂kbk)

)

+ λ2

∞∑
k=1

k2(âkak + b̂kbk).

Îòñþäà

â0 =
1

λ1
, âk =

cos kτ

λ1 + λ2k2
, b̂k =

sin kτ

λ1 + λ2k2
, k = 1, 2, . . . .

Âûáåðåì λ1 è λ2 òàê, ÷òîáû

‖Fx̂(·)‖2l2 =
â2

0

2
+

∞∑
k=1

(â2
k + b̂2k) = δ2,

‖x̂′(·)‖2L2(T) = ‖Fx̂′(·)‖2l2 =

∞∑
k=1

k2(â2
k + b̂2k) = 1.

Ïîëó÷àåì ñèñòåìó

1

2λ2
1

+

∞∑
k=1

1

(λ1 + λ2k2)2
= δ2,

∞∑
k=1

k2

(λ1 + λ2k2)2
= 1.

Îáîçíà÷àÿ a = λ2/λ1 è äåëÿ ïåðâîå óðàâíåíèå íà âòîðîå, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå
äëÿ íàõîæäåíèÿ a

(5.12)

1

2
+

∞∑
k=1

1

(1 + ak2)2

∞∑
k=1

k2

(1 + ak2)2

= δ2.

Âûðàæåíèå â ëåâîé ÷àñòè (5.12) îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ f(a), a ∈ (0,∞). Ïî-
êàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî δ > 0 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå â = â(δ) > 0 òà-
êîå, ÷òî f(â) = δ2. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî lima→0 f(a) = 0 è
lima→+∞ f(a) = +∞.

Ïóñòü ε > 0 è n ≥ 6 òàêîâî, ÷òî 1/n < ε. Òàê êàê, î÷åâèäíî,

lim
a→0

(
1

2
+

n∑
k=1

1

(1 + ak2)2

)
=

1

2
+ n < 2n+ 1

è

lim
a→0

n∑
k=1

k2

(1 + ak2)2
=

n∑
k=1

k2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
> n(2n+ 1) ,
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òî ñóùåñòâóåò òàêîå ã > 0, ÷òî äëÿ âñåõ 0 < a < ã ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

1

2
+

n∑
k=1

1

(1 + ak2)2
< 2n+ 1,

n∑
k=1

k2

(1 + ak2)2
> n(2n+ 1) .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

1

2
+

n∑
k=1

1

(1 + ak2)2
<

1

n

n∑
k=1

k2

(1 + ak2)2
.

Äàëåå, ÿñíî, ÷òî
∞∑

k=n+1

1

(1 + ak2)2
<

1

n2

∞∑
k=n+1

k2

(1 + ak2)2
<

1

n

∞∑
k=n+1

k2

(1 + ak2)2
.

Ñêëàäûâàÿ ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà è çàòåì äåëÿ îäíî íà äðóãîå, ïîëó÷àåì,
÷òî äëÿ âñåõ 0 < a < ã

f(a) =

1

2
+

∞∑
k=1

1

(1 + ak2)2

∞∑
k=1

k2

(1 + ak2)2

<
1

n
< ε,

ò. å. lima→0 f(a) = 0.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ëþáîãî a > 0

f(a) =

a2

2
+

∞∑
k=1

1

(a−1 + k2)2

∞∑
k=1

k2

(a−1 + k2)2

>
a2

2

∞∑
k=1

1

k2

,

îòêóäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî lima→+∞ f(a) = +∞.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà åäèíñòâåííîñòè ïîêàæåì, ÷òî f(·) ñòðîãî ìîíîòîííî

âîçðàñòàåò íà (0,∞). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî îíà ñòðîãî ìîíîòîí-
íî âîçðàñòàåò íà ëþáîì îòðåçêå [ã0, ã1], ãäå 0 < ã0 < ã1 <∞. Íà êàæäîì òàêîì
îòðåçêå âûïîëíåíû ñòàíäàðòíûå óñëîâèÿ î ïî÷ëåííîì äèôôåðåíöèðîâàíèè ðÿ-
äîâ, âõîäÿùèõ â îïðåäåëåíèå f(·), è ìû èìååì äëÿ a ∈ [ã0, ã1]

f ′(a) =
2g(a)( ∞∑

k=1

k2

(1 + ak2)2

)2 ,

ãäå

g(a) = −
∞∑
k=1

k2

(1 + ak2)3

∞∑
k=1

k2

(1 + ak2)2
+

(
1

2
+

∞∑
k=1

1

(1 + ak2)2

) ∞∑
k=1

k4

(1 + ak2)3

> −
∞∑
k=1

k2

(1 + ak2)3

∞∑
k=1

k2

(1 + ak2)2
+

∞∑
k=1

1

(1 + ak2)2

∞∑
k=1

k4

(1 + ak2)3

= −
∞∑

j,k=1

αjk +

∞∑
j,k=1

βjk,

à

αjk =
j2k2

(1 + aj2)3(1 + ak2)2
, βjk =

k4

(1 + aj2)2(1 + ak2)3
.
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Îòñþäà

−αjk + βkj =
j2(j2 − k2)

(1 + aj2)3(1 + ak2)2
,

−αkj + βjk =
k2(k2 − j2)

(1 + ak2)3(1 + aj2)2

è òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî

− αjk + βkj − αkj + βjk

=
j2 − k2

(1 + aj2)2(1 + ak2)2

(
j2

1 + aj2
− k2

1 + ak2

)
=

(j2 − k2)2

(1 + aj2)3(1 + ak2)3
≥ 0 .

Òåì ñàìûì g(a) > 0 è çíà÷èò, f ′(a) > 0 äëÿ ëþáîãî a ∈ (0,∞). Åäèíñòâåííîñòü
äîêàçàíà.

Ïóñòü δ > 0 è â = â(δ) � åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ f(a) = δ2.
Ïîëàãàåì

λ1 =

( ∞∑
k=1

k2

(1 + âk2)2

)1/2

,

λ2 = â λ1.
Èç òåîðåìû 2.8 âûòåêàåò, ÷òî

E(x(τ),W 1
2 (T), F, δ) = λ2‖Fx̂′(·)‖l2 + δλ1‖Fx̂(·)‖l2 = λ2 + λ1δ

2

= (â+ δ2)

( ∞∑
k=1

k2

(1 + âk2)2

)1/2

,

à ìåòîä (5.10) ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì. �

5.3. Çàäàíèå êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ñ ïîãðåøíîñòüþ â ðàâíîìåðíîé
ìåòðèêå

Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ äîñòàòî÷íî åñòåñòâåííîé ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñè-
òóàöèÿ, êîãäà èìååòñÿ âîçìîæíîñòü èçìåðèòü ïðèáëèæåííî êàæäûé èç íåêî-
òîðîãî êîíå÷íîãî íàáîðà êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ôóíêöèè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
Wr

2 (T), r ≥ 1, ìíîæåñòâî 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé ñ àáñîëþòíî íåïðåðûâ-
íûìè ïðîèçâîäíûìè x(r)(·), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ x(r)(·) ∈ L2(T). Â ïðî-
ñòðàíñòâå Wr

2 (T) ðàññìîòðèì êëàññ ôóíêöèé

W r
2 (T) = {x(·) ∈ Wr

2 (T) : ‖x(r)(·)‖L2(T) ≤ 1 }.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ çíà÷åíèÿ x(τ),
τ ∈ T, íà êëàññå W r

2 (T) ïî èíôîðìàöèè î íåòî÷íî çàäàííûõ êîýôôèöèåíòàõ
Ôóðüå ak, k ∈ A, è bk, k ∈ B, ãäå A è B íåêîòîðûå êîíå÷íûå ïîäìíîæåñòâà
Z+ = {0, 1, . . .} è N ñîîòâåòñòâåííî. Òàêèì îáðàçîì, âìåñòî çíà÷åíèé ak, k ∈ A,
è bk, k ∈ B, íàì èçâåñòíû ãk, b̃k òàêèå, ÷òî

|ak − ãk| ≤ δ, k ∈ A, |bk − b̃k| ≤ δ, k ∈ B.

Ïîëîæèì N = cardA+ cardB è

FA,Bx(·) = ({ak}k∈A, {bk}k∈B).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç lN∞ ïðîñòðàíñòâî âåêòîðîâ y = (y1, . . . , yN ) ñ íîðìîé

‖y‖lN∞ = max
1≤k≤N

|yk|.
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Èòàê, äëÿ êàæäîé ôóíêöèè x(·) ∈W r
2 (T) íàì èçâåñòåí âåêòîð

y = ({ãk}k∈A, {b̃k}k∈B)

òàêîé, ÷òî
‖FA,Bx(·)− y‖lN∞ ≤ δ.

Àíàëîãè÷íî (5.8) è (5.9) ââîäÿòñÿ âåëè÷èíû

e(x(τ),W r
2 (T), FA,B , δ, ϕ) = sup

x(·)∈W r
2 (T), y∈lN∞

‖FA,Bx(·)−y‖lN∞≤δ

|x(τ)− ϕ(y)|,

E(x(τ),W r
2 (T), FA,B , δ) = inf

ϕ : lN∞→R
e(x(τ),W r

2 (T), FA,B , δ, ϕ),

íàçûâàåìûå ïîãðåøíîñòüþ ìåòîäà è ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòà-
íîâëåíèÿ.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî åñëè 0 /∈ A, òî ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ ðàâíà áåñêîíå÷íîñòè (äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ëèøü êîíñòàíòû èç
êëàññà W r

2 (T)). Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî 0 ∈ A.
Ïîëîæèì Ã = A \ {0} è ðàññìîòðèì âåêòîð({

cos kτ

k2r

}
k∈Ã

,

{
sin kτ

k2r

}
k∈B

)
.

Ïóñòü

(5.13) |γ2| ≥ . . . ≥ |γN |

� ìîäóëè êîìïîíåíòîâ ýòîãî âåêòîðà, óïîðÿäî÷åííûå ïî óáûâàíèþ. Åñëè
γs = k−2r

s cos ksτ , òî ñîîòâåòñòâóþùèé èíäåêñ áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ks(A),
à åñëè γs = k−2r

s sin ksτ , òî � ÷åðåç ks(B). Äëÿ êàæäîãî 2 ≤ s ≤ N îáîçíà÷èì
÷åðåç As è Bs ïîäìíîæåñòâà èíäåêñîâ k2(C), . . . , ks(C) ïðè C = A è C = B
ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷åíèé áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî A1 = B1 = ∅
(ñóììà ïî ïóñòîìó ìíîæåñòâó èíäåêñîâ áóäåò ñ÷èòàòüñÿ ðàâíîé íóëþ).

Ïîëîæèì

p = max

{
s : γ2

s

(
1− δ2

∑
k∈As∪Bs

k2r

)

> δ2
∑

k∈N\As

cos2 kτ

k2r
+ δ2

∑
k∈N\Bs

sin2 kτ

k2r
, 2 ≤ s ≤ N

}
(ñ÷èòàÿ p = 1, åñëè òàêèõ s íåò),

λ =


∑

k∈N\Ap

cos2 kτ

k2r
+

∑
k∈N\Bp

sin2 kτ

k2r

1− δ2
∑

k∈Ap∪Bp

k2r


1/2

,

è

λs = k2r
s (C)(|γs| − λδ), c̃s =

{
sign γs ãks(C), C = A,

sign γs b̃ks(C), C = B.

Òåîðåìà 5.3. Äëÿ ëþáîãî δ > 0

E(x(τ),W r
2 (T), FA,B , δ) =

δ

2
+ δ

p∑
s=2

λs + λ,
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à ìåòîä

(5.14) m̂(y) =
ã0

2
+

p∑
s=2

λsc̃s

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âk è b̂k ïî ïðàâèëó

âk =


δ sign cos kτ, k ∈ Ap ∪ 0 ;

cos kτ

λk2r
, k /∈ Ap ∪ 0 .

b̂k =


δ sign sin kτ, k ∈ Bp ;

sin kτ

λk2r
, k /∈ Bp .

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(5.15)
∞∑
k=1

k2r(â2
k + b̂2k) = 1.

Ïîëîæèì

x̂(t) =
â0

2
+

∞∑
k=1

(âk cos kt+ b̂k sin kt).

Èç (5.15) âûòåêàåò, ÷òî ‖x̂(r)(·)‖L2(T) = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, x̂(·) ∈W r
2 (T).

Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäñòâèåì 2.7. Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå óñëîâèé
(i)�(iii). Íà÷íåì ñ óñëîâèÿ (iii). Ïîêàæåì, ÷òî ‖FA,Bx̂(·)‖lN∞ ≤ δ. Íàì íàäî

ïîêàçàòü, ÷òî |âk| ≤ δ äëÿ âñåõ k ∈ A è |̂bk| ≤ δ äëÿ âñåõ k ∈ B. Åñëè p = N , òî
ýòî î÷åâèäíî. Ïóñòü p < N . Åñëè ïðè íåêîòîðîì k > 0 è k ∈ A\Ap âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî |âk| > δ èëè ïðè íåêîòîðîì k ∈ B \ Bp âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
|̂bk| > δ, òî ñóùåñòâóåò γs, p < s ≤ N , äëÿ êîòîðîãî

γ2
s > δ2λ2.

Â ñèëó (5.13) îòñþäà âûòåêàëî áû íåðàâåíñòâî

(5.16) γ2
p+1 > δ2λ2.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

γ2
p+1 =

cos2 kp+1(A)τ

k4r
p+1(A)

.

Òîãäà íåðàâåíñòâî (5.16) ìîæíî çàïèñàòü òàê

cos2 kp+1(A)τ

k4r
p+1(A)

(
1− δ2

∑
k∈Ap∪Bp

k2r

)
> δ2

∑
k∈N\Ap

cos2 kτ

k2r
+ δ2

∑
k∈N\Bp

sin2 kτ

k2r
.

Ïîñêîëüêó Ap+1 = Ap ∪ {kp+1(A)}, à Bp+1 = Bp, òî ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî
çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

cos2 kp+1(A)τ

k4r
p+1(A)

(
1−δ2

∑
k∈Ap+1∪Bp+1

k2r

)
> δ2

∑
k∈N\Ap+1

cos2 kτ

k2r
+δ2

∑
k∈N\Bp+1

sin2 kτ

k2r
.

Íî òàêîå íåðàâåíñòâî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ p. Ñëó÷àé, êîãäà

γ2
p+1 =

sin2 kp+1(B)τ

k4r
p+1(B)

,

ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {ak}, k = 0, 1, . . ., è {bk},

k = 1, 2, . . ., òàêèõ, ÷òî
∞∑
k=1

k2r(a2
k + b2k) <∞,
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èìååò ìåñòî òîæäåñòâî

(5.17)
∞∑
k=1

(ak cos kτ + bk sin kτ) =

p∑
s=2

λscs + λ

∞∑
k=1

k2r(âkak + b̂kbk),

ãäå

cs =

{
sign γs aks(C), C = A,

sign γs bks(C), C = B.

Äåéñòâèòåëüíî, èìååì

p∑
s=2

λscs + λ

∞∑
k=1

k2r(âkak + b̂kbk) =

p∑
s=2

k2r
s (C)|γs|cs − λδ

p∑
s=2

k2r
s (C)cs

+ λδ

p∑
s=2

k2r
s (C)cs + λ

∑
k∈N\Ap

k2r cos kτ

λk2r
ak + λ

∑
k∈N\Bp

k2r sin kτ

λk2r
bk

=

∞∑
k=1

(ak cos kτ + bk sin kτ).

Èç (5.17) âûòåêàåò, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈W r
2 (T)

x(τ)− m̂(FA,Bx(·)) = λ

∞∑
k=1

k2r(âkak + b̂kbk).

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî, ïîëó÷àåì

|x(τ)− m̂(FA,Bx(·))| ≤ λ
( ∞∑
k=1

k2r(â2
k + b̂2k)

)1/2( ∞∑
k=1

k2r(a2
k + b2k)

)1/2

≤ λ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

x̂(τ)− m̂(FA,Bx̂(·)) = λ

∞∑
k=1

k2r(â2
k + b̂2k) = λ.

Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå (i) âûïîëíåíî.
Èç îïðåäåëåíèÿ p âûòåêàåò, ÷òî λp > 0. Â ñèëó (5.13) èìååì λs > 0, s =

2, . . . , p− 1. Òåì ñàìûì

m̂(FA,Bx̂(·)) = δ

(
1

2
+

p∑
s=2

λs

)
= δ‖m̂‖.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óñëîâèå (ii) âûïîëíåíî. Òåïåðü óòâåðæäåíèå òåîðåìû âûòå-
êàåò èç ñëåäñòâèÿ 2.7. �

5.4. Âîññòàíîâëåíèå ôóíêöèè è åå ïðîèçâîäíûõ ïî íåòî÷íî
çàäàííûì êîýôôèöèåíòàì Ôóðüå â ìåòðèêå lN2

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèè x(·) ∈ W r
2 (T)

ïî èíôîðìàöèè î íåòî÷íî çàäàííûõ êîýôôèöèåíòàõ Ôóðüå ak, k ∈ A, è bk,
k ∈ B, ãäå A è B íåêîòîðûå êîíå÷íûå ïîäìíîæåñòâà Z+ = {0, 1, . . .} è N ñîîò-
âåòñòâåííî. Ñîõðàíèì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ N è FA,Bx(·) èç ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç lN2 ìíîæåñòâî âåêòîðîâ y = (y1, . . . , yN ) ñ íîðìîé

‖y‖lN2 =
(
|y1|2 + . . .+ |yN |2

)1/2
.

Â ñëó÷àå, åñëè 0 /∈ A, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ êàæäîé ôóíêöèè x(·) ∈ W r
2 (T)

íàì èçâåñòåí âåêòîð
y = ({ãk}k∈A, {b̃k}k∈B)
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òàêîé, ÷òî
‖FA,Bx(·)− y‖lN2 ≤ δ.

Åñëè 0 ∈ A, òî ïîä íîðìîé â lN2 áóäåì ïîíèìàòü âåëè÷èíó

‖y‖lN2 =
(
|y1|2/2 + |y2|2 + . . .+ |yN |2

)1/2
.

Ââåäåì âåëè÷èíó, íàçûâàåìóþ ïîãðåøíîñòüþ ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ
ϕ : lN2 → L2(T)

e2(x(k)(·),W r
2 (T), FA,B , δ, ϕ) = sup

x(·)∈W r
2 (T), y∈lN2

‖FA,Bx(·)−y‖
lN2
≤δ

‖x(k)(·)− ϕ(y)(·)‖L2(T),

è âåëè÷èíó, íàçûâàåìóþ ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ

E2(x(k)(·),W r
2 (T), FA,B , δ) = inf

ϕ : lN2 →L2(T)
e2(x(k)(·),W r

2 (T), FA,B , δ, ϕ).

Ìåòîä, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü, íàçîâåì îïòèìàëüíûì.
Èç ëåììû 2.1 ñëåäóåò, ÷òî

(5.18) E2(x(k)(·),W r
2 (T), FA,B , δ) ≥ sup

x(·)∈W r
2 (T)

‖FA,Bx(·)‖
lN2
≤δ

‖x(k)(·)‖L2(T).

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà k = 0, ò.å. âîññòàíîâëåíèå ñàìîé ôóíê-
öèè ïî íåòî÷íî çàäàííûì êîýôôèöèåíòàì Ôóðüå. Ïîëîæèì

(5.19) n0 = min{ min
n∈N\A

n, min
n∈N\B

n }.

Òåîðåìà 5.4. Åñëè 0 /∈ A, òî
E2(x(·),W r

2 (T), FA,B , δ) = +∞.
Åñëè 0 ∈ A, òî

(5.20) E2(x(·),W r
2 (T), FA,B , δ) =

√
δ2 +

1

n2r
0

è äëÿ ëþáûõ íàáîðîâ ÷èñåë α = {αj}j∈A\{0} è β = {βj}j∈B òàêèõ, ÷òî

(5.21)
n2r

0 − j2r

n2r
0 + j2r

≤ αj ≤ 1, j ∈ A \ {0}, n2r
0 − j2r

n2r
0 + j2r

≤ βj ≤ 1, j ∈ B,

ìåòîäû

(5.22) ϕα,β

(
{ãj}j∈A, {b̃j}j∈B

)
(t) =

ã0

2
+

∑
j∈A\{0}

αj ãj cos jt+
∑
j∈B

βj b̃j sin jt

ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó â ïðàâîé ÷àñòè
(5.18) (äëÿ óäîáñòâà ìû ïåðåõîäèì ê êâàäðàòàì). Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî Ïàð-
ñåâàëÿ, èìååì

(5.23)
a2

0

2
+

∞∑
j=1

(a2
j + b2j )→ max, ‖FA,Bx(·)‖2lN2 ≤ δ

2,

∞∑
j=1

j2r(a2
j + b2j ) ≤ 1.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî åñëè 0 /∈ A, òî ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëå-
íèÿ ðàâíà áåñêîíå÷íîñòè (äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ëèøü êîíñòàíòû èç êëàññà
W r

2 (T)).
Ïóñòü 0 ∈ A. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè n0 /∈ A (ñëó÷àé, êîãäà n0 /∈ B,

ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî). Ïîëîæèì

a2
0

2
= δ2, an0

=
1

nr0
, aj = 0, j 6= 0, n0, bj = 0, j ∈ N.
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Â ñèëó òîãî, ÷òî ýòî äîïóñòèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷å
(5.23), ïîëó÷àåì

E2(x(·),W r
2 (T), FA,B , δ) ≥

√
δ2 +

1

n2r
0

.

Áóäåì èñêàòü îïòèìàëüíûå ìåòîäû âîññòàíîâëåíèÿ â âèäå

ϕα,β

(
{ãj}j∈A, {b̃j}j∈B

)
(t) =

a0

2
+

∑
j∈A\{0}

αj ãj cos jt+
∑
j∈B

βj b̃j sin jt,

ãäå α = {αj}j∈A\{0} è β = {βj}j∈B � íåêîòîðûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Äëÿ

îöåíêè ïîãðåøíîñòè ìåòîäà ϕα,β
(
{ãj}j∈A, {b̃j}j∈B

)
(·) íàäî îöåíèòü çíà÷åíèå

ñëåäóþùåé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è

(5.24)
(a0 − ã0)2

2
+

∑
j∈A\{0}

(aj −αj ãj)2 +
∑
j∈B

(bj − βj b̃j)2 +
∑
j∈N\A

a2
j +

∑
j∈N\B

b2j → max,

(a0 − ã0)2

2
+
∑
j∈N\A

(aj − ãj)2 +
∑
j∈N\B

(bj − b̃j)2 ≤ δ2,

∞∑
j=1

j2r(a2
j + b2j ) ≤ 1.

Ïîëîæèì

uj = aj − ãj , j = 0, 1, . . . , vj = bj − b̃j , j = 1, 2, . . . .

Òîãäà çàäà÷à (5.24) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

u2
0

2
+

∑
j∈A\{0}

((1− αj)aj + αjuj)
2 +

∑
j∈N\B

((1− βj)bj + βjvj)
2 +

∑
j∈N\A

a2
j

+
∑
j∈N\B

b2j → max,
u2

0

2
+
∑
j∈N\A

u2
j +

∑
j∈N\B

v2
j ≤ δ2,

∞∑
j=1

j2r(a2
j + b2j ) ≤ 1.

Èç íåðàâåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî ïîëó÷àåì

((1− αj)aj + αjuj)
2 =

(
nr0(1− αj)

jr
jraj
nr0

+ αjuj

)2

≤
(
n2r

0 (1− αj)2

j2r
+ α2

j

)(
j2ra2

j

n2r
0

+ u2
j

)
.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àþòñÿ íåðàâåíñòâà

((1− βj)bj + βjvj)
2 ≤

(
n2r

0 (1− βj)2

j2r
+ β2

j

)(
j2rb2j
n2r

0

+ v2
j

)
.

Ïîëîæèì

Sα = max
j∈N\A

(
n2r

0 (1− αj)2

j2r
+ α2

j

)
, Sβ = max

j∈N\B

(
n2r

0 (1− βj)2

j2r
+ β2

j

)
,

S = max{Sα, Sβ}.
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Åñëè α è β âûáðàòü èç óñëîâèé (5.21), òî S ≤ 1. Ïîýòîìó äëÿ êâàäðàòîâ ïî-
ãðåøíîñòåé ìåòîäîâ (5.22) ïîëó÷àåì îöåíêó

u2
0

2
+

∑
j∈A\{0}

(
j2ra2

j

n2r
0

+ u2
j

)
+
∑
j∈N\B

(
j2rb2j
n2r

0

+ v2
j

)
+
∑
j∈N\A

a2
j +

∑
j∈N\B

b2j

≤ u2
0

2
+

∑
j∈A\{0}

u2
j +

∑
j∈N\B

v2
j +

1

n2r
0

∞∑
j=1

j2r(a2
j + b2j ) ≤ δ2 +

1

n2r
0

.

Òåì ñàìûì

e2(x(·),W r
2 (T), FA,B , δ, ϕα,β) ≤

√
δ2 +

1

n2r
0

≤ E2(x(·),W r
2 (T), FA,B , δ).

Îòñþäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî (5.20) è îïòèìàëüíîñòü ìåòîäîâ (5.22). �

Îòìåòèì, ÷òî ñðåäè îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ (5.22) åñòü ìåòîäû âèäà

ã0

2
+

n0−1∑
j=1

(αj ãj cos jt+ βj b̃j sin jt).

Ýòè ìåòîäû íå èñïîëüçóþò èíôîðìàöèè î ïðèáëèæåííûõ çíà÷åíèÿõ êîýôôè-
öèåíòàõ Ôóðüå èç ìíîæåñòâ A\{0, 1, . . . , n0−1}, B \{1, . . . , n0−1}. Òåì ñàìûì
ýòà èíôîðìàöèÿ ÿâëÿåòñÿ �ëèøíåé� â òîì ñìûñëå, ÷òî íàëè÷èå åå íå óìåíüøàåò
ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó âîññòàíîâëåíèÿ k-îé ïðîèçâîäíîé, k > 0, ïî òîé
æå èíôîðìàöèè. Ïðè n0 > 1 ïîëîæèì

n1 = min

{
j :

(j + 1)2k − j2k

(j + 1)2r − j2r
≤ 1

n
2(r−k)
0

, 1 ≤ j ≤ n0 − 1

}
.

Îïðåäåëèì λ1 è λ2 ïðè n0 > 1 è δ < 1 ðàâåíñòâàìè

λ1 =


(j + 1)2rj2k − (j + 1)2kj2r

(j + 1)2r − j2r
, 1/(j + 1)r ≤ δ < 1/jr, j = 1, . . . , n1 − 1,

n2k
1

(
1−

(
n1

n0

)2(r−k)
)
, δ < 1/nr1,

λ2 =


(j + 1)2k − j2k

(j + 1)2r − j2r
, 1/(j + 1)r ≤ δ < 1/jr, j = 1, . . . , n1 − 1,

1

n
2(r−k)
0

, δ < 1/nr1.

Òåîðåìà 5.5. Åñëè n0 = 1 èëè δ ≥ 1, òî

E2(x(k)(·),W r
2 (T), FA,B , δ) = 1,

à ìåòîä ϕ0

(
{ãj}j∈A, {b̃j}j∈B

)
(t) ≡ 0 ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì. Åñëè n0 > 1 è

δ < 1, òî

(5.25) E2(x(k)(·),W r
2 (T), FA,B , δ) =

√
λ1δ2 + λ2,

è äëÿ ëþáûõ íàáîðîâ ÷èñåë α = {αj}j∈A\{0} è β = {βj}j∈B òàêèõ, ÷òî
(5.26)

j2k

(
(1− αj)2

λ2j2r
+
α2
j

λ1

)
≤ 1, j ∈ A \ {0}, j2k

(
(1− βj)2

λ2j2r
+
β2
j

λ1

)
≤ 1, j ∈ B,
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ìåòîäû

(5.27) ϕα,β

(
{ãj}j∈A, {b̃j}j∈B

)
(t) =

∑
j∈A\{0}

jkαj ãj cos

(
jt+

πk

2

)

+
∑
j∈B

jkβj b̃j sin

(
jt+

πk

2

)
ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à â ïðàâîé ÷àñòè (5.18) (äëÿ óäîá-
ñòâà ìû ñíîâà ïåðåõîäèì ê êâàäðàòàì), èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ, áóäåò
èìåòü âèä

(5.28)
∞∑
j=1

j2k(a2
j + b2j )→ max, ‖FA,Bx(·)‖2lN2 ≤ δ

2,

∞∑
j=1

j2r(a2
j + b2j ) ≤ 1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n0 = 1. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî 1 /∈ A (ñëó÷àé 1 /∈ B ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Ïîëîæèì

a1 = 1, aj = 0, j 6= 1, bj = 0, j ∈ N.

Â ñèëó òîãî, ÷òî ýòî äîïóñòèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷å
(5.28), ïîëó÷àåì

E2(x(k)(·),W r
2 (T), FA,B , δ) ≥ 1.

Åñëè δ ≥ 1, òî, ïîëîæèâ a1 = 1, aj = 0, j 6= 1, bj = 0, j ∈ N, óáåæäàåìñÿ, ÷òî

E2(x(k)(·),W r
2 (T), FA,B , δ) ≥ 1.

Íàéäåì ïîãðåøíîñòü ìåòîäà ϕ0

(
{ãj}j∈A, {b̃j}j∈B

)
(t) ≡ 0. Èìååì

e2(x(k)(·),W r
2 (T), FA,B , δ, ϕ0) = sup

x(·)∈W r
2 (T)

‖x(k)(·)|L2(T)

= sup
x(·)∈W r

2 (T)

( ∞∑
j=1

j2k(a2
j + b2j )

)1/2

≤ sup
x(·)∈W r

2 (T)

( ∞∑
j=1

j2r(a2
j + b2j )

)1/2

= 1.

Â ñèëó ïîëó÷åííûõ îöåíîê ñíèçó ïðè n0 = 1 èëè ïðè δ ≥ 1 ìåòîä

ϕ0

(
{ãj}j∈A, {b̃j}j∈B

)
(·) ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì, à

E2(x(k)(·),W r
2 (T), FA,B , δ) = 1.

Ïóñòü n0 > 1 è δ ≤ 1. Ïðè δ < 1/nr1 ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

an1
= δ, an0

=

√
1− n2r

1 δ
2

nr0
, aj = 0, j 6= n1, n0, bj = 0, j ∈ N.

Â ñèëó òîãî, ÷òî ýòî äîïóñòèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷å
(5.28), ïîëó÷àåì

E2(x(k)(·),W r
2 (T), FA,B , δ) ≥

√
n2k

1 δ2 +
1− n2r

1 δ
2

n
2(r−k)
0

=
√
λ1δ2 + λ2.

Ïóñòü òåïåðü 1/(j+1)r ≤ δ < 1/jr ïðè íåêîòîðîì j = 1, . . . , n1−1. Ïîëîæèì

aj =

(
(j + 1)2rδ2 − 1

(j + 1)2r − j2r

)1/2

, aj+1 =

(
1− j2rδ2

(j + 1)2r − j2r

)1/2

,
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am = 0, m 6= j, j + 1, bm = 0, m ∈ N. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòî äîïóñòèìàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷å (5.28), ïîýòîìó

E2(x(k)(·),W r
2 (T), FA,B , δ) ≥

√
j2k

(j + 1)2rδ2 − 1

(j + 1)2r − j2r
+ (j + 1)2k

1− j2rδ2

(j + 1)2r − j2r

=
√
λ1δ2 + λ2.

Áóäåì èñêàòü îïòèìàëüíûå ìåòîäû âîññòàíîâëåíèÿ â âèäå

ϕα,β

(
{ãj}j∈A, {b̃j}j∈B

)
(t) =

∑
j∈A\{0}

jkαj ãj cos

(
jt+

πk

2

)

+
∑
j∈B

jkβj b̃j sin

(
jt+

πk

2

)
,

ãäå α = {αj}j∈A\{0} è β = {βj}j∈B � íåêîòîðûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Äëÿ

îöåíêè ïîãðåøíîñòè ìåòîäà ϕα,β
(
{ãj}j∈A, {b̃j}j∈B

)
(·) íàäî îöåíèòü çíà÷åíèå

ñëåäóþùåé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è

(5.29)∑
j∈A\{0}

j2k(aj −αj ãj)2 +
∑
j∈B

j2k(bj −βj b̃j)2 +
∑
j∈N\A

j2ka2
j +

∑
j∈N\B

j2kb2j → max,

(a0 − ã0)2

2
+
∑
j∈N\A

(aj − ãj)2 +
∑
j∈N\B

(bj − b̃j)2 ≤ δ2,

∞∑
j=1

j2r(a2
j + b2j ) ≤ 1.

Ïîëîæèì

uj = aj − ãj , j = 0, 1, . . . , vj = bj − b̃j , j = 1, 2, . . . .

Òîãäà çàäà÷à (5.24) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå∑
j∈A\{0}

j2k((1− αj)aj + αjuj)
2 +

∑
j∈N\B

j2k((1− βj)bj + βjvj)
2 +

∑
j∈N\A

j2ka2
j

+
∑
j∈N\B

j2kb2j → max,
u2

0

2
+
∑
j∈N\A

u2
j +

∑
j∈N\B

v2
j ≤ δ2,

∞∑
j=1

j2r(a2
j + b2j ) ≤ 1.

Èç íåðàâåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî ïîëó÷àåì

((1− αj)aj + αjuj)
2 =

(
(1− αj)√
λ2jr

√
λ2j

raj +
αj√
λ1

√
λ1uj

)2

≤

(
(1− αj)2

λ2j2r
+
α2
j

λ1

)(
λ2j

2ra2
j + λ1u

2
j

)
.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àþòñÿ íåðàâåíñòâà

((1− βj)bj + βjvj)
2 ≤

(
(1− βj)2

λ2j2r
+
β2
j

λ1

)(
λ2j

2rb2j + λ1v
2
j

)
.

Ïîëîæèì

Sα = max
j∈N\A

j2k

(
(1− αj)2

λ2j2r
+
α2
j

λ1

)
, Sβ = max

j∈N\B
j2k

(
(1− βj)2

λ2j2r
+
β2
j

λ1

)
,

S = max{Sα, Sβ}.
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Åñëè α è β âûáðàòü èç óñëîâèé (5.26), òî S ≤ 1. Ïîýòîìó äëÿ êâàäðàòîâ ïî-
ãðåøíîñòåé ìåòîäîâ (5.27) ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî j2k ≤ λ2j

2r ïðè j ≥ n0, ïîëó÷àåì
îöåíêó∑

j∈A\{0}

(
λ2j

2ra2
j + λ1u

2
j

)
+
∑
j∈N\B

(
λ2j

2rb2j + λ1v
2
j

)
+
∑
j∈N\A

j2ka2
j +

∑
j∈N\B

j2kb2j

≤ λ1

( ∑
j∈A\{0}

u2
j +

∑
j∈N\B

v2
j

)
+ λ2

∞∑
j=1

j2r(a2
j + b2j ) ≤ λ1δ

2 + λ2.

Òåì ñàìûì

e2(x(k)(·),W r
2 (T), FA,B , δ, ϕα,β) ≤

√
λ1δ2 + λ2 ≤ E2(x(k)(·),W r

2 (T), FA,B , δ).

Îòñþäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî (5.25) è îïòèìàëüíîñòü ìåòîäîâ (5.27).
Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò α = {αj}j∈A\{0} è β = {βj}j∈B , óäî-

âëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (5.26). Ðàññìîòðèì íà ïëîñêîñòè ìíîæåñòâî òî÷åê{
xj = j2r,

yj = j2k,
j = 1, 2, . . . .

Ñîåäèíÿÿ ñîñåäíèå òî÷êè îòðåçêàìè ïðÿìîé, ïîëó÷èì âîãíóòóþ ëîìàíóþ.
Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè 1/(j + 1)r ≤ δ < 1/jr, j = 1, . . . , n1 − 1, ïðÿ-
ìàÿ y = λ2x+λ1 ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè (xj , yj), (xj+1, yj+1). Â ñèëó âîãíóòîñòè
ëîìàíîé áóäåì èìåòü

(5.30) ys ≤ λ2xs + λ1, s = 1, 2, . . . .

Ïðè δ < 1/nr1 ïðÿìàÿ y = λ2x + λ1 ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó (n2k
1 , n2r

1 ), è â ñèëó
îïðåäåëåíèÿ n1 äëÿ íåå ñíîâà ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà (5.30).

Ïîëîæèì

αj =
λ1

λ1 + λ2j2r
, j ∈ A \ {0}.

Òîãäà èç (5.30) ïîëó÷àåì

j2k

(
(1− αj)2

λ2j2r
+
α2
j

λ1

)
=

j2k

λ1 + λ2j2r
≤ 1.

Ïîëîæèâ

βj =
λ1

λ1 + λ2j2r
, j ∈ B,

àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷àåì

j2k

(
(1− βj)2

λ2j2r
+
β2
j

λ1

)
=

j2k

λ1 + λ2j2r
≤ 1.

�

Ïóñòü n0 > 1 è δ ≤ 1. Ïîëîæèì

j0 = max

{
j :

1

j2(r−k)
> λ2

}
.

Òàê êàê λ2 ≥ 1/n2
0(r − k), òî j0 < n0. Åñëè j ≤ j0 è j ∈ A, òî ìîæíî âçÿòü

αj = 0, à åñëè j ≤ j0 è j ∈ B, òî βj = 0 òîæå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (5.26).
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Ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäè îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ åñòü ìåòîä âèäà

ϕα,β

(
{ãj}j∈A, {b̃j}j∈B

)
(t) =

j0∑
j=1

jk
(
αj ãj cos

(
jt+

πk

2

)

+βj b̃j sin

(
jt+

πk

2

))
.

Òåì ñàìûì ïðè çàäàííîì δ < 1 èíôîðìàöèÿ î ïðèáëèæåííûõ êîýôôèöèåíòàõ
Ôóðüå ñ íîìåðàìè áîëüøèìè, ÷åì j0, ÿâëÿåòñÿ �ëèøíåé� â òîì ñìûñëå, ÷òî
íàëè÷èå åå íå óìåíüøàåò ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ.

5.5. Âîññòàíîâëåíèå ôóíêöèè è åå ïðîèçâîäíûõ ïî íåòî÷íî
çàäàííûì êîýôôèöèåíòàì Ôóðüå â ìåòðèêå lN∞

Ðàññìîòðèì òó æå çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ, ÷òî è â ïðåäûäó-
ùåì ðàçäåëå, íî òåïåðü áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ êàæäîé ôóíêöèè x(·) ∈W r

2 (T)
íàì èçâåñòåí âåêòîð

y = ({ãj}j∈A, {b̃j}j∈B)

òàêîé, ÷òî

‖FA,Bx(·)− y‖lN∞ ≤ δ.

Ïîãðåøíîñòüþ ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ ϕ : lN∞ → L2(T) â ýòîì ñëó÷àå íàçîâåì
âåëè÷èíó

e∞(x(k)(·),W r
2 (T), FA,B , δ, ϕ) = sup

x(·)∈W r
2 (T), y∈lN∞

‖FA,Bx(·)−y‖lN∞≤δ

‖x(k)(·)− ϕ(y)(·)‖L2(T),

à âåëè÷èíó

E∞(x(k)(·),W r
2 (T), FA,B , δ) = inf

ϕ : lN∞→L2(T)
e∞(x(k)(·),W r

2 (T), FA,B , δ, ϕ).

áóäåì íàçûâàòü ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ. Ìåòîä, íà êî-
òîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü, áóäåì ïî-ïðåæíåìó íàçûâàòü îïòèìàëüíûì
ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ.

Ïîëîæèì

p̂ = max

{
p ∈ Z+ : 2δ2

p∑
k=0

k2n < 1

}
è p0 = min{p̂, n0 − 1}, ãäå n0 îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì (5.19),

χk =

{
1, k = 0,

0, k 6= 0.

Òåîðåìà 5.6. Åñëè 0 /∈ A, òî

E∞(x(·),W r
2 (T), FA,B , δ) = +∞.

Åñëè 1 ≤ k ≤ r − 1 èëè k = 0 è 0 ∈ A, òî

E∞(x(k)(·),W r
2 (T), FA,B , δ)

=

√√√√ 1

(p0 + 1)2(r−k)
+
δ2

2
χk + 2δ2

p0∑
j=1

j2k

(
1−

(
j

p0 + 1

)2(r−k)
)
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è ìåòîä

ϕ̂({ãj}j∈A, {b̃j}j∈B)(t) =
ã0

2
χk

+

p0∑
j=1

(
1−

(
j

p0 + 1

)2(r−k)
)
jk(ãj cos(jt+ πk/2) + b̃j sin(jt+ πk/2))

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåììû 2.1 (àíàëîãè÷íî íåðàâåíñòâó (5.18)) ïîëó÷à-
åì îöåíêó ñíèçó

(5.31) E∞(x(k)(·),W r
2 (T), FA,B , δ) ≥ sup

x(·)∈W r
2 (T)

‖FA,Bx(·)‖lN∞≤δ

‖x(k)(·)‖L2(T).

Ïóñòü k = 0. Åñëè 0 /∈ A, òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè x(·), ÿâëÿþùåéñÿ êîí-
ñòàíòîé, âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ x(·) ∈ W r

2 (T) è ‖FA,Bx(·)‖∞ ≤ δ (FA,Bx(·) �
íóëåâîé âåêòîð) è òåì ñàìûì ïðàâàÿ ÷àñòü â (5.31) ìîæåò áûòü ñäåëàíà ñêîëü
óãîäíî áîëüøîé, ò. å. E∞(x(k)(·),W r

2 (T), FA,B , δ) = +∞.
Ïóñòü òåïåðü 1 ≤ k ≤ r − 1 èëè k = 0 è 0 ∈ A. Ðàññìîòðèì ýêñòðåìàëü-

íóþ çàäà÷ó â ïðàâîé ÷àñòè (5.31) (äëÿ óäîáñòâà ìû ïåðåõîäèì ê êâàäðàòàì).
Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ, èìååì

(5.32)
a2

0

2
χk +

∞∑
j=1

j2k(a2
j + b2j )→ max,

∞∑
j=1

j2r(a2
j + b2j ) ≤ 1,

a2
j ≤ δ2, j ∈ A, b2j ≤ δ2, j ∈ B.

Ïóñòü p0 = p̂ < n0 − 1. Ïîëîæèì âj = δ, j = 0, 1, . . . , p0, b̂j = δ, j = 1, . . . , p0,
âp0+1 = b̂p0+1 = α, ãäå

α =

√√√√1/2− δ2

p0∑
j=0

j2r

(p0 + 1)r

è âj = b̂j = 0, åñëè j > p0 + 1.
Ïðîâåðèì, ÷òî α ≤ δ. Åñëè ýòî íå òàê, òî ìû èìåëè áû íåðàâåíñòâî

1− 2δ2

p0∑
j=0

j2r > 2δ2(p0 + 1)2r,

èëè

2δ2

p0+1∑
j=0

j2r < 1

â ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî p0 = p̂. Êðîìå òîãî,

∞∑
j=1

j2r(â2
j + b̂2j ) = 2δ2

p0∑
j=1

j2r +

1− 2δ2

p0∑
j=0

j2r

(p0 + 1)2r
(p0 + 1)2r = 1,
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è òåì ñàìûì ({âj}j∈A, {b̂j}j∈B) � äîïóñòèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â çàäà÷å
(5.32). Ñëåäîâàòåëüíî, èç (5.31) âûòåêàåò, ÷òî

(5.33) E2
∞(x(k)(·),W r

2 (T), FA,B , δ) ≥
â2

0

2
χk +

∞∑
j=1

j2k(â2
j + b̂2j )

=
δ2

2
χk + 2δ2

p0∑
j=1

j2k +

1− 2δ2

p0∑
j=1

j2r

(p0 + 1)2r
(p0 + 1)2k = λ̂+ δ2

λ̂0 + 2

p0∑
j=1

λ̂j

 ,

ãäå

λ̂ =
1

(p0 + 1)2(r−k)
, λ̂0 =

1

2
χk, λ̂j = j2k

(
1−

(
j

p0 + 1

)2(r−k)
)
, j = 1, . . . , p0.

Ïóñòü òåïåðü p0 = n0−1. Åñëè n0 = minn∈N\A n (n0 = minn∈N\B n), òî ïîëà-

ãàåì âj = δ, j = 0, 1, . . . , p0, b̂j = δ, j = 1, . . . , p0, âp0+1 =
√

2α (̂bp0+1 =
√

2α), à
îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû íóëåâûå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ({âj}j∈A, {b̂j}j∈B) äî-
ïóñòèìà â çàäà÷å (5.32). Ïðîâåðêà òàêàÿ æå, êàê â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, íî â
äàííîé ñèòóàöèè p0 + 1 = n0 /∈ A (B) è ïîýòîìó íåðàâåíñòâî |

√
2α| ≤ δ íå

îáÿçàíî âûïîëíÿòüñÿ.Òåì ñàìûì èç (5.31) âûòåêàåò òî æå íåðàâåíñòâî (5.33).
Çàéìåìñÿ òåïåðü ïîñòðîåíèåì îïòèìàëüíîãî ìåòîäà. Áóäåì èñêàòü åãî ñðå-

äè ìåòîäîâ âèäà

ϕα,β

(
{ãj}j∈A, {b̃j}j∈B

)
(t) =

ã0

2
χk

+

p0∑
j=1

j2k

(
αj ãj cos

(
jt+

πk

2

)
+ βj b̃j sin

(
jt+

πk

2

))
,

ãäå α = (α1, . . . , αp0) è β = (β1, . . . , βp0). Äëÿ îöåíêè ïîãðåøíîñòè òàêîãî ìåòîäà
ñëåäóåò îöåíèâàòü çíà÷åíèå ñëåäóþùåé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è

(5.34)

(a0 − ã0)2

2
+

p0∑
j=1

j2k((aj − αj ãj)2 + (bj − βj b̃j)2) +

∞∑
j=p0+1

j2k(a2
j + b2j )→ max,

|a0−ã0|χk ≤ δ, |aj−ãj | ≤ δ, |bj−b̃j | ≤ δ, j = 1, . . . , p0,

∞∑
j=1

j2r(a2
j+b

2
j ) ≤ 1.

Îöåíèì ïî íåðàâåíñòâó Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî ñëàãàåìûå ïîä çíàêîì ïåðâîé
ñóììû â ìàêñèìèçèðóåìîì ôóíêöèîíàëå

(aj − αj ãj)2 =

1− αj√
λ̂jr

√
λ̂jraj +

αj√
λ̂j

√
λ̂j(aj − ãj)

2

≤

(
(1− αj)2

λ̂j2r
+
α2
j

λ̂j

)(
λ̂j2ra2

j + λ̂j(aj − ãj)2
)
.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì

(bj − βj b̃j)2 ≤

(
(1− βj)2

λ̂j2r
+
β2
j

λ̂j

)(
λ̂j2rb2j + λ̂j(bj − b̃j)2

)
.
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Ñêëàäûâàÿ ïîëó÷åííûå îöåíêè è îáîçíà÷àÿ

Sα,β = max
1≤j≤p0

{
j2k

(
(1− αj)2

λ̂j2r
+
α2
j

λ̂j

)
, j2k

(
(1− βj)2

λ̂j2r
+
β2
j

λ̂j

)}
,

ïîëó÷èì, ÷òî

p0∑
j=1

j2k((aj − αj ãj)2 + (bj − βj b̃j)2)

≤ Sα,β

λ̂ p0∑
j=1

j2r(a2
j + b2j ) +

p0∑
j=1

λ̂j((aj − ãj)2 + (bj − b̃j)2)


≤ Sα,β

λ̂ p0∑
j=1

j2r(a2
j + b2j ) + 2δ2

p0∑
j=1

λ̂j

 .

Äàëåå, åñëè j ≥ p0 + 1, òî j−2(r−k) ≤ (p0 + 1)−2(r−k) = λ̂ è ïîýòîìó
∞∑

j=p0+1

j2k(a2
j + b2j ) =

∞∑
j=p0+1

1

j2(r−k)
j2r(a2

j + b2j ) ≤ λ̂
∞∑

j=p0+1

j2r(a2
j + b2j ).

Åñëè íàáîðû α è β òàêîâû, ÷òî Sα,β ≤ 1, òî èç ïîëó÷åííûõ îöåíîê âûòåêàåò,
÷òî ìàêñèìèçèðóåìûé ôóíêöèîíàë â (5.34) íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû

δ2

2
χk + λ̂

p0∑
j=1

j2r(a2
j + b2j ) + 2δ2

p0∑
j=1

λ̂j + λ̂

∞∑
j=p0+1

j2r(a2
j + b2j )

=
δ2

2
χk + λ̂

∞∑
j=1

j2r(a2
j + b2j ) + 2δ2

p0∑
j=1

λ̂j ≤
δ2

2
χk + λ̂+ 2δ2

p0∑
j=1

λ̂j

= λ̂+ δ2

λ̂0 + 2

p0∑
j=1

λ̂j

 ,

ò. å.

e(x(k)(·),W r
2 (T), FA,B , δ, ϕα,β) ≤

√√√√√λ̂+ δ2

λ̂0 + 2

p0∑
j=1

λ̂j

.
Âìåñòå ñ îöåíêîé (5.33) ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìåòîä ϕα,β îïòèìàëåí, à

E(x(k)(·),W r
2 (T), FA,B , δ) =

√√√√√λ̂+ δ2

λ̂0 + 2

p0∑
j=1

λ̂j

.
Ïîêàæåì, ÷òî âåêòîðû α è β, äëÿ êîòîðûõ Sα,β ≤ 1, ñóùåñòâóþò. Ïîëîæèì

(5.35) αj = βj =
λ̂j

λ̂j + λ̂j2r
, j = 1, . . . , p0.

Òîãäà äëÿ òàêèõ α è β

Sα,β = max
1≤j≤p0

j2k

λ̂j + λ̂j2r
= 1.

�

Îòìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ñ íîìåðàìè, áîëüøèìè p0 ìîæíî îò-
áðîñèòü � îïòèìàëüíûé ìåòîä èõ íå èñïîëüçóåò.
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5.6. Âîññòàíîâëåíèå ôóíêöèè è åå ïðîèçâîäíûõ ïî íåòî÷íî
çàäàííîìó ïðåîáðàçîâàíèþ Ôóðüå

Ðàññìîòðèì àíàëîãè çàäà÷, ðàññìîòðåííûõ âûøå, äëÿ ôóíêöèé, îïðåäå-
ëåííûõ íà âñåé ïðÿìîé. Çäåñü â êà÷åñòâå èñïîëüçóåìîé èíôîðìàöèè âûñòóïà-
åò íåòî÷íî çàäàííîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå. Ïóñòü r ∈ N è 1 ≤ p ≤ ∞. ×åðåç
Wr
F,p,2(R) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé x(·) ∈ L2(R), äëÿ êîòîðûõ x(r−1)(·)

ëîêàëüíî àáñîëþòíî íåïðåðûâíà, x(r)(·) ∈ L2(R), à Fx(·) ∈ Lp(R) (Fx(·) � ïðå-
îáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè x(·)). Ïîëîæèì

W r
F,p,2(R) = {x(·) ∈ Wr

p,2(R) : ‖x(r)(·)‖L2(R) ≤ 1 }.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èçâåñòíî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå Fx(·) ôóíêöèè x(·) ∈
W r
F,p,2(R), çàäàííîå íà ∆σ = [−σ, σ], σ > 0, ñ òî÷íîñòüþ äî δ â ìåòðèêå Lp(∆σ),

ò. å. èçâåñòíà ôóíêöèÿ y(·) ∈ Lp(∆σ) òàêàÿ, ÷òî ‖Fx(·) − y(·)‖Lp(∆σ) ≤ δ. Òðå-
áóåòñÿ ïî ýòîé èíôîðìàöèè âîññòàíîâèòü ôóíêöèþ x(k)(·), 0 ≤ k < r, â ìåò-
ðèêå L2(R). Âñÿêèé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ îòîáðàæåíèå
ϕ : Lp(∆σ)→ L2(R).

Ïîãðåøíîñòüþ ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ ϕ : Lp(∆σ)→ L2(R) íàçîâåì âåëè-
÷èíó

e(x(k)(·),W r
F,p,2(R), σ, δ, ϕ) = sup

x(·)∈W r
F,p,2(R), y∈Lp(∆σ)

‖Fx(·)−y(·)‖Lp(∆σ)≤δ

‖x(k)(·)− ϕ(y)(·)‖L2(R),

à âåëè÷èíó

(5.36) E(x(k)(·),W r
F,p,2(R), σ, δ) = inf

ϕ : Lp(∆σ)→L2(R)
e(x(k)(·),W r

F,p,2(R), σ, δ, ϕ).

áóäåì íàçûâàòü ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ. Ìåòîä, íà êî-
òîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü, áóäåì, êàê îáû÷íî, íàçûâàòü îïòèìàëüíûì
ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ. Ñëó÷àé, êîãäà 2 ≤ p ≤ ∞ è σ = ∞ áûë ðàññìîòðåí
ðàíåå (ñì. ñëåäñòâèå 3.18 è òåîðåìó 3.19). Çäåñü áóäåò ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà
σ <∞, à p =∞, 2.

Èç ëåììû 2.1 ïîëó÷àåì îöåíêó ñíèçó

(5.37) E(x(k)(·),W r
F,p,2(R), σ, δ) ≥ sup

x(·)∈W r
F,p,2(R)

‖Fx(·)‖Lp(∆σ)≤δ

‖x(k)(·)‖L2(R).

Ïóñòü p =∞. Ïîëîæèì

σ̂ =
(

(2r + 1)
π

δ2

) 1
2r+1

.

Òåîðåìà 5.7. Ïðè âñåõ σ > 0 è δ > 0

E(x(k)(·),W r
F,∞,2(R), σ, δ) =



√
σ−2(r−k) +

2δ2(r − k)

π(2k + 1)(2r + 1)
σ2k+1, σ < σ̂,

√
2r + 1

2k + 1

(
δ2

π(2r + 1)

) r−k
2r+1

, σ ≥ σ̂,

à ìåòîä

(5.38) ϕ̂(y)(t) =
1

2π

∫ σ0

−σ0

(iξ)k
(

1−
(
ξ

σ0

)2(r−k))
y(ξ)eiξt dξ,

ãäå σ0 = min{σ, σ̂}, ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî σ ≥ σ̂. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ x̂(·)
òàêóþ, ÷òî åå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ñîâïàäàåò ñ δ íà èíòåðâàëå (−σ0, σ0), à
âíå ýòîãî èíòåðâàëà ðàâíî íóëþ. Òîãäà ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî x̂(·) � äîïóñòèìàÿ
ôóíêöèÿ â ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷å â ïðàâîé ÷àñòè (5.37) ïðè p = ∞. Ñëåäîâà-
òåëüíî,
(5.39)

E(x(k)(·),W r
F,∞,2(R), σ, δ) ≥

(
δ2

2π

∫ σ̂

−σ̂
ξ2k dξ

)1/2

=

√
2r + 1

2k + 1

(
δ2

π(2r + 1)

) r−k
2r+1

.

Ïóñòü òåïåðü σ < σ̂. Òîãäà

γ = 1− δ2σ2r+1

π(2r + 1)
> 0.

Äëÿ n > γ−2 ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

un(ξ) =


δ, |ξ| ≤ σ,
σ−r

√
π(nγ −

√
n), σ < |ξ| < σ + 1/n,

0, |ξ| ≥ σ + 1/n.

×åðåç x̂n(·) îáîçíà÷èì ôóíêöèþ, ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ
un(·). Èìååì

‖x̂(r)
n (·)‖2L2(R) =

1

2π

∫
R
ξ2r|un(ξ)|2 dξ =

δ2

2π

∫ σ

−σ
ξ2r dξ +

nγ −
√
n

σ2r

∫ σ+1/n

σ

ξ2r dξ

= 1− γ + (nγ −
√
n)

(σ + 1/n)2r+1 − σ2r+1

σ2r(2r + 1)
.

Âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäñòàâëåíèåì

(5.40)
(σ + 1/n)2r+1 − σ2r+1

σ2r(2r + 1)
=

1

n

(
1 +

αn√
n

)
,

ãäå αn → 0 ïðè n→∞. Òîãäà

‖x̂(r)
n (·)‖2L2(R) = 1− γ +

(
γ − 1√

n

)(
1 +

αn√
n

)
= 1− 1√

n

(
1− αn

(
γ − 1√

n

))
.

Òàê êàê αn → 0 ïðè n→∞, òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n

1− αn
(
γ − 1√

n

)
>

1

2
.

Òåì ñàìûì äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n

‖x̂(r)
n (·)‖2L2(R) < 1− 1

2
√
n
< 1,

à ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèè x̂n(·) ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè â ýêñòðåìàëüíîé çà-
äà÷å â ïðàâîé ÷àñòè (5.37) ïðè p =∞. Îòñþäà

E2(x(k)(·),W r
F,∞,2(R), σ, δ) ≥ ‖x̂(k)

n (·)‖2L2(R) =
1

2π

∫
R
ξ2k|un(ξ)|2 dξ

=
δ2

2π

∫ σ

−σ
ξ2k dξ +

nγ −
√
n

σ2r

∫ σ+1/n

σ

ξ2k dξ

=
δ2σ2k+1

π(2k + 1)
+ (nγ −

√
n)

(σ + 1/n)2k+1 − σ2k+1

σ2r(2k + 1)
.
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Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè n→∞, ïîëó÷àåì

(5.41) E(x(k)(·),W r
F,∞,2(R), σ, δ) ≥

√
σ−2(r−k) +

2δ2(r − k)

π(2k + 1)(2r + 1)
σ2k+1.

Äëÿ îöåíêè ïîãðåøíîñòè ìåòîäà (5.38) ðàññìîòðèì ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó

‖x(k)(·)− ϕ̂(y)(·)‖L2(R) → max, ‖Fx(·)− y(·)‖L∞(∆σ) ≤ δ, ‖x(r)(·)‖L2(R) ≤ 1.

Ïåðåõîäÿ ê îáðàçàì Ôóðüå, äëÿ îöåíêè êâàäðàòà ïîãðåøíîñòè ìåòîäà (5.38)
ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó

(5.42)
1

2π

∫ σ0

−σ0

ξ2k|Fx(ξ)− a(ξ)y(ξ)|2 dξ +
1

2π

∫
|ξ|>σ0

ξ2k|Fx(ξ)|2 dξ → max,

|Fx(ξ)− y(ξ)| ≤ δ, |ξ| ≤ σ, 1

2π

∫
R
ξ2r|Fx(ξ)|2 dξ ≤ 1,

ãäå

a(ξ) = 1− λξ2(r−k), λ = σ
−2(r−k)
0 .

Ïîëîæèì

λ1(ξ) =

{
ξ2k(1− λξ2(r−k)), |ξ| ≤ σ0,

0, |ξ| > σ0.

Ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå ïîä çíàêîì ïåðâîãî èíòåãðàëà, à çàòåì îöåíèì åãî ïî
íåðàâåíñòâó Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî

ξ2k|Fx(ξ)− a(ξ)y(ξ)|2 = ξ2k|(1− a(ξ))Fx(ξ) + a(ξ)(Fx(ξ)− y(ξ))|2

≤ ξ2k

(
(1− a(ξ))2

λξ2r
+
a2(ξ)

λ1(ξ)

)
(λξ2r|Fx(ξ)|2 + λ1(ξ)|Fx(ξ)− y(ξ)|2)

= (λξ2(r−k) + a(ξ))(λξ2r|Fx(ξ)|2 + λ1(ξ)|Fx(ξ)− y(ξ)|2)

= λξ2r|Fx(ξ)|2 + λ1(ξ)|Fx(ξ)− y(ξ)|2.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äîïóñòèìûõ ôóíêöèé â çàäà÷å (5.42) ìàêñèìèçèðóåìûé
ôóíêöèîíàë îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé

λ

2π

∫ σ0

−σ0

ξ2r|Fx(ξ)|2 dξ +
δ2

2π

∫ σ0

−σ0

λ1(ξ) dξ +
1

2π

∫
|ξ|>σ0

ξ2k|Fx(ξ)|2 dξ

≤ λ

2π

∫ σ0

−σ0

ξ2r|Fx(ξ)|2 dξ +
δ2

2π

∫ σ0

−σ0

λ1(ξ) dξ +
λ

2π

∫
|ξ|>σ0

ξ2r|Fx(ξ)|2 dξ

=
λ

2π

∫
R
ξ2r|Fx(ξ)|2 dξ +

δ2

2π

∫ σ0

−σ0

λ1(ξ) dξ ≤ λ+
δ2

2π

∫ σ0

−σ0

λ1(ξ) dξ

= σ
−2(r−k)
0 +

δ2

π
σ2k+1

0

2(r − k)

(2k + 1)(2r + 1)
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

e(x(k)(·),W r
F,∞,2(R), σ, δ, ϕ̂) ≤

√
σ
−2(r−k)
0 +

δ2

π
σ2k+1

0

2(r − k)

(2k + 1)(2r + 1)

=



√
σ−2(r−k) +

2δ2(r − k)

π(2k + 1)(2r + 1)
σ2k+1, σ < σ̂,

√
2r + 1

2k + 1

(
δ2

π(2r + 1)

) r−k
2r+1

, σ ≥ σ̂.
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Â ñèëó îöåíîê (5.39) è (5.41) îòñþäà âûòåêàåò îïòèìàëüíîñòü ìåòîäà (5.38), à
òàêæå ñîîòâåòñòâóþùåå ðàâåíñòâî äëÿ ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâ-
ëåíèÿ. �

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà p = 2.
Â îáðàçàõ Ôóðüå, ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à â ïðàâîé ÷àñòè (5.37) ïðè p = 2

çàïèñûâàåòñÿ â âèäå (êàê îáû÷íî, ïåðåõîäèì ê êâàäðàòàì)

(5.43)
1

2π

∫
R
ξ2k|Fx(ξ)|2 dξ → max,

∫ σ

−σ
|Fx(ξ)|2 dξ ≤ δ2,

1

2π

∫
R
ξ2r|Fx(ξ)|2 dξ ≤ 1.

Ïóñòü ñíà÷àëà k = 0.

Òåîðåìà 5.8. Ïðè âñåõ σ > 0 è δ > 0

(5.44) E(x(·),W r
F,2,2(R), σ, δ) =

√
δ2

2π
+

1

σ2r
.

Äëÿ âñåõ ôóíêöèé a(·) òàêèõ, ÷òî

(5.45)

∣∣∣∣a(ξ)− σ2r

σ2r + ξ2r

∣∣∣∣ ≤ ξ2r

σ2r + ξ2r
,

ìåòîäû

ϕ̂(y)(t) =
1

2π

∫ σ

−σ
a(ξ)y(ξ)eiξt dξ

ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×åðåç x̂n(·) îáîçíà÷èì ôóíêöèþ, äëÿ êîòîðîé

Fx̂n(ξ) =


δ
√
n, 0 ≤ ξ ≤ 1

n
,

σ−r
√

2π(n−
√
n), σ < ξ < σ +

1

n
,

0, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Äëÿ n > σ−1 èìååì ∫ σ

−σ
|Fx̂n(ξ)|2 dξ = δ2.

Êðîìå òîãî,

1

2π

∫
R
ξ2r|Fx̂n(ξ)|2 dξ =

δ2n

2π

∫ 1/n

0

ξ2r dξ +
n−
√
n

σ2r

∫ σ+1/n

σ

ξ2r dξ

=
δ2

2πn2r(2r + 1)
+ (n−

√
n)

(σ + 1/n)2r+1 − σ2r+1

σ2r(2r + 1)
.

Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå (5.40), ïîëó÷àåì

1

2π

∫
R
ξ2r|Fx̂n(ξ)|2 dξ =

δ2

2πn2r(2r + 1)
+

(
1− 1√

n

)(
1 +

αn√
n

)
= 1− 1√

n
βn,

ãäå

βn = 1− αn
(

1− 1√
n

)
+

δ2

2πn2r−1/2(2r + 1)
.

Â ñèëó òîãî, ÷òî βn → 1 ïðè n→∞, ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n

1

2π

∫
R
ξ2r|Fx̂n(ξ)|2 dξ < 1− 1

2
√
n
< 1.
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Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ôóíêöèè Fx̂n(·) äîïóñòèìûå â ýêñ-
òðåìàëüíîé çàäà÷å (5.43) äëÿ k = 0. Òåì ñàìûì

E2(x(·),W r
F,2,2(R), σ, δ) ≥ 1

2π

∫
R
ξ2k|Fx̂n(ξ)|2 dξ =

δ2

2π
+ σ−2r

(
1− 1√

n

)
.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè n→∞, ïîëó÷àåì

E(x(·),W r
F,2,2(R), σ, δ) ≥

√
δ2

2π
+

1

σ2r
.

Áóäåì èñêàòü îïòèìàëüíûå ìåòîäû ñðåäè òàêèõ, ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
êîòîðûõ èìååò âèä

Fϕ̂(y)(ξ) =

{
a(ξ)y(ξ), |ξ| < σ,

0, |ξ| ≥ σ,

ãäå a(·) � íåêîòîðàÿ îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ. Â îáðàçàõ Ôóðüå äëÿ îöåíêè êâàä-
ðàòà ïîãðåøíîñòè òàêèõ ìåòîäîâ ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó

(5.46)
1

2π

∫ σ

−σ
|Fx(ξ)− a(ξ)y(ξ)|2 dξ +

1

2π

∫
|ξ|>σ

|Fx(ξ)|2 dξ → max,∫ σ

−σ
|Fx(ξ)− y(ξ)|2 dξ ≤ δ2,

1

2π

∫
R
ξ2r|Fx(ξ)|2 dξ ≤ 1.

Ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå ïîä çíàêîì ïåðâîãî èíòåãðàëà, à çàòåì îöåíèì åãî ïî
íåðàâåíñòâó Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî

|Fx(ξ)− a(ξ)y(ξ)|2 = |(1− a(ξ))Fx(ξ) + a(ξ)(Fx(ξ)− y(ξ))|2

≤
(
|1− a(ξ)|2

σ−2rξ2r
+ |a(ξ)|2

)
(σ−2rξ2r|Fx(ξ)|2 + |Fx(ξ)− y(ξ)|2).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ a(·) âûáðàíà òàê, ÷òî

(5.47)
|1− a(ξ)|2

σ−2rξ2r
+ |a(ξ)|2 ≤ 1.

Òîãäà

|Fx(ξ)− a(ξ)y(ξ)|2 ≤ σ−2rξ2r|Fx(ξ)|2 + |Fx(ξ)− y(ξ)|2.
Ïîýòîìó äëÿ ìàêñèìèçèðóåìîãî ôóíêöèîíàëà â (5.46) èìååì îöåíêó

1

2π

∫ σ

−σ
|Fx(ξ)− a(ξ)y(ξ)|2 dξ +

1

2π

∫
|ξ|>σ

|Fx(ξ)|2 dξ

≤ σ−2r 1

2π

∫ σ

−σ
ξ2r|Fx(ξ)|2 dξ +

1

2π

∫ σ

−σ
|Fx(ξ)− y(ξ)|2 dξ +

1

2π

∫
|ξ|>σ

|Fx(ξ)|2 dξ

≤ σ−2r 1

2π

∫
R
ξ2r|Fx(ξ)|2 dξ +

δ2

2π
≤ σ−2r +

δ2

2π
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

e(x(·),W r
F,2,2(R), σ, δ, ϕ̂) ≤

√
δ2

2π
+

1

σ2r
≤ E(x(·),W r

F,2,2(R), σ, δ).

Òåì ñàìûì ϕ̂(y)(·) � îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ, à äëÿ åãî ïîãðåøíî-
ñòè ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (5.44).

Îñòàåòñÿ óáåäèòüñÿ, ÷òî óñëîâèå (5.47) ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ (5.45), ÷òî
ëåãêî ñäåëàòü, âûäåëèâ ïîëíûé êâàäðàò â íåðàâåíñòâå (5.47). �
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Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà k ≥ 1. Ïîëîæèì

σ̂ =
( r
k

) 1
2(r−k)

(
2π

δ2

) 1
2r

.

Ââåäåì òàêæå ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: σ0 = min{σ, σ̂},

λ̂1 =

(
k

r

) k
r−k r − k

r
σ2k

0 , λ̂2 = σ
−2(r−k)
0 .

Òåîðåìà 5.9. Ïóñòü 1 ≤ k ≤ r − 1, σ > 0 è δ > 0. Òîãäà

(5.48) E(x(k)(·),W r
F,2,2(R), σ, δ) =


σk

√
r − k
2πr

(
k

r

) k
r−k

δ2 +
1

σ2r
, σ < σ̂,

(
δ2

2π

) r−k
2r

, σ ≥ σ̂.

Äëÿ âñåõ èçìåðèìûõ íà [−σ, σ] ôóíêöèé θ(·) òàêèõ, ÷òî |θ(ξ)| ≤ 1 ïðè ξ ∈
[−σ, σ], è âñåõ

(5.49) a(ξ) =
λ̂1 + θ(ξ)|ξ|r−k

√
λ̂1λ̂2(λ̂1 + λ̂2ξ2r − ξ2k)

λ̂1 + λ̂2ξ2r

ìåòîäû

(5.50) ϕ̂(y)(t) =
1

2π

∫ σ

−σ
(iξ)ka(ξ)y(ξ)eiξt dξ

ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

ξ̂ =

(
k

r

) 1
2(r−k)

σ0.

Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî σ < σ̂ (â ýòîì ñëó÷àå σ0 = σ). Ðàññìîòðèì äëÿ
äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé x̂n(·) òàêóþ, ÷òî

Fx̂n(ξ) =



√
n
δ√
2
, ξ̂ ≤ |ξ| ≤ ξ̂ + 1/n,

√
π

√
n−
√
n

σr

(
1− δ2

2π
ξ̂2r

)1/2

, σ ≤ |ξ| ≤ σ + 1/n,

0, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Òîãäà ∫ σ

−σ
|Fx̂n(ξ)|2 dξ = δ2,

1

2π

∫
R
ξ2r|Fx̂n(ξ)|2 dξ =

nδ2

2π

(ξ̂ + 1/n)2r+1 − ξ̂2r+1

2r + 1

+
n−
√
n

σ2r

(
1− δ2

2π
ξ̂2r

)
(σ + 1/n)2r+1 − σ2r+1

2r + 1
.

Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå (5.40) è àíàëîãè÷íîå åìó

(ξ̂ + 1/n)2r+1 − ξ̂2r+1

2r + 1
=

1

n
ξ̂2r

(
1 +

γn√
n

)
,
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ãäå γn → 0 ïðè n→∞, ïîëó÷àåì

1

2π

∫
R
ξ2r|Fx̂n(ξ)|2 dξ =

δ2

2π
ξ̂2r

(
1 +

γn√
n

)
+

(
1− δ2

2π
ξ̂2r

)(
1− 1√

n

)(
1 +

αn√
n

)
= 1− 1√

n

(
1− δ2

2π
ξ̂2r + εn

)
,

ãäå εn → 0 ïðè n→∞. Òåì ñàìûì äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n

1

2π

∫
R
ξ2r|Fx̂n(ξ)|2 dξ < 1− 1

2
√
n

(
1− δ2

2π
ξ̂2r

)
< 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ôóíêöèè Fx̂n(·) äîïóñòèìûå â ýêñ-
òðåìàëüíîé çàäà÷å (5.43). Òåì ñàìûì

E2(x(k)(·),W r
F,2,2(R), σ, δ) ≥ 1

2π

∫
R
ξ2k|Fx̂n(ξ)|2 dξ

=
nδ2

2π

(ξ̂ + 1/n)2k+1 − ξ̂2k+1

2k + 1
+
n−
√
n

σ2r

(
1− δ2

2π
ξ̂2r

)
(σ + 1/n)2k+1 − σ2k+1

2k + 1
.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè n→∞, ïîëó÷àåì

E(x(k)(·),W r
F,2,2(R), σ, δ) ≥

√
δ2

2π
ξ̂2k +

(
1− δ2

2π
ξ̂2r

)
σ2k

σ2r

= σk

√
r − k
2πr

(
k

r

) k
r−k

δ2 +
1

σ2r
=

√
λ̂1

2π
δ2 + λ̂2.

Ïóñòü òåïåðü σ ≥ σ̂. Â ýòîì ñëó÷àå ðàññìîòðèì äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé x̂n(·) òàêóþ, ÷òî

Fx̂n(ξ) =


√
n−
√
n
δ√
2
, ξ̂ ≤ |ξ| ≤ ξ̂ + 1/n,

0, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Òîãäà ∫ σ

−σ
|Fx̂n(ξ)|2 dξ =

(
1− 1√

n

)
δ2 < δ2,

1

2π

∫
R
ξ2r|Fx̂n(ξ)|2 dξ =

(n−
√
n)δ2

2π

(ξ̂ + 1/n)2r+1 − ξ̂2r+1

2r + 1

=
δ2

2π

(
1− 1√

n

)
ξ̂2r

(
1 +

γn√
n

)
=

(
1− 1√

n

)(
1 +

γn√
n

)
= 1− 1√

n

(
1− γn

(
1− 1√

n

))
.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n

1

2π

∫
R
ξ2r|Fx̂n(ξ)|2 dξ < 1− 1

2
√
n
< 1.
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Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ôóíêöèè Fx̂n(·) äîïóñòèìûå â ýêñ-
òðåìàëüíîé çàäà÷å (5.43). Òåì ñàìûì

E2(x(k)(·),W r
F,2,2(R), σ, δ) ≥ 1

2π

∫
R
ξ2k|Fx̂n(ξ)|2 dξ

=
(n−

√
n)δ2

2π

(ξ̂ + 1/n)2k+1 − ξ̂2k+1

2k + 1
.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè n→∞, ïîëó÷àåì

E(x(k)(·),W r
F,2,2(R), σ, δ) ≥ δ√

2π
ξ̂k =

(
δ2

2π

) r−k
2r

=

√
λ̂1

2π
δ2 + λ̂2.

Áóäåì èñêàòü îïòèìàëüíûå ìåòîäû ñðåäè òàêèõ, ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
êîòîðûõ èìååò âèä

Fϕ̂(y)(ξ) =

{
(iξ)ka(ξ)y(ξ), |ξ| < σ,

0, |ξ| ≥ σ,

ãäå a(·) � íåêîòîðàÿ îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ. Â îáðàçàõ Ôóðüå äëÿ îöåíêè êâàä-
ðàòà ïîãðåøíîñòè òàêèõ ìåòîäîâ ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó

(5.51)
1

2π

∫ σ

−σ
ξ2k|Fx(ξ)− a(ξ)y(ξ)|2 dξ +

1

2π

∫
|ξ|>σ

ξ2k|Fx(ξ)|2 dξ → max,∫ σ

−σ
|Fx(ξ)− y(ξ)|2 dξ ≤ δ2,

1

2π

∫
R
ξ2r|Fx(ξ)|2 dξ ≤ 1.

Ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå ïîä çíàêîì ïåðâîãî èíòåãðàëà, à çàòåì îöåíèì åãî ïî
íåðàâåíñòâó Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî

(5.52) ξ2k|Fx(ξ)− a(ξ)y(ξ)|2 = ξ2k|(1− a(ξ))Fx(ξ) + a(ξ)(Fx(ξ)− y(ξ))|2

≤ ξ2k

(
|1− a(ξ)|2

λ̂2ξ2r
+
|a(ξ)|2

λ̂1

)
(λ̂2ξ

2r|Fx(ξ)|2 + λ̂1|Fx(ξ)− y(ξ)|2).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ

(5.53) S(ξ) = ξ2k

(
|1− a(ξ)|2

λ̂2ξ2r
+
|a(ξ)|2

λ̂1

)
òàêîâà, ÷òî S(ξ) ≤ 1. Òîãäà

ξ2k|Fx(ξ)− a(ξ)y(ξ)|2 ≤ λ̂2ξ
2r|Fx(ξ)|2 + λ̂1|Fx(ξ)− y(ξ)|2.

Ïîýòîìó äëÿ ìàêñèìèçèðóåìîãî ôóíêöèîíàëà â (5.51) èìååì îöåíêó

1

2π

∫ σ

−σ
ξ2k|Fx(ξ)− a(ξ)y(ξ)|2 dξ +

1

2π

∫
|ξ|>σ

ξ2k|Fx(ξ)|2 dξ

≤ λ̂2
1

2π

∫ σ

−σ
ξ2r|Fx(ξ)|2 dξ +

λ̂1

2π

∫ σ

−σ
|Fx(ξ)− y(ξ)|2 dξ +

1

2π

∫
|ξ|>σ

ξ2k|Fx(ξ)|2 dξ

≤ λ̂2
1

2π

∫
R
ξ2r|Fx(ξ)|2 dξ +

λ̂1

2π
δ2 ≤ λ̂1

2π
δ2 + λ̂2.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

e(x(k)(·),W r
F,2,2(R), σ, δ, ϕ̂) ≤

√
λ̂1

2π
δ2 + λ̂2 ≤ E(x(k)(·),W r

F,2,2(R), σ, δ).

Òåì ñàìûì ϕ̂(y(·))(·) � îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ, à äëÿ åãî ïîãðåø-
íîñòè ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (5.48).
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Îñòàåòñÿ èññëåäîâàòü óñëîâèÿ íà ôóíêöèè a(·), ïðè êîòîðûõ S(ξ) ≤ 1.
Âûäåëÿÿ ïîëíûé êâàäðàò, íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî íåðàâåíñòâî

ξ2k

(
|1− a(ξ)|2

λ̂2ξ2r
+
|a(ξ)|2

λ̂1

)
≤ 1

ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó

(5.54)

∣∣∣∣∣a(ξ)− λ̂1

λ̂1 + λ̂2ξ2r

∣∣∣∣∣
2

≤ λ̂1λ̂2ξ
2(r−k)

(λ̂1 + λ̂2ξ2r)2
(λ̂1 + λ̂2ξ

2r − ξ2k).

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè âñåõ ξ ∈ R

λ̂1 + λ̂2ξ
2r − ξ2k ≥ 0.

Äåéñòâèòåëüíî, ìèíèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ýòîé ôóíêöèè ïðèíèìàþòñÿ â òî÷êàõ

|ξ| =
(

k

λ̂2r

) 1
2(r−k)

.

Îíè ðàâíû âåëè÷èíå

λ̂1 + λ̂2

(
k

λ̂2r

) r
r−k

−
(

k

λ̂2r

) k
r−k

= λ̂1 −
(

k

λ̂2r

) k
r−k r − k

k
= 0.

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî ôóíêöèé a(·), óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó (5.54)
èìååò âèä (5.49). �

5.7. Îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå è òî÷íîñòü íà ïîäïðîñòðàíñòâàõ

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå äëÿ çàäà÷è (5.36) ïðè p = 2 áûëî íàéäåíî öåëîå
ñåìåéñòâî îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íåêîòîðûå ìåòîäû èç ýòîãî
ñåìåéñòâà èìåþò ðÿä ïðåèìóùåñòâ ïî ñðàâíåíèþ ñ îñòàëüíûìè. Áóäåì ñíà÷àëà
ñ÷èòàòü, ÷òî 1 ≤ k ≤ r − 1. Ðàññìîòðèì óñëîâèå

ξ2k

(
|1− a(ξ)|2

λ̂2ξ2r
+
|a(ξ)|2

λ̂1

)
≤ 1,

êîòîðîå ãàðàíòèðóåò îïòèìàëüíîñòü ìåòîäà (5.50). Åñëè

|ξ| ≥ λ̂
− 1

2(r−k)

2 = σ0,

òî a(ξ) ìîæíî ïîëîæèòü ðàâíûì íóëþ. Òåì ñàìûì îïòèìàëüíûå ìåòîäû

ϕ̂(y)(t) =
1

2π

∫ σ0

−σ0

(iξ)ka(ξ)y(ξ)eiξt dξ

íå èñïîëüçóþò èíôîðìàöèþ î ïðèáëèæåííîì ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå íà ìíî-
æåñòâå σ0 ≤ |ξ| ≤ σ.

Ïîëîæèì

σ′ =

(
r − k
r

) 1
2k
(
k

r

) 1
2(r−k)

σ0.

Åñëè
|ξ| ≤ λ̂

1
2k
1 = σ′,

òî a(ξ) ìîæíî ïîëîæèòü ðàâíûì åäèíèöå. Ðàññìîòðèì ìåòîäû

(5.55) ϕ̂(y)(t) =
1

2π

∫ σ′

−σ′
(iξ)ky(ξ)eiξt dξ +

1

2π

∫
σ′≤|ξ|≤σ0

(iξ)ka(ξ)y(ξ)eiξt dξ.

Óìíîæåíèå íà a(·) ïðèáëèæåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, çàäàâàåìîãî ôóíê-
öèåé y(·) íàçûâàåòñÿ ñãëàæèâàíèåì èëè ôèëüòðàöèåé èñõîäíîé èíôîðìàöèè.
Ìåòîäû (5.55) óñòðîåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïðè |ξ| ≤ σ′ èñõîäíàÿ èíôîðìà-
öèÿ íå ôèëüòðóåòñÿ, ïðè σ′ ≤ |ξ| ≤ σ0 ïðîèñõîäèò ôèëüòðàöèÿ, à ïðè |ξ| ≥ σ0
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èíôîðìàöèÿ îòáðàñûâàåòñÿ. Äàëåå ìû ïîêàæåì, ÷åì õîðîøî îòñóòñòâèå ôèëü-
òðàöèè íà ìíîæåñòâå |ξ| ≤ σ′.

Îäíà èç ðàñïðîñòðàíåííûõ èäåé ïðè ïîñòðîåíèè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ñîñòî-
èò â òîì, ÷òî èùóòñÿ ìåòîäû, òî÷íûå íà íåêîòîðîì ïîäïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé.
Ïðè ýòîì èñõîäÿò èç åñòåñòâåííûõ ñîîáðàæåíèé, îñíîâàííûõ íà òîì, ÷òî åñëè
èñõîäíàÿ ôóíêöèÿ ïðèáëèæàåòñÿ ñ äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ ýëåìåíòàìè ýòî-
ãî ïîäïðîñòðàíñòâà, òî è ñîîòâåòñòâóþùèé ìåòîä (êàê ïðàâèëî, ÿâëÿþùèéñÿ
íåêîòîðûì ëèíåéíûì ôóíêöèîíàëîì èëè îïåðàòîðîì îò ýòîé ôóíêöèè) áó-
äåò èìåòü ïðèåìëåìóþ ïîãðåøíîñòü. Õàðàêòåðíûì ïðèìåðîì çäåñü ÿâëÿþòñÿ
êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû, ïîñòðîåííûå èç óñëîâèÿ èõ òî÷íîñòè íà àëãåáðàè÷å-
ñêèõ ìíîãî÷ëåíàõ ôèêñèðîâàííîé ñòåïåíè, à íàèáîëåå ÿðêèì ïðèìåðîì ÿâëÿ-
þòñÿ êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû Ãàóññà.

Äðóãîé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, à â áîëåå øèðîêîì ñìûñ-
ëå, ê àïïðîêñèìàöèè â öåëîì, ñâÿçàí ñ èäåÿìè À. Í. Êîëìîãîðîâà. Â ýòîì
ñëó÷àå âíà÷àëå ôèêñèðóåòñÿ íåêîòîðàÿ àïðèîðíàÿ èíôîðìàöèÿ î ôóíêöèÿõ
� íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ôóíêöèé (êëàññ), äëÿ êîòîðûõ ñòðîèòñÿ îïòèìàëüíûé
(íàèëó÷øèé) ìåòîä èç óñëîâèÿ åãî ìèíèìàëüíîé ïîãðåøíîñòè íà ýòîì êëàññå
ôóíêöèé. Çäåñü òàêæå îäíèì èç õàðàêòåðíûõ ïðèìåðîâ ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòóð-
íûå ôîðìóëû, âïåðâûå ïîñòðîåííûå â òàêîé ïîñòàíîâêå Ñ. Ì. Íèêîëüñêèì.

Çäåñü ìû ïîïûòàåìñÿ ñîâìåñòèòü ýòè äâà ïîäõîäà: îäèí, èäóùèé îò Ãàóññà
è îñíîâàííûé íà ïîñòðîåíèè ìåòîäîâ, òî÷íûõ íà ïîäïðîñòðàíñòâàõ, è äðóãîé,
èäóùèé îò À. Í. Êîëìîãîðîâà, êîòîðûé îñíîâàí íà ïîñòðîåíèè ìåòîäîâ, îïòè-
ìàëüíûõ íà äàííîì êëàññå. Èíà÷å ãîâîðÿ, áóäåì èñêàòü ìåòîäû, êîòîðûå áûëè
áû îïòèìàëüíû íà êëàññå è â òî æå âðåìÿ òî÷íû íà íåêîòîðîì ôèêñèðîâàííîì
ïîäïðîñòðàíñòâå.

Ñíà÷àëà ñôîðìóëèðóåì ðàñøèðåííûé âàðèàíò çàäà÷è (5.36) ïðè p = 2.
Ïóñòü W � íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî (êëàññ) ôóíêöèé èç Wr

F,2,2(R). Ïî àíàëî-
ãèè ñ çàäà÷åé (5.36) ïîëîæèì ïðè 0 ≤ k ≤ r − 1

e(x(k)(·),W, σ, δ, ϕ) = sup
x(·)∈W, y∈L2(∆σ)
‖Fx(·)−y(·)‖L2(∆σ)≤δ

‖x(k)(·)− ϕ(y)(·)‖L2(R),

E(x(k)(·),W, σ, δ) = inf
ϕ : L2(∆σ)→L2(R)

e(x(k)(·),W, σ, δ, ϕ).(5.56)

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìåòîä ϕ(y)(·) òî÷åí íà ìíîæåñòâå L ⊂ Wr
F,2,2(R), åñëè

ϕ
(
Fx(·)

∣∣
∆σ

)
(·) = x(k)(·) äëÿ âñåõ x(·) ∈ L. Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå ïîêàçû-

âàåò, ÷òî îïòèìàëüíîñòü è òî÷íîñòü ìåòîäà íå íåçàâèñèìûå ïîíÿòèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 5.10. Åñëè ϕ̂ � îïòèìàëüíûé ëèíåéíûé ìåòîä â çàäà÷å
(5.56), òî÷íûé íà ìíîæåñòâå L ⊂ Wr

F,2,2(R), ñîäåðæàùåì íîëü, òî îí îïòè-
ìàëåí è íà êëàññå W + L. Ïðè ýòîì

(5.57) E(x(k)(·),W, σ, δ) = E(x(k)(·),W + L, σ, δ).

Åñëè ϕ̂ � ëèíåéíûé ìåòîä ñ êîíå÷íîé ïîãðåøíîñòüþ íà êëàññå W + L, ãäå L
� ïîäïðîñòðàíñòâî Wr

F,2,2(R), òî îí òî÷åí íà L.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x(·) ∈W + L, x(·) = x1(·) + x2(·), ãäå x1(·) ∈W ,
x2(·) ∈ L è ïóñòü y(·) ∈ L2(∆σ) òàêîå, ÷òî ‖Fx(·) − y(·)‖L2(∆σ) ≤ δ. Ïîëîæèì
y1(·) = y(·) − Fx2(·). ßñíî, ÷òî y1(·) ∈ L2(∆σ) è òàê êàê Fx1(·) − y1(·) =
Fx(·)− y(·), òî
(5.58) ‖Fx1(·)− y1(·)‖L2(∆σ) ≤ δ.
Èç ëèíåéíîñòè è òî÷íîñòè ϕ̂ íà L ñëåäóåò ðàâåíñòâî

(5.59) ‖x(k)(·)− ϕ̂(y)(·)‖L2(R) = ‖x(k)
1 (·)− ϕ̂(y1)(·)‖L2(R).
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Âûðàæåíèå ñïðàâà â (5.59) â ñèëó (5.58) íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû
e(x(k)(·),W, σ, δ, ϕ̂), êîòîðàÿ ðàâíà E(x(k)(·),W, σ, δ), òàê êàê ìåòîä ϕ̂ îïòèìà-
ëåí. Ó÷èòûâàÿ ýòî îáñòîÿòåëüñòâî è ïåðåõîäÿ â ëåâîé ÷àñòè (5.59) ê âåðõíåé
ãðàíè ïî âñåì óêàçàííûì x(·) è y(·), ïîëó÷àåì, ÷òî

e(x(k)(·),W + L, σ, δ, ϕ̂) ≤ E(x(k)(·),W, σ, δ).

Îòñþäà è èç òîãî, ÷òî W ⊂W + L èìååì

E(x(k)(·),W, σ, δ) ≤ E(x(k)(·),W + L, σ, δ)

≤ e(x(k)(·),W + L, σ, δ, ϕ̂) ≤ E(x(k)(·),W, σ, δ).

Ñëåäîâàòåëüíî, ϕ̂ � îïòèìàëüíûé ìåòîä äëÿ êëàññà W + L è ñïðàâåäëèâî ðà-
âåíñòâî (5.57).

Ïóñòü òåïåðü ϕ̂ � ëèíåéíûé ìåòîä ñ êîíå÷íîé ïîãðåøíîñòüþ äëÿ êëàññà
W + L, ãäå L � ïîäïðîñòðàíñòâî Wr

F,2,2(R). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò
ýëåìåíò x0(·) ∈ L, äëÿ êîòîðîãî

‖x(k)
0 (·)− ϕ̂(Fx0)(·)‖L2(R) = c > 0.

Òîãäà λx0(·) ∈ L äëÿ ëþáîãî λ > 0. Òåì ñàìûì

e(x(k)(·),W + L, σ, δ, ϕ̂) ≥ λc,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò êîíå÷íîñòè ïîãðåøíîñòè ìåòîäà ϕ̂. �

Èç ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî åñëè èñêàòü ïðîñòî óñòðîåííûå ìåòî-
äû (íàïðèìåð, ëèíåéíûå), òî÷íûå íà íåêîòîðûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ è îáëàäàþ-
ùèå ê òîìó æå íåêîòîðûìè ñâîéñòâàìè îïòèìàëüíîñòè, òî âïîëíå åñòåñòâåííî
ñòàâèòü çàäà÷ó î íàõîæäåíèè îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ íà êëàññàõ âèäà W + L.

Áóäåì èñêàòü îïòèìàëüíûå ìåòîäû íà êëàññåW+L äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäàW =
W r
F,2,2(R), à L = Bσ,2(R) � ïðîñòðàíñòâî öåëûõ ôóíêöèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî

òèïà σ. Íàïîìíèì, ÷òî åñëè σ > 0, òî Bσ,2(R) � ïîäïðîñòðàíñòâî â L2(R),
îáðàçîâàííîå ñóæåíèÿìè íà R öåëûõ ôóíêöèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà σ. Êàê
õîðîøî èçâåñòíî, x(·) ∈ Bσ,2(R) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íîñèòåëü Fx(·)
ïðèíàäëåæèò îòðåçêó ∆σ = [−σ, σ]. Ïî îïðåäåëåíèþ, B0,2(R) = {0}. Î÷åâèäíî,
÷òî Bσ,2(R) ⊂ Wr

F,2,2(R).
Ïðè 1 ≤ k ≤ r−1 ìåòîä (5.55) ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì íà êëàññåW r

F,2,2(R) è
òî÷íûì íà ïîäïðîñòðàíñòâå Bσ1,2(R) äëÿ ëþáîãî σ1 ≤ σ′. Èç ïðåäëîæåíèÿ 5.10
âûòåêàåò, ÷òî ýòîò ìåòîä ÿâëÿåòñÿ òàêæå îïòèìàëüíûì íà êëàññå W r

F,2,2(R) +

Bσ1,2(R) è

E(x(k)(·),W r
F,2,2(R) + Bσ1,2(R), σ, δ) = E(x(k)(·),W r

F,2,2(R), σ, δ)

äëÿ ëþáîãî σ1 ≤ σ′. Òàêèì îáðàçîì, ïðè 1 ≤ k ≤ r − 1 çàäà÷à íàõîæäåíèÿ
îïòèìàëüíîãî ìåòîäà è åãî ïîãðåøíîñòè â îáëàñòè

Σ = { (σ, σ1) ∈ R2
+ : σ1 ≤ σ′, σ > 0 }

ðåøåíà.
Ïðè k = 0 èç òåîðåìû 5.8 ñëåäóåò, ÷òî ìåòîä

ϕ̂(y)(t) =
1

2π

∫ σ

−σ
y(ξ)eiξt dξ

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì íà êëàññåW r
F,2,2(R). Êðîìå òîãî, îí, î÷åâèäíî, òî÷åí íà

ïîäïðîñòðàíñòâå Bσ1,2(R) äëÿ ëþáîãî σ1 ≤ σ. Èç ïðåäëîæåíèÿ 5.10 âûòåêàåò,
÷òî ýòîò ìåòîä ÿâëÿåòñÿ òàêæå îïòèìàëüíûì íà êëàññå W r

F,2,2(R) + Bσ1,2(R) è

E(x(·),W r
F,2,2(R) + Bσ1,2(R), σ, δ) = E(x(·),W r

F,2,2(R), σ, δ)
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äëÿ ëþáîãî σ1 ≤ σ. Òåì ñàìûì ïðè k = 0 çàäà÷à íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî
ìåòîäà è åãî ïîãðåøíîñòè â îáëàñòè σ1 ≤ σ òîæå ðåøåíà.

Íàéäåì ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è äëÿ îñòàëüíûõ (σ, σ1) ∈ R2
+ è σ > 0. Ïîëîæèì

Σ0 =
{

(σ, σ1) ∈ R2 : σ1 > σ > 0
}
.

Ïðè 1 ≤ k ≤ r − 1 ïîëîæèì

σ̂1 =

(
r − k
r

) 1
2k
(

2π

δ2

) 1
2r

è ðàññìîòðèì îáëàñòè (ñì. ðèñ. 5.7.1)

Σ1 =

{
(σ, σ1) ∈ R2 : 0 <

σ̂1

σ̂
σ ≤ σ1 ≤ σ

}
,

Σ2 =

{
(σ, σ1) ∈ R2 : 0 ≤ σ1 ≤

σ̂1

σ̂
σ, 0 < σ ≤ σ̂

}
,

Σ3 =
{

(σ, σ1) ∈ R2 : σ ≥ σ̂, 0 ≤ σ1 ≤ σ̂1

}
,

Σ4 =

{
(σ, σ1) ∈ R2 : σ̂1 ≤ σ1 ≤

σ̂1

σ̂
σ

}
.

-

6

O σ

σ1
σ1 = σ

σ1 =
σ̂1

σ̂
σ

σ = σ̂

σ1 = σ̂1

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

Σ1

Σ2

Σ0

Σ3

Σ4

Ðèñ. 5.7.1

Òàê êàê

σ′ =
σ̂1

σ̂
σ0,

òî
Σ = Σ2 ∪ Σ3.

Òåì ñàìûì ïðè 1 ≤ k ≤ r − 1 ñëåäóåò ðàññìîòðåòü îáëàñòè Σ0, Σ1 è Σ4, à ïðè
k = 0 ëèøü îáëàñòü Σ0.

Ïîëîæèì ïðè 1 ≤ k ≤ r − 1

λ̂1 = σ2k
1 , λ̂2 =


σ−2(r−k), (σ, σ1) ∈ Σ1,(
σ̂

σ̂1
σ1

)−2(r−k)

, (σ, σ1) ∈ Σ4.
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Òåîðåìà 5.11. Ïóñòü σ > 0 è δ > 0.
1) Åñëè 0 ≤ k ≤ r − 1 è (σ, σ′) ∈ Σ0, òî

E(x(k)(·),W r
F,2,2(R) + Bσ1,2(R), σ, δ) = +∞

.
2) Åñëè 1 ≤ k ≤ r − 1 è (σ, σ′) ∈ Σ1 ∪ Σ4, òî

(5.60) E(x(k)(·),W r
F,2,2(R) + Bσ1,2(R), σ, δ) =

√
λ̂1

2π
δ2 + λ̂2.

Äëÿ âñåõ èçìåðèìûõ íà [−σ,−σ′] ∪ [σ′, σ] ôóíêöèé θ(·) òàêèõ, ÷òî |θ(ξ)| ≤ 1
ïðè ξ ∈ [−σ,−σ′] ∪ [σ′, σ], è âñåõ

(5.61) a(ξ) =
λ̂1 + θ(ξ)|ξ|r−k

√
λ̂1λ̂2(λ̂1 + λ̂2ξ2r − ξ2k)

λ̂1 + λ̂2ξ2r

ìåòîäû

ϕ̂(y)(t) =
1

2π

∫ σ′

−σ′
(iξ)ky(ξ)eiξt dξ +

1

2π

∫
σ′<|ξ|<σ

(iξ)ka(ξ)y(ξ)eiξt dξ

ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäå-
íèå.

Ïðåäëîæåíèå 5.12. Ôóíêöèÿ x(·) ∈ Wr
F,2,2(R) ïðèíàäëåæèò W r

F,2,2(R) +

Bσ1,2(R) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

(5.62)
1

2π

∫
|ξ|>σ1

|ξ|2r|Fx(ξ)|2 dξ ≤ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè x(·) ∈W r
F,2,2(R) +Bσ1,2(R), òî x(·) = x1(·) +x2(·),

ãäå x1(·) ∈ W r
F,2,2(R) è x2(·) ∈ Bσ1,2(R). Ïî òåîðåìå Ïëàíøåðåëÿ (ó÷èòûâàÿ,

÷òî Fx2(·) ñîñðåäîòî÷åíî íà îòðåçêå ∆σ1
) èìååì

1

2π

∫
|ξ|>σ1

|ξ|2r|Fx(ξ)|2 dξ =
1

2π

∫
|ξ|>σ1

|ξ|2r|Fx1(ξ)|2 dξ

≤ 1

2π

∫
R
ξ2r|Fx1(ξ)|2 dξ = ‖x(r)

1 (·)‖2L2(R) ≤ 1.

Îáðàòíî, ïóñòü x(·) ∈W r
F,2,2(R) +Bσ1,2(R) è âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (5.62).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç x2(·) ôóíêöèþ èç L2(R) òàêóþ, ÷òî Fx2(·) = χσ1(·)Fx(·), ãäå
χσ1(·) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îòðåçêà ∆σ1 . Òîãäà ÿñíî, ÷òî x2(·) ∈
Bσ1,2(R). Ïîëîæèì x1(·) = x(·) − x2(·). Î÷åâèäíî, ÷òî x1(·) ∈ Wr

F,2,2(R) è ïî
òåîðåìå Ïëàíøåðåëÿ (ó÷èòûâàÿ, ÷òî Fx1(·) = 0 íà ∆σ1

) áóäåì èìåòü

‖x(r)
1 (·)‖2L2(R) =

1

2π

∫
|ξ|>σ1

ξ2r|Fx1(ξ)|2 dξ =
1

2π

∫
|ξ|>σ1

ξ2r|Fx(ξ)|2 dξ ≤ 1,

ò. å. x(·) = x1(·) + x2(·) ∈W r
F,2,2(R) + Bσ1,2(R). �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.11. Èç ëåììû 2.1 ïîëó÷àåì îöåíêó ñíèçó,
àíàëîãè÷íóþ (5.37)

(5.63) E(x(k)(·),W r
F,2,2(R) +Bσ1,2(R), σ, δ) ≥ sup

x(·)∈W r
F,2,2(R)+Bσ1,2

(R)

‖Fx(·)‖L2(∆σ)≤δ

‖x(k)(·)‖L2(R).



5.7. ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈÅ È ÒÎ×ÍÎÑÒÜ ÍÀ ÏÎÄÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀÕ 198

1. Ïóñòü (σ, σ1) ∈ Σ0. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé xn(·) òà-
êóþ, ÷òî

Fxn(ξ) =

{
n, ξ ∈ (σ, σ1),

0, ξ /∈ (σ, σ1).

Î÷åâèäíî, ÷òî xn(·) ∈ Bσ1,2(R) äëÿ âñåõ n ∈ N. Ïîýòîìó â ñèëó (5.63)

E2(x(k)(·),W r
F,2,2(R) + Bσ1,2(R), σ, δ) ≥ ‖x(k)

n (·)‖2L2(R) =
1

2π

∫ σ1

σ

ξ2kn2 dξ.

Ïðè n→ +∞ ïðàâàÿ ÷àñòü â ïîëó÷åííîì âûðàæåíèè ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íî-
ñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, â îáëàñòè Σ0

E(x(k)(·),W r
F,2,2(R) + Bσ1,2(R), σ, δ) = +∞.

2. Ïóñòü òåïåðü (σ, σ1) ∈ Σ1. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé
xn(·) òàêóþ, ÷òî

Fxn(ξ) =


δ
√
n, ξ ∈ (σ1 − 1/n, σ1),√

2πn(σ + 1/n)−r, ξ ∈ (σ, σ + 1/n),

0, â îñò. ñëó÷àÿõ.

Òîãäà

‖Fxn(·)‖2L2(∆σ) =

∫ σ1+1/n

σ1

δ2ndξ = δ2.

Êðîìå òîãî,

‖x(r)
n (·)‖2L2(R) =

1

2π

∫ σ+1/n

σ

ξ2r 2πn

(σ + 1/n)2r
dξ ≤ 1.

Èç (5.63) âûòåêàåò, ÷òî

E2(x(k)(·),W r
F,2,2(R) + Bσ1,2(R), σ, δ) ≥ ‖x(k)

n (·)‖2L2(R) =
1

2π

∫ σ1

σ1−1/n

ξ2kδ2ndξ

+
1

2π

∫ σ+1/n

σ

ξ2k 2πn

(σ + 1/n)2r
dξ ≥

(
σ1 −

1

n

)2k
δ2

2π
+ σ2k

(
σ +

1

n

)−2r

.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè n→ +∞, ïîëó÷àåì

(5.64) E2(x(k)(·),W r
F,2,2(R) + Bσ1,2(R), σ, δ) ≥ σ2k

1

δ2

2π
+ σ−2(r−k).

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà (σ, σ1) ∈ Σ4. Ïîëîæèì

ξ̂1 =

(
r − k
r

)− 1
2k

σ1.

Î÷åâèäíî, ÷òî ξ̂1 > σ1. Êðîìå òîãî,

ξ̂1 ≤
(
r − k
r

)− 1
2k σ̂1

σ̂
σ =

(
k

r

) 1
2(r−k)

σ < σ.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî

ξ̂−2r
1 ≤

(
r − k
r

) r
k

σ̂−2r
1 =

δ2

2π
.
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Ïóñòü n òàêîâî, ÷òî 1/n < σ1 < ξ̂1 − 1/n. Äëÿ êàæäîãî òàêîãî n ðàññìîòðèì
ôóíêöèþ xn(·), äëÿ êîòîðîé

Fxn(ξ) =



√
n(δ2 − 2πξ̂−2r

1 ), σ1 − 1/n ≤ ξ < σ1,

ξ̂−r1

√
2πn, ξ̂1 − 1/n ≤ ξ ≤ ξ̂1,

0, â îñò. ñëó÷àÿõ.

Òîãäà

‖Fxn(·)‖2L2(∆σ) =

∫ σ1

σ1−1/n

n(δ2 − 2πξ̂−2r
1 ) dξ +

∫ ξ̂1

ξ̂1−1/n

ξ̂−2r
1 2πn dξ = δ2,

à

1

2π

∫
|ξ|>σ1

|ξ|2r|Fxn(ξ)|2 dξ =
1

2π

∫ ξ̂1

ξ̂1−1/n

|ξ|2r ξ̂−2r
1 2πn dξ ≤ 1.

Èç (5.63) âûòåêàåò, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå

E2(x(k)(·),W r
F,2,2(R) + Bσ1,2(R), σ, δ) ≥ ‖x(k)

n (·)‖2L2(R)

=
1

2π

∫ σ1

σ1−1/n

ξ2kn(δ2 − 2πξ̂−2r
1 ) dξ +

1

2π

∫ ξ̂1

ξ̂1−1/n

ξ2k ξ̂−2r
1 2πn dξ

≥
(
σ1 −

1

n

)2k (
δ2

2π
− ξ̂−2r

1

)
+
(
ξ̂1 − 1/n

)2k

ξ̂−2r
1 .

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè n→ +∞, ïîëó÷àåì
(5.65)

E2(x(k)(·),W r
F,2,2(R)+Bσ1,2(R), σ, δ) ≥ ξ̂−2r

1 (ξ̂2k
1 −σ2k

1 ) = σ2k
1

δ2

2π
+

(
σ̂

σ̂1
σ1

)−2(r−k)

.

Èòàê, èç íåðàâåíñòâ (5.64) è (5.65) âûòåêàåò, ÷òî äëÿ âñåõ (σ, σ1) ∈ Σ1 ∪ Σ4

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

E(x(k)(·),W r
F,2,2(R) + Bσ1,2(R), σ, δ) ≥

√
λ̂1

2π
δ2 + λ̂2.

Çàéìåìñÿ îöåíêîé ñâåðõó. Áóäåì èñêàòü îïòèìàëüíûå ìåòîäû ñðåäè òàêèõ,
ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå êîòîðûõ èìååò âèä

Fϕ̂(y)(ξ) =


(iξ)ky(ξ), |ξ| ≤ σ1,

(iξ)ka(ξ)y(ξ), σ1 < |ξ| < σ,

0, |ξ| ≥ σ,

ãäå a(·) � íåêîòîðàÿ îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ. Â îáðàçàõ Ôóðüå äëÿ îöåíêè êâàä-
ðàòà ïîãðåøíîñòè òàêèõ ìåòîäîâ ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó

(5.66)
1

2π

∫
|ξ|≤σ1

ξ2k|Fx(ξ)− y(ξ)|2 dξ +
1

2π

∫
σ1<|ξ|<σ

ξ2k|Fx(ξ)− a(ξ)y(ξ)|2 dξ

+
1

2π

∫
|ξ|≥σ

ξ2k|Fx(ξ)|2 dξ → max,∫
|ξ|<σ

|Fx(ξ)− y(ξ)|2 dξ ≤ δ2,
1

2π

∫
|ξ|>σ1

ξ2r|Fx(ξ)|2 dξ ≤ 1.
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Îáîçíà÷èì ñëàãàåìûå, ñòîÿùèå â ìàêñèìèçèðóåìîì ôóíêöèîíàëå, ÷åðåç I1, I2
è I3. Èìååì

I1 ≤
σ2k

1

2π

∫
|ξ|≤σ1

|Fx(ξ)− y(ξ)|2 dξ =
λ̂1

2π

∫
|ξ|≤σ1

|Fx(ξ)− y(ξ)|2 dξ.

Àíàëîãè÷íî íåðàâåíñòâó (5.52) ïîëó÷àåì

ξ2k|Fx(ξ)− a(ξ)y(ξ)|2 ≤ S(ξ)(λ̂2ξ
2r|Fx(ξ)|2 + λ̂1|Fx(ξ)− y(ξ)|2),

ãäå ôóíêöèÿ S(·) îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì (5.53). Åñëè a(·) âûáðàòü òàê, ÷òîáû
S(ξ) ≤ 1, òî áóäåì èìåòü

ξ2k|Fx(ξ)− a(ξ)y(ξ)|2 ≤ λ̂2ξ
2r|Fx(ξ)|2 + λ̂1|Fx(ξ)− y(ξ)|2.

Îòñþäà

I2 ≤
1

2π

∫
σ1<|ξ|<σ

(λ̂2ξ
2r|Fx(ξ)|2 + λ̂1|Fx(ξ)− y(ξ)|2) dξ.

Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèþ a(·) ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðà-
âåíñòâî S(ξ) ≤ 1. Â ñèëó òîãî, ÷òî ýòî íåðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó
(5.54), äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè âñåõ ξ ∈ R

λ̂1 + λ̂2ξ
2r − ξ2k ≥ 0.

Äåéñòâèòåëüíî, ìèíèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ýòîé ôóíêöèè ïðèíèìàþòñÿ â òî÷êàõ

|ξ| =
(

k

λ̂2r

) 1
2(r−k)

.

Îíè ðàâíû âåëè÷èíå

µ = λ̂1 + λ̂2

(
k

λ̂2r

) r
r−k

−
(

k

λ̂2r

) k
r−k

= λ̂1 −
(

k

λ̂2r

) k
r−k r − k

k
.

Åñëè (σ, σ1) ∈ Σ1, òî

µ = σ2k
1 − σ2k

(
k

r

) k
r−k r − k

k
= σ2k

1 −
σ̂2k

1

σ̂2k
σ2k ≥ 0.

Åñëè æå (σ, σ1) ∈ Σ4, òî

µ = σ2k
1 −

(
σ̂

σ̂1
σ1

)2k (
k

r

) k
r−k r − k

k
= 0.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå íåðàâåíñòâî (5.54), ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ôóíêöèè a(·)
ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå (5.61).

Äëÿ I3 èìååì

I3 =
1

2π

∫
|ξ|≥σ

ξ−2(r−k)ξ2r|Fx(ξ)|2 dξ ≤ σ−2(r−k)

2π

∫
|ξ|≥σ

ξ2r|Fx(ξ)|2 dξ.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà (σ, σ1) ∈ Σ1,

(5.67) I3 ≤
λ̂2

2π

∫
|ξ|≥σ

ξ2r|Fx(ξ)|2 dξ.

Â ñëó÷àå, êîãäà (σ, σ1) ∈ Σ4,

σ1 ≤
σ̂1

σ̂
σ.

Ïîýòîìó

λ̂2 =

(
σ̂

σ̂1
σ1

)−2(r−k)

≥ σ−2(r−k).

Òåì ñàìûì è â ýòîì ñëó÷àå íåðàâåíñòâî (5.67) âûïîëíåíî.
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Ñêëàäûâàÿ îöåíêè, ïîëó÷åííûå äëÿ I1, I2 è I3, ïîëó÷àåì îöåíêó äëÿ çíà-
÷åíèÿ ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è (5.66)

I1 + I2 + I3 ≤
λ̂1

2π

∫
|ξ|<σ

|Fx(ξ)− y(ξ)|2 dξ+
λ̂2

2π

∫
|ξ|>σ1

ξ2r|Fx(ξ)|2 dξ ≤ λ̂1

2π
δ2 + λ̂2.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

e(x(k)(·),W r
F,2,2(R) + Bσ1,2(R), σ, δ, ϕ̂) ≤

√
λ̂1

2π
δ2 + λ̂2

≤ E(x(k)(·),W r
F,2,2(R) + Bσ1,2(R), σ, δ).

Òåì ñàìûì ϕ̂(y)(·) � îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ, à äëÿ åãî ïîãðåøíî-
ñòè ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (5.60). �

5.8. Îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå ïðîèçâîäíûõ è íåðàâåíñòâà äëÿ
ïðîèçâîäíûõ êîëìîãîðîâñêîãî òèïà

Ïîä íåðàâåíñòâàìè äëÿ ïðîèçâîäíûõ êîëìîãîðîâñêîãî òèïà òðàäèöèîííî
ïîíèìàþò ìóëüòèïëèêàòèâíûå íåðàâåíñòâà âèäà

(5.68) ‖x(k)(·)‖Lq(T ) ≤ K‖x(·)‖αLp(T )‖x
(n)(·)‖βLr(T ),

ãäå 0 ≤ k < n � öåëûå, 1 ≤ p, q, r ≤ ∞, α, β ≥ 0, à T = R èëè R+. Ïðè ýòîì
ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèè x(·) ∈ Lp(T ), èìåþò (n−1)-óþ ïðîèçâîäíóþ, ëîêàëüíî
àáñîëþòíî íåïðåðûâíóþ íà T , è x(n)(·) ∈ Lr(T ). Ïðîñòðàíñòâî òàêèõ ôóíêöèé
îáîçíà÷èì ÷åðåç Wn

p,r(T ). Íåðàâåíñòâî (5.68) ñ íàèìåíüøåé êîíñòàíòîé áóäåì
íàçûâàòü òî÷íûì.

Òî÷íûå íåðàâåíñòâà äëÿ ïðîèçâîäíûõ òåñíî ñâÿçàíû ñ çàäà÷àìè îïòèìàëü-
íîãî âîññòàíîâëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó âîññòàíîâëåíèÿ ïðîèç-
âîäíîé x(k)(·) â ìåòðèêå Lq(T ) íà êëàññå

Wn
p,r(T ) = {x(·) ∈ Wn

p,r(T ) : ‖x(n)(·)‖Lr(T ) ≤ 1 }

ïî ôóíêöèè x(·), çàäàííîé ñ îøèáêîé â ìåòðèêå Lp(T ). Äëÿ êàæäîãî ìåòîäà
âîññòàíîâëåíèÿ ϕ : Lp(T )→ Lq(T ) îïðåäåëèì åãî ïîãðåøíîñòü ðàâåíñòâîì

eq(x
(k)(·),Wn

p,r(T ), δ, ϕ) = sup
x(·)∈Wn

p,r(T ), y(·)∈Lp(T )

‖x(·)−y(·)‖Lp(T )≤δ

‖x(k)(·)− ϕ(y)(·)‖Lq(T ).

Çàäà÷à ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ

(5.69) Eq(x
(k)(·),Wn

p,r(T ), δ) = inf
ϕ:Lp(T )→Lq(T )

eq(x
(k)(·),Wn

p,r(T ), δ, ϕ)

è ìåòîäà, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ýòà íèæíÿÿ ãðàíü, íàçûâàåìûì îïòèìàëü-
íûì.

Èç ëåììû 2.1 ïîëó÷àåòñÿ îöåíêà ñíèçó

(5.70) Eq(x
(k)(·),Wn

p,r(T ), δ) ≥ sup
x(·)∈Wn

p,r(T )

‖x(·)‖Lp(T )≤δ

‖x(k)(·)‖Lq(T ).

Òåì ñàìûì çíà÷åíèå ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è

(5.71) ‖x(k)(·)‖Lq(T ) → max, ‖x(·)‖Lp(T ) ≤ δ, ‖x(n)(·)‖Lr(T ) ≤ 1

äàåò îöåíêó ñíèçó ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 5.13. Åñëè K � òî÷íàÿ êîíñòàíòà â íåðàâåíñòâå (5.68),
à S � çíà÷åíèå çàäà÷è (5.71), òî

S = Kδα.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî S ≤ Kδα. Äîêàæåì, ÷òî èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ òî÷íîé êîíñòàíòû äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ
ôóíêöèÿ x0(·) ∈ Wn

p,r(T ), äëÿ êîòîðîé

‖x(k)
0 (·)‖Lq(T ) > (K − ε)‖x0(·)‖αLp(T )‖x

(n)
0 (·)‖βLr(T ).

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ y(t) = cx0(ρt), c, ρ > 0. Âûáåðåì c è ρ òàê, ÷òîáû
‖y(·)‖Lp(T ) = δ, à ‖y(n)(·)‖Lr(T ) = 1. Íåñëîæíûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî

ρ =

(
‖x0(·)‖Lp(T )

δ‖x(n)
0 (·)‖Lr(T )

) 1
n−1/r+1/p

, c =
δ

‖x0(·)‖Lp(T )

(
‖x0(·)‖Lp(T )

δ‖x(n)
0 (·)‖Lr(T )

) 1/p
n−1/r+1/p

.

Òîãäà

S ≥ ‖y(k)(·)‖Lq(T ) = cρk−1/q‖x(k)
0 (·)‖Lq(T )

= ‖x(k)
0 (·)‖Lq(T )

δα

‖x0(·)‖αLp(T )‖x
(n)
0 (·)‖βLr(T )

> (K − ε)δα.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε > 0 ïîëó÷àåì S ≥ Kδα. �

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î íàõîæäåíèè òî÷íîé êîíñòàíò â íåðàâåíñòâå

(5.72) |x(k)(0)| ≤ K‖x(·)‖αLp(T )‖x
(n)(·)‖βLr(T ).

Ïðåäëîæåíèå 5.14. Êîíñòàíòà K ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé â íåðàâåíñòâå
(5.68) ïðè q = ∞ â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ òî÷-
íîé â íåðàâåíñòâå (5.72).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü q =∞. Äîêàæåì, ÷òî íåðàâåíñòâî (5.68) âûïîë-
íåíî â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (5.72). Åñëè
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (5.68), òî íåðàâåíñòâî (5.72) î÷åâèäíî âûïîëíÿåòñÿ.
Ïóñòü âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (5.72). Äîêàæåì, ÷òî äëÿ âñåõ τ ∈ T

|x(k)(τ)| ≤ K‖x(·)‖αLp(T )‖x
(n)(·)‖βLr(T ).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê. Òîãäà íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ x̂(·) òàêàÿ, ÷òî

|x̂(k)(τ)| > K‖x̂(·)‖αLp(T )‖x̂
(n)(·)‖βLr(T ).

Ïîëîæèì y(t) = x̂(t + τ). Òîãäà y(k)(0) = x̂(k)(τ), à ‖y(·)‖Lp(T ) ≤ ‖x̂(·)‖Lp(T ) è
‖y(n)(·)‖Lr(T ) ≤ ‖x̂(n)(·)‖Lr(T ). Òåì ñàìûì

|y(k)(0)| = |x̂(k)(τ)| > K‖x̂(·)‖αLp(T )‖x̂
(n)(·)‖βLr(T ) ≥ K‖y(·)‖αLp(T )‖y

(n)(·)‖βLr(T ).

Ýòî ïðîòèâîðå÷èò âûïîëíåíèþ íåðàâåíñòâà (5.72) äëÿ âñåõ x(·) ∈ Wn
p,r(T ). �

Çàéìåìñÿ èññëåäîâàíèåì âîïðîñà î òîì, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ íåðàâåíñòâî
(5.68) ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ.

Ïóñòü S � îòðåçîê ÷èñëîâîé ïðÿìîé, ïîëóïðÿìàÿ èëè ïðÿìàÿ. ×åðåç
Wn
pr(S) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ôóíêöèé x(·), ó êîòîðûõ (n − 1)-àÿ ïðîèçâîä-

íàÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíà íà ëþáîì îòðåçêå [a, b] ⊂ S, x(·) ∈ Lp(S) è
x(n)(·) ∈ Lr(S).

Òåîðåìà 5.15. Ïóñòü p, q, r ≥ 1, 0 ≤ k < n è

n− k
p

+
k

r
≥ n

q
.



5.8. ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈÅ È ÍÅÐÀÂÅÍÑÒÂÀ ÊÎËÌÎÃÎÐÎÂÑÊÎÃÎ ÒÈÏÀ 203

Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè x(·) ∈ Wn
p,r(T ) ïðè âñåõ δ, 0 < δ < mesS, âûïîëíåíî

íåðàâåíñòâî
(5.73)

‖x(k)(·)‖Lq(T ) ≤ A
(
δ−k−1/p+1/q‖x(·)‖Lp(T ) + δn−k−1/r+1/q‖x(n)(·)‖Lr(T )

)
,

ãäå A íå çàâèñèò îò δ è S.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî S �
îòðåçîê íà ïðÿìîé, òàê êàê ñëó÷àé mesS =∞ ïîëó÷àåòñÿ ïðåäåëüíûì ïåðåõî-
äîì. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ñ ïîìîùüþ èíäóêöèè ïî ïàðàìåòðó n.

1. n = 1, k = 0. Äëÿ t0 ∈ S è δ > 0 ïîëîæèì Tδ = [t0 − δ, t0 + δ] ∩ S. Äëÿ
ôóíêöèè x(·) ∈ W1

pr(S) âûáåðåì t1 ∈ Tδ òàê, ÷òîáû
|x(t1)| = min

t∈Tδ
|x(t)|.

Èìååì
‖x(·)‖Lp(Tδ) ≥ |x(t1)|(mesTδ)

1/p ≥ δ1/p|x(t1)|.
Ïî íåðàâåíñòâó Ãåëüäåðà∫ t0

t1

|x′(t)| dt ≤ δ1−1/r‖x′(·)‖Lr(Tδ).

Èç ðàâåíñòâà

x(t0) = x(t1) +

∫ t0

t1

x′(t) dt

ïîëó÷àåì

|x(t0)| ≤ δ−1/p‖x(·)‖Lp(Tδ) + δ1−1/r‖x′(·)‖Lr(Tδ)

≤ δ−1/p‖x(·)‖Lp(S) + δ1−1/r‖x′(·)‖Lr(S).

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè t0 äîêàçàíî, ÷òî

(5.74) ‖x(·)‖L∞(S) ≤ δ−1/p‖x(·)‖Lp(S) + δ1−1/r‖x′(·)‖Lr(S).

Ïóñòü òåïåðü q ≥ p. Òîãäà

‖x(·)‖Lq(S) =

(∫
S

|x(t)|p|x(t)|q−p dt
)1/q

≤ ‖x(·)‖1−p/qL∞(S)‖x(·)‖p/qLp(S).

Ïîëüçóÿñü íåðàâåíñòâîì (5.74) è òåì, ÷òî

‖x(·)‖Lp(S) ≤ δ1/p
(
δ−1/p‖x(·)‖Lp(S) + δ1−1/r‖x′(·)‖Lr(S)

)
,

ïîëó÷àåì

(5.75) ‖x(·)‖Lq(S) ≤ δ−1/p+1/q‖x(·)‖Lp(S) + δ1−1/r+1/q‖x′(·)‖Lr(S).

Òåì ñàìûì òåîðåìà ïðè n = 1 äîêàçàíà.
2. n = 2, k = 1. Ïóñòü q ≥ p ≥ 1. Äîêàæåì, ÷òî äëÿ âñåõ ôóíêöèé x(·) ∈

W1
pr(S), S = [a, b], èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

(5.76) ‖x(·)− x(ξ)‖Lq(S) ≤ 4‖x(·)‖αLp(S)‖x
′(·)‖1−αLr(S),

ãäå

α =
1− 1/r + 1/q

1− 1/r + 1/p
,

à òî÷êà ξ ∈ S òàêîâà, ÷òî

(5.77) |x(ξ)| = min
t∈S
|x(t)|.

Ïîëîæèì y(·) = x(·)− x(ξ). Òîãäà |y(t)| ≤ |x(t)| è, ñëåäîâàòåëüíî,
‖y(·)‖Lp(S) ≤ ‖x(·)‖Lp(S).
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Ïóñòü S1 = (−∞, b], à S2 = [a,+∞). Ôóíêöèè

y1(t) =

{
0, −∞ < t ≤ ξ,
y(t), ξ < t ≤ b,

y2(t) =

{
y(t), a ≤ t < ξ,

0, ξ < t < +∞,

ëîêàëüíî àáñîëþòíî íåïðåðûâíû. Êðîìå òîãî,

‖yj(·)‖Lp(Sj) ≤ ‖x(·)‖Lp(S),

‖y′j(·)‖Lr(Sj) ≤ ‖y
′(·)‖Lr(S) = ‖x′(·)‖Lr(S), j = 1, 2.

Ñëåäîâàòåëüíî, yj(·) ∈ W1
pr(Sj), j = 1, 2. Èç (5.75) ïîëó÷àåì

‖yj(·)‖Lq(Sj) ≤ δ
−1/p+1/q‖yj(·)‖Lp(Sj) + δ1−1/r+1/q‖y′j(·)‖Lr(Sj)

≤ δ−1/p+1/q‖x(·)‖Lp(S) + δ1−1/r+1/q‖x′(·)‖Lr(S).

Ïîñêîëüêó y(·) = y1(·) + y2(·), òî

‖y(·)‖Lq(S) ≤ 2
(
δ−1/p+1/q‖x(·)‖Lp(S) + δ1−1/r+1/q‖x′(·)‖Lr(S)

)
.

Ïîëîæèâ

δ =

( ‖x(·)‖Lp(S)

‖x′(·)‖Lr(S)

)(1−1/r+1/p)−1

,

ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî (5.76).
Ïîêàæåì, ÷òî åñëè x(·) ∈ W2

pr(S) è x′(·) èìååò õîòÿ áû îäèí íóëü íà S, òî
ïðè 1/p+ 1/r ≥ 2/q

(5.78) ‖x′(·)‖Lq(S) ≤ K‖x(·)‖αLp(S)‖x
′′(·)‖1−αLr(S),

ãäå

K =

{
2

3α2+2
1−α2+α1α2 , q > 1,

8, q = 1,
, α1 =

1− 1/q

1− 1/q + 1/p
,

α2 =
1− 1/r + 1/q

2− 1/r
, α =

1− 1/r + 1/q

2− 1/r + 1/p
.

Ïðè ‖x′′(·)‖Lr(S) = 0 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî, òàê êàê ‖x′(·)‖Lq(S) = 0. Ïðåä-
ïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî x′(·) íå ìåíÿåò çíàêà íà S. Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè t0 ∈ S

(5.79) ‖x′(·)‖L(S) =

∫
S

|x′(t)| dt =

∣∣∣∣∫
S

x′(t) dt

∣∣∣∣ = |x(b)− x(a)|

≤ |x(b)− x(t0)|+ |x(a)− x(t0)| ≤ 2‖x(·)− x(t0)‖L∞(S).

Òàê êàê x(·) ∈ W2
pr(S) è mesS <∞, òî x(·) ∈ W1

pq(S) è x′(·) ∈ W1
1r(S). Ïðèìå-

íÿÿ íåðàâåíñòâî (5.76), ïîëó÷àåì

‖x(·)− x(ξ)‖L∞(S) ≤ 4‖x(·)‖α1

Lp(S)‖x
′(·)‖1−α1

Lq(S),(5.80)

‖x′(·)‖Lq(S) ≤ 4‖x′(·)‖α2

L(S)‖x
′′(·)‖1−α2

Lr(S),(5.81)

ãäå òî÷êà ξ ∈ S òàêîâà, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå (5.77). Îöåíèâàÿ â (5.81)
‖x′(·)‖L(S) ñ ïîìîùüþ (5.79) (ïðè t0 = ξ), èìååì

‖x′(·)‖Lq(S) ≤ 4 · 2α2‖x(·)− x(ξ)‖α2

L∞(S)‖x
′′(·)‖1−α2

Lr(S).

Èñïîëüçóÿ îöåíêó (5.80), ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

‖x′(·)‖Lq(S) ≤ 4 · 2α2

(
4‖x(·)‖α1

Lp(S)‖x
′(·)‖1−α1

Lq(S)

)α2

‖x′′(·)‖1−α2

Lr(S),

èç êîòîðîãî ïðè q > 1 ñëåäóåò (5.78).
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Åñëè q = 1, òî èç óñëîâèÿ 1/p+ 1/r ≥ 2/q âûòåêàåò, ÷òî p = r = 1. Â ýòîì
ñëó÷àå èç óæå äîêàçàííîãî íåðàâåíñòâà (5.80) ïðè p = 1, q =∞ èìååì

‖x(·)− x(ξ)‖L∞(S) ≤ 4‖x(·)‖1/2L(S)‖x
′(·)‖1/2L∞(S).

Èç ðàâåíñòâa

x′(t) =

∫ t

t1

x′′(τ) dτ,

ãäå t1 � íóëü x′(·), ïîëó÷àåì
‖x′(·)‖L∞(S) ≤ ‖x′′(·)‖L(S).

Òåì ñàìûì, ó÷èòûâàÿ (5.79), èìååì

‖x′(·)‖L(S) ≤ 2‖x(·)− x(ξ)‖L∞(S) ≤ 8‖x(·)‖1/2L(S)‖x
′(·)‖1/2L∞(S)

≤ 8‖x(·)‖1/2L(S)‖x
′′(·)‖1/2L(S).

Äîêàæåì òåïåðü íåðàâåíñòâî (5.78) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ó ôóíêöèè
x(·) ∈ W2

pr(S) èìååòñÿ õîòÿ áû îäèí íóëü ïðîèçâîäíîé íà S, íî íå ïðåäïî-
ëàãàÿ, ÷òî x′(·) ñîõðàíÿåò çíàê íà S. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî òî÷åê
ðàçðûâà ôóíêöèè signx′(·). Ýòî çàìêíóòîå ìíîæåñòâî ðàçáèâàåò S íå áîëåå ÷åì
íà ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî èíòåðâàëîâ Ek, k ∈ A. Íà êàæäîì îòðåçêå Ek ôóíêöèÿ
x(·) ∈ W2

pr(Ek), x′(·) íå ìåíÿåò çíàêà è èìååò õîòÿ áû îäèí íóëü. Ïðèìåíÿÿ
íåðàâåíñòâî (5.78), ïîëó÷àåì

‖x′(·)‖qLq(S) =
∑
k∈A

∫
Ek

|x′(t)|q dt

≤
∑
k∈A

K

(∫
Ek

|x(t)|p dt
)αq/p(∫

Ek

|x′′(t)|r dt
)(1−α)q/r

.

Èç óñëîâèÿ 1/p+ 1/r ≥ 2/q âûòåêàåò, ÷òî

αq

p
+

(1− α)q

r
≥ 1.

Âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì (ñì. ïðåäëîæåíèå 7.51 è ñëåäñòâèå 7.52)∑
k∈A

aλkb
µ
k ≤

(∑
k∈A

ak

)λ(∑
k∈A

bk

)µ
, λ+ µ ≥ 1.

Òîãäà áóäåì èìåòü

‖x′(·)‖qLq(S) ≤ K
(∑
k∈A

∫
Ek

|x(t)|p dt
)αq/p(∑

k∈A

∫
Ek

|x′′(t)|r dt
)(1−α)q/r

= K‖x(·)‖αqLp(S)‖x
′′(·)‖(1−α)q

Lr(S) .

Ïîñêîëüêó ïðè α ∈ [0, 1]

AαB1−α ≤ αA+ (1− α)B ≤ A+B,

òî ïðè âñåõ δ > 0

(5.82) ‖x′(·)‖Lq(S) ≤ K‖x(·)‖αLp(S)‖x
′′(·)‖1−αLr(S)

= K
(
δ−1−1/p+1/q‖x(·)‖Lp(S)

)α (
δ1−1/r+1/q‖x′′(·)‖Lr(S)

)1−α

≤ K
(
δ−1−1/p+1/q‖x(·)‖Lp(S) + δ1−1/r+1/q‖x′′(·)‖Lr(S)

)
.
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Çàâåðøèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû äëÿ n = 2, k = 1. Ïóñòü x(·) ∈ W2
pr(S)

è p1(t) = a0 + a1t � ïîëèíîì íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ x(·) â ìåòðèêå Lp(S).
Ïîëîæèì ϕ(·) = x(·)− p1(·). Î÷åâèäíî, ÷òî

(5.83) ‖ϕ(·)‖Lp(S) ≤ ‖x(·)‖Lp(S), ‖ϕ′′(·)‖Lr(S) = ‖x′′(·)‖Lr(S),

‖p1(·)‖Lp(S) ≤ 2‖x(·)‖Lp(S).

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè âñåõ a0, a1 ∈ R∫
S

|a0 + a1t| dt ≥
|a1|
4

(mesS)2.

Îòñþäà äëÿ ëþáîãî 0 < δ < mesS

(5.84) ‖p′1(·)‖Lq(S) = |a1|(mesS)1/q ≤ 4(mesS)−2+1/q

∫
S

|p1(t)| dt

≤ 4(mesS)−1−1/p+1/q‖p1(·)‖Lp(S) ≤ 8δ−1−1/p+1/q‖x(·)‖Lp(S).

Ôóíêöèÿ ϕ(·) ∈ W2
pr(S), à òàê êàê x(·) è p1(·) èìåþò ïî ìåíüøåé ìåðå äâå

îáùèå òî÷êè, òî ϕ′(·) èìååò õîòÿ áû îäèí íóëü íà S. Èç (5.84) è (5.82) ñ ó÷åòîì
(5.83) ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî 0 < δ < mesS èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

‖x′(·)‖Lq(S) ≤ ‖p′1(·)‖Lq(S) + ‖ϕ′(·)‖Lq(S)

≤ (K + 8)
(
δ−1−1/p+1/q‖x(·)‖Lp(S) + δ1−1/r+1/q‖x′′(·)‖Lr(S)

)
.

Èòàê, òåîðåìà äëÿ n = 2 è k = 1 äîêàçàíà.
3. n > 2, 0 < k < n. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåîðåìà âåðíà äëÿ âñåõ l ≤ n è âñåõ

0 < k < l. Äîêàæåì åå äëÿ l = n+ 1 è âñåõ 0 < k ≤ n. Ïóñòü x(·) ∈ Wn+1
pr (S) è

âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

(5.85)
n+ 1− k

p
+
k

r
≥ n+ 1

q
.

1a. k > 1. Â ñèëó óñëîâèÿ (5.85) èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

n+ 1− k
p

+
k

r
− n+ 1

q
≥ 1

k

(
n+ 1− k

p
+
k

r
− n+ 1

q

)
.

Ïåðåïèøåì ýòî íåðàâåíñòâî â âèäå

(5.86) (n+ 1− k)

(
1

p
− 1

pk
+

1

qk

)
≥ n

q
− k − 1

r
.

Ïîëîæèì
1

q1
=

1

p
− 1

pk
+

1

qk
.

Åñëè 1/q − 1/p ≤ 0, òî 1/q1 ≤ 1/p ≤ 1. Åñëè æå 1/q − 1/p > 0, òî èç òîãî, ÷òî
k ≥ 2, ïîëó÷àåì

1

q1
≤ 1

2p
+

1

2q
≤ 1.

Èòàê, ñóùåñòâóåò q1 ≥ 1 òàêîå, ÷òî

(5.87)
k − 1

p
+

1

q
=

k

q1
.

Åñëè çàïèñàòü íåðàâåíñòâî (5.86), èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèå q1, òî ïîëó÷èì íåðà-
âåíñòâî

(5.88)
n+ 1− k

q1
+
k − 1

r
≥ n

q
.
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Èç òîãî, ÷òî x(·) è x(k)(·) íåïðåðûâíû íà S, à mesS < ∞, ñëåäóåò, ÷òî
x(·) ∈ Wk

pq(S). Òîãäà ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, ó÷èòûâàÿ (5.87), ïðè âñåõ
0 < δ1 < mesS èìååì
(5.89)

‖x′(·)‖Lq1 (S) ≤ A1

(
δ
−1−1/p+1/q1
1 ‖x(·)‖Lp(S) + δ

k−1−1/q+1/q1
1 ‖x(k)(·)‖Lq(S)

)
.

Òåïåðü â ñèëó òîãî, ÷òî x′(·) ∈ Wn
q1,r(S), ó÷èòûâàÿ (5.88), ïðè âñåõ 0 < δ < mesS

ïîëó÷àåì

(5.90) ‖x(k)(·)‖Lq(S) ≤ A2

(
δ1−k−1/q1+1/q‖x′(·)‖Lq1 (S)

+ δn−k+1−1/r+1/q ‖x(n+1)(·)‖Lr(S)

)
.

Ïîëîæèì δ1 = γδ, 0 < γ ≤ 1. Èç (5.89), (5.90) ñëåäóåò, ÷òî

‖x(k)(·)‖Lq(S) ≤ A1A2γ
−1−1/p+1/q1δ−k−1/p+1/q‖x(·)‖Lp(S)

+A1A2γ
k−1−1/q+1/q1‖x(k)(·)‖Lq(S) +A2δ

n−k+1−1/r+1/q‖x(n+1)(·)‖Lr(S).

Âûáèðàÿ γ òàê, ÷òîáû

A1A2γ
k−1−1/q+1/q1 ≤ 1/2,

ïîëó÷àåì

‖x(k)(·)‖Lq(S) ≤ A
(
δ−k−1/p+1/q‖x(·)‖Lp(S) +δn−k+1−1/r+1/q‖x(n+1)(·)‖Lr(S)

)
,

ãäå

A = 2 max
(
A1A2γ

−1−1/p+1/q1 , A2

)
.

1b. k = 1. Â ñèëó óñëîâèÿ (5.85) èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

n

p
+

1

r
− n+ 1

q
≥ 1

n

(
n

p
+

1

r
− n+ 1

q

)
.

Ïåðåïèøåì ýòî íåðàâåíñòâî â âèäå

(5.91)
n− 1

p
+

1

r
− 1

nr
+

1

nq
≥ n

q
.

Ïîëîæèì
1

q1
=

1

r
− 1

nr
+

1

nq
.

Åñëè 1/q − 1/r ≤ 0, òî 1/q1 ≤ 1/r ≤ 1. Åñëè æå 1/q − 1/r > 0, òî èç òîãî, ÷òî
n ≥ 2, ïîëó÷àåì

1

q1
≤ 1

2r
+

1

2q
≤ 1.

Èòàê, ñóùåñòâóåò q1 ≥ 1 òàêîå, ÷òî

(5.92)
1

q
+
n− 1

r
=

n

q1
.

Åñëè çàïèñàòü íåðàâåíñòâî (5.91), èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèå q1, òî ïîëó÷èì íåðà-
âåíñòâî

(5.93)
n− 1

p
+

1

q1
≥ n

q
.

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, ó÷èòûâàÿ (5.93) è òî, ÷òî x(·) ∈ Wn
p,q1(S), ïðè

âñåõ 0 < δ1 < mesS èìååì
(5.94)

‖x′(·)‖Lq(S) ≤ A1

(
δ
−1−1/p+1/q
1 ‖x(·)‖Lp(S) + δ

n−1−1/q1+1/q
1 ‖x(n)(·)‖Lq1 (S)

)
.
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Â ñèëó òîãî, ÷òî x′(·) ∈ Wn
q,r(S), ó÷èòûâàÿ (5.92), ïðè âñåõ 0 < δ < mesS

ïîëó÷àåì

(5.95) ‖x(n)(·)‖Lq1 (S) ≤ A2

(
δ−n+1−1/q+1/q1‖x′(·)‖Lq(S)

+ δ1−1/r+1/q1 ‖x(n+1)(·)‖Lr(S)

)
.

Ïîëîæèì δ1 = γδ, 0 < γ ≤ 1. Èç (5.94), (5.95) ñëåäóåò, ÷òî

‖x′(·)‖Lq(S) ≤ A1γ
−1−1/p+1/qδ−1−1/p+1/q‖x(·)‖Lp(S)

+A1A2γ
n−1−1/q1+1/q‖x′(·)‖Lq(S)

+A1A2γ
n−1−1/q1+1/qδn−1/r+1/q‖x(n+1)(·)‖Lr(S).

Âûáèðàÿ γ òàê, ÷òîáû

A1A2γ
n−1−1/q1+1/q ≤ 1/2,

ïîëó÷àåì

‖x′(·)‖Lq(S) ≤ A
(
δ−1−1/p+1/q‖x(·)‖Lp(S) + δn−1/r+1/q‖x(n+1)(·)‖Lr(S)

)
,

ãäå

A = max
(

2A1γ
−1−1/p+1/q, 1

)
.

4. n ≥ 2, k = 0. Îïðåäåëèì q1 ðàâåíñòâîì
n− 1

p
+

1

r
=

n

q1
.

Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî äåëàëîñü â ï.ï.1a è 1b, äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî q1 ≥ 1.
Òåì ñàìûì â ñèëó ï.1b
(5.96)

‖x′(·)‖Lq1 (S) ≤ A1

(
δ−1−1/p+1/q1‖x(·)‖Lp(S) + δn−1−1/r+1/q1‖x(n)(·)‖Lr(S)

)
.

Èç (5.75) ñëåäóåò, ÷òî

(5.97) ‖x(·)‖Lq(S) ≤ δ−1/p+1/q‖x(·)‖Lp(S) + δ1−1/q1+1/q‖x′(·)‖Lq1 (S).

Èç (5.96) è (5.97) ïîëó÷àåì

‖x(·)‖Lq(S) ≤ (A1 + 1)
(
δ−1/p+1/q1‖x(·)‖Lp(S) + δn−1/r+1/q‖x(n)(·)‖Lr(S)

)
.

�

Òåîðåìà 5.16. Åñëè

(5.98) n− 1

r
+

1

p
6= 0,

òî äëÿ òîãî, ÷òîáû äëÿ ôóíêöèé èç Wn
p,r(T ) èìåëî ìåñòî íåðàâåíñòâî (5.68),

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

1) α =

n− k − 1

r
+

1

q

n− 1

r
+

1

p

, β =

k − 1

q
+

1

p

n− 1

r
+

1

p

,

2)
n− k
p

+
k

r
≥ n

q
.

Åñëè óñëîâèå (5.98) íå âûïîëíåíî, òî äëÿ òîãî, ÷òîáû äëÿ ôóíêöèé èçWn
p,r(T )

èìåëî ìåñòî íåðàâåíñòâî (5.68), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

q =∞, α = 1, β = 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü óñëîâèå (5.98) âûïîëíåíî. Ïî-
ëîæèâ â òåîðåìå 5.15

δ =

( ‖x(·)‖Lp(T )

‖x(n)(·)‖Lr(T )

) 1
n−1/r+1/p

,

ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî (5.68). Ïóñòü óñëîâèå (5.98) íå âûïîëíåíî. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî n = 1, r = 1 è p =∞. Åñëè ïðè ýòîì q =∞, α = 1, à β = 0, òî íåðàâåíñòâî
(5.68) ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì òîæäåñòâîì.

2. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü äëÿ ôóíêöèé èçWn
p,r(T ) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

(5.68). Ïîëîæèì

ϕ(t) =

{
tn(1− t)n, t ∈ [0, 1],

0, t /∈ [0, 1],
ψ(t) =

n∑
j=0

ϕ(t− j).

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ y(t) = γψ(ρt), ãäå γ, ρ > 0. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè
âñåõ p ≥ 1 è j ≤ n

‖y(j)(·)‖Lp(T ) = n1/pγρj−1/p‖ϕ(j)(·)‖Lp(T ).

Òàê êàê y(·) ∈ Wn
p,r(T ), òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî

n1/qγρk−1/q‖ϕ(k)(·)‖Lq(T )

≤ Knα/p+β/rγα+βρ−α/p+β(n−1/r)‖ϕ(·)‖αLq(T )‖ϕ
(n)(·)‖βLr(T ).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

a)
α

p
+
β

r
≥ 1

q
,

b) α+ β = 1,

c) k − 1

q
= −α

p
+ β

(
n− 1

r

)
.

Èç b) è c) ïîëó÷àåì

α

(
n− 1

r
+

1

p

)
= n− k − 1

r
+

1

q
.

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (5.98) èç ýòîãî ðàâåíñòâà ïîëó÷àþòñÿ ðàâåíñòâà 1).
À èç 1) è a) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî 2).

Åñëè óñëîâèå (5.98) íå âûïîëíåíî, òî, êàê áûëî îòìå÷åíî, n = 1, r = 1 è
p =∞. Òîãäà èç c) âûòåêàåò, ÷òî q =∞ è íåðàâåíñòâî (5.68) èìååò âèä

‖x(·)‖L∞(T ) ≤ K‖x(·)‖αL∞(T )‖x
′(·)‖βL1(T ).

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî íåðàâåíñòâî íå ìîæåò áûòü âûïîëíåíî ïðè β 6= 0 (äîñòàòî÷-
íî ïîäñòàâèòü x(t) ≡ 1. Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå β = 0, à α = 1. �

5.9. Âîññòàíîâëåíèå ïðîèçâîäíûõ íà ïîëóïðÿìîé

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î íàõîæäåíèè âåëè÷èíû E∞(x(k)(·),Wn
2,2(R+), δ) (ñì.

(5.69)) è ñîîòâåòñòâóþùåãî ìåòîäà îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ. Òåì ñàìûì
ðå÷ü èäåò î âîññòàíîâëåíèè x(k)(·) â ìåòðèêå L∞(R+) íà êëàññåWn

2,2(R+) ïî èí-
ôîðìàöèè î ñàìîé ôóíêöèè x(·), çàäàííîé ñ ïîãðåøíîñòüþ â ìåòðèêå L2(R+).

Ïîëîæèì

λj = e(n+2j−1) iπ2n , j = 1, . . . , n, A =

 λn1 . . . λnn
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
λ2n−1

1 . . . λ2n−1
n

 .
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×åðåç As,j îáîçíà÷èì àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ê ýëåìåíòó λn+s−1
j . ×åðåç |A|

áóäåì îáîçíà÷àòü îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A.

Ëåììà 5.17. Ïóñòü 0 ≤ k < n. Äëÿ âñåõ x(·) ∈ Wn
2,2(R+) èìååò ìåñòî

ðàâåíñòâî

(5.99) x(k)(0) =

∫
R+

x(t)x̂(t) dt+

∫
R+

x(n)(t)x̂(n)(t) dt,

ãäå

x̂(t) =
(−1)n−k

|A|

n∑
j=1

An−k,je
λjt.

Êðîìå òîãî,

(5.100) x̂(k)(0) = Â2
n,k,

ãäå

Ân,k =
1

sin1/2((2k + 1)α)

k∏
j=1

ctg jα, α =
π

2n
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó λ2n
j = (−1)n−1, j = 1, . . . , n, èìååò ìåñòî

ðàâåíñòâî

x̂(t) + (−1)nx̂(2n)(t) = 0.

Òàê êàê Reλj < 0 äëÿ âñåõ j = 1, . . . , n, òî x̂(s)(·) ∈ L2(R+), s = 0, 1, . . . , 2n.
Òåì ñàìûì äëÿ ëþáîé ôóíêöèè x(·) ∈ Wn

2,2(R+) èìååì∫
R+

x(t)x̂(t) dt+ (−1)n
∫
R+

x(t)x̂(2n)(t) dt = 0.

Òàê êàê x(·) ∈ Wn
2,2(R+), òî èç òåîðåìû 5.16 âûòåêàåò, ÷òî x(l)(·) ∈ L2(R+) ïðè

âñåõ l = 1, . . . , n− 1. Èç òîé æå òåîðåìû âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà

‖x(l)(·)‖L∞([a,+∞)) ≤ A‖x(·)‖
2n−2l−1

2n

L2([a,+∞))‖x
(n)(·)‖

2l+1
2n

L2([a,+∞))

ïðè âñåõ a > 0. Ïîýòîìó x(l)(t)→ 0 ïðè t→ +∞. Ïðèíèìàÿ ýòî âî âíèìàíèå è
èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷àåì

(5.101)
∫
R+

x(t)x̂(t) dt+ (−1)n
n∑
l=1

(−1)lx(l−1)(0)x̂(2n−l)(0)

+

∫
R+

x(n)(t)x̂(n)(t) dt = 0.

Äëÿ âñåõ s, l = 1, . . . , n èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
n∑
j=1

Asjλ
n+l−1
j = δls|A|,

ãäå δls � ñèìâîë Êðîíåêåðà. Ñëåäîâàòåëüíî,

(5.102) x̂(2n−l)(0) =
(−1)n−k

|A|

n∑
j=1

An−k,jλ
2n−l
j = (−1)n−kδn−l+1,n−k.

Ïîäñòàâèâ (5.102) â (5.101), ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

(5.103) x(k)(0) =

∫
R+

x(t)x̂(t) dt+

∫
R+

x(n)(t)x̂(n)(t) dt.
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Íàéäåì x̂(k)(0). Èìååì

x̂(k)(0) =
(−1)n−k

|A|

n∑
j=1

An−k,jλ
k
j = (−1)n−k

|Ak|
|A|

,

ãäå

Ak =



λn1 . . . λnn
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

λ2n−k−2
1 . . . λ2n−k−2

n

λk1 . . . λkn
λ2n−k

1 . . . λ2n−k
n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
λ2n−1

1 . . . λ2n−1
n


.

Â ñèëó òîãî, ÷òî

λmj = σmµ
j−1
m ,

ãäå

|σm| = 1, µm = ei
πm
n ,

ìàòðèöû A è Ak ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå

A =

 σn . . . σnµ
n−1
n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
σ2n−1 . . . σ2n−1µ

n−1
2n−1

 ,

Ak =



σn . . . σnµ
n−1
n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
σ2n−k−2 . . . σ2n−k−2µ

n−1
2n−k−2

σk . . . σkµ
n−1
k

σ2n−k . . . σ2n−kµ
n−1
2n−k

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
σ2n−1 . . . σ2n−1µ

n−1
2n−1


.

Òàê êàê î÷åâèäíî, ÷òî Re x̂(·), Im x̂(·) ∈ Wn
2,2(R+), ìîæíî ïîäñòàâèòü x(·) = x̂(·)

â ðàâåíñòâî (5.103). Òîãäà ïîëó÷èì

(5.104) x̂(k)(0) = ‖x̂(·)‖2L2(R+) + ‖x̂(n)(·)‖2L2(R+).

Ñëåäîâàòåëüíî, x̂(k)(0) > 0. Ïîëüçóÿñü ýòèì è ôîðìóëîé äëÿ îïðåäåëèòåëÿ
Âàíäåðìîíäà, íàõîäèì, ÷òî

x̂(k)(0) =

n∏
j=1

j 6=n−k

|µk − µn+j−1|
|µ2n−k−1 − µn+j−1|

.

Èç ðàâåíñòâà

|µl − µs| = 2| sin(l − s)α|, α =
π

2n
,



5.9. ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈÅ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÛÕ ÍÀ ÏÎËÓÏÐßÌÎÉ 212

ïîëó÷àåì

x̂(k)(0) =

n∏
j=1

j 6=n−k

| sin(n+ j − k − 1)α|
| sin(n+ j + k)α|

=
1

sin((2k + 1)α)

∏k+n
j=k+1 sin jα∏k

j=1 sin jα
∏n−k−1
j=1 sin jα

=
1

sin((2k + 1)α)

∏n−1
j=k+1 sin jα

∏n+k
j=n+1 sin jα∏k

j=1 sin jα
∏n−k−1
j=1 sin jα

=
1

sin((2k + 1)α)

k∏
j=1

ctg jα

∏n−1
j=k+1 sin jα∏n−k−1
j=1 sin jα

=
1

sin((2k + 1)α)

k∏
j=1

ctg jα

n−k−1∏
j=1

ctg jα.

Èç òîãî, ÷òî ctg jα ctg(n− j)α = 1, âûòåêàåò ðàâåíñòâî

n−k−1∏
j=1

ctg jα =

k∏
j=1

ctg jα.

Òåì ñàìûì

x̂(k)(0) =
1

sin((2k + 1)α)

k∏
j=1

ctg2 jα.

Ïîëîæèì ŷ(t) = Re x̂(t). Òàê êàê ôóíêöèè x(·) ∈ Wn
2,2(R+) âåùåñòâåííûå,

èç (5.103) âûòåêàåò ðàâåíñòâî

x(k)(0) =

∫
R+

x(t)ŷ(t) dt+

∫
R+

x(n)(t)ŷ(n)(t) dt.

Ïîëîæèâ â ýòîì ðàâåíñòâå x(·) = ŷ(·), ïîëó÷èì

x̂(k)(0) = ŷ(k)(0) = ‖ŷ(·)‖2L2(R+) + ‖ŷ(n)(·)‖2L2(R+).

Ñëåäîâàòåëüíî,

‖ŷ(·)‖2L2(R+) + ‖ŷ(n)(·)‖2L2(R+) = ‖x̂(·)‖2L2(R+) + ‖x̂(n)(·)‖2L2(R+).

Òåì ñàìûì x̂(·) � âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ. Ïîýòîìó ðàâåíñòâî (5.103) ìîæåò
áûòü çàïèñàíî â âèäå (5.99). �

Òåîðåìà 5.18. Ïóñòü 0 ≤ k < n. Òîãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

E∞(x(k)(·),Wn
2,2(R+), δ) = Ân,k

(
2n

2n− 2k − 1

) 2n−2k−1
4n

(
2n

2k + 1

) 2k+1
4n

δ
2n−2k−1

2n .

Ìåòîä

(5.105) m̂(y)(τ) = βk+1

∫
R+

y(t+ τ)x̂(βt) dt,

ãäå

β =

(
2n− 2k − 1

2k + 1

) 1
2n

δ−
1
n ,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ x(·), y(·) ∈ Wn
2,2(R+) ïîëîæèì

〈x(·), y(·)〉 =

∫
R+

x(t)y(t) dt+

∫
R+

x(n)(t)y(n)(t) dt.

Èç íåðàâåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî âûòåêàåò, ÷òî

|x(k)(0)| = |〈x(·), x̂(·)〉| ≤
√
〈x(·), x(·)〉

√
〈x̂(·), x̂(·)〉

=
(
‖x̂(·)‖2L2(R+) + ‖x̂(n)(·)‖2L2(R+)

)1/2 (
‖x(·)‖2L2(R+) + ‖x(n)(·)‖2L2(R+)

)1/2

.

Ó÷èòûâàÿ (5.104) è (5.100), ïîëó÷àåì

(5.106) |x(k)(0)| ≤ Ân,k
(
‖x(·)‖2L2(R+) + ‖x(n)(·)‖2L2(R+)

)1/2

.

Ïîëîæèì y(t) = x̂(bt), b > 0. Òîãäà

‖y(·)‖2L2(R+) =
1

b
‖x̂(·)‖2L2(R+), ‖y(n)(·)‖2L2(R+) = b2n−1‖x̂(n)(·)‖2L2(R+).

Ïîäñòàâëÿÿ y(·) â (5.106), ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ âñåõ b > 0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-
ñòâî

bkÂ2
n,k ≤ Ân,k

(
1

b
‖x̂(·)‖2L2(R+) + b2n−1‖x̂(n)(·)‖2L2(R+)

)1/2

.

Â ñèëó (5.104) è (5.100) ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ âñåõ b > 0 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî
f(b) ≥ 0, ãäå

f(b) = b2n‖x̂(n)(·)‖2L2(R+) − Â
2
n,kb

2k+1 + Â2
n,k − ‖x̂(n)(·)‖2L2(R+).

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ó ôóíêöèè f(·) èìååòñÿ åäèíñòâåííûé ìèíèìóì íà
R+ â òî÷êå

b0 =

(
(2k + 1)Â2

n,k

2n‖x̂(n)(·)‖2L2(R+)

) 1
2n−2k−1

.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, f(1) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, b0 = 1. Òàêèì îáðàçîì,

‖x̂(n)(·)‖L2(R+) = Ân,k

√
2k + 1

2n
.

Èç (5.104) è (5.100) âûòåêàåò, ÷òî

‖x̂(·)‖L2(R+) = Ân,k

√
2n− 2k − 1

2n
.

Ïîëîæèì

α = Â−1
n,k

√
2n

2n− 2k − 1

(
2n− 2k − 1

2k + 1

) 1
4n

δ1− 1
2n .

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ x̂1(t) = αx̂(βt). Èìååì

‖x̂1(·)‖2L2(R+) = α2β−1‖x̂(·)‖2L2(R+) = δ2,

‖x̂(n)
1 (·)‖L2(R+) = α2β2n−1‖x̂(n)(·)‖2L2(R+) = 1.

Ïîäñòàâëÿÿ x̂(t) = α−1x̂1(t/β) â (5.99), ïîëó÷àåì

x(k)(0) = α−1

∫
R+

x(t)x̂1(t/β) dt+ α−1β−n
∫
R+

x(n)(t)x̂
(n)
1 (t/β) dt.

Ñäåëàåì ïîäñòàíîâêó t = βs è ïîëîæèì z(s) = x(βs). Òîãäà äëÿ âñåõ z(·) ∈
Wn

2,2(R+) áóäåì èìåòü ðàâåíñòâî

(5.107) z(k)(0) = λ1

∫
R+

z(s)x̂1(s) ds+ λ2

∫
R+

z(n)(s)x̂
(n)
1 (s) ds
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â êîòîðîì

λ1 =
βk+1

α
, λ2 =

1

αβ2n−k−1
.

Èç (5.70) èìååì

(5.108) E∞(x(k)(·),Wn
2,2(R+), δ) ≥ sup

x(·)∈Wn
2,2(R+)

‖x(·)‖L2(R+)≤δ

‖x(k)(·)‖L∞(R+)

≥ ‖x̂(k)
1 (·)‖L∞(R+) ≥ |x̂

(k)
1 (0)| = λ1δ

2 + λ2.

Ïóñòü y(·) ∈ Wn
2,2(R+). Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ z(t) = y(t + τ), ãäå τ ≥ 0.

Ïîäñòàâèâ ýòó ôóíêöèþ â (5.107), ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè y(·) ∈
Wn

2,2(R+) è ëþáîãî τ ≥ 0 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(5.109) y(k)(τ) = λ1

∫
R+

y(s+ τ)x̂1(s) ds+ λ2

∫
R+

y(n)(s+ τ)x̂
(n)
1 (s) ds

Îöåíèì ïîãðåøíîñòü ìåòîäà (5.105), êîòîðûé ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

m̂(y)(τ) = λ1

∫
R+

y(t+ τ)x̂1(t) dt.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî z(·) ∈Wn
2,2(R+) è ‖z(·)−y(·)‖L2(R+) ≤ δ. Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî

(5.109), èìååì

|z(k)(τ)− m̂(y)(τ)|

=

∣∣∣∣z(k)(τ)− λ1

∫
R+

z(t+ τ)x̂1(t) dt+ λ1

∫
R+

(z(t+ τ)− y(t+ τ))x̂1(t) dt

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣λ1

∫
R+

(z(t+ τ)− y(t+ τ))x̂1(t) dt+ λ2

∫
R+

z(n)(t+ τ)x̂
(n)
1 (t) dt

∣∣∣∣
≤ λ1

(∫
R+

|z(t+ τ)− y(t+ τ)|2 dt
)1/2

‖x̂1(·)‖L2(R+)

+ λ2

(∫
R+

|z(n)(t+ τ)|2 dt
)1/2

‖x̂(n)
1 (·)‖L2(R+) ≤ λ1δ

(∫ +∞

τ

|z(t)− y(t)|2 dt
)1/2

+ λ2

(∫ +∞

τ

|z(n)(t+ τ)|2 dt
)1/2

≤ λ1δ
2 + λ2.

Ñëåäîâàòåëüíî,

‖z(k)(·)− m̂(y)(·)‖L∞(R+) ≤ λ1δ
2 + λ2.

Òàêèì îáðàçîì, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (5.108), ïîëó÷àåì

E∞(x(k)(·),Wn
2,2(R+), δ) ≤ e∞(x(k)(·),Wn

2,2(R+), δ, m̂)

≤ λ1δ
2 + λ2 ≤ E∞(x(k)(·),Wn

2,2(R+), δ).

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ìåòîä (5.105) ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì, à

E∞(x(k)(·),Wn
2,2(R+), δ) = λ1δ

2 + λ2

= Ân,k

(
2n

2n− 2k − 1

) 2n−2k−1
4n

(
2n

2k + 1

) 2k+1
4n

δ
2n−2k−1

2n .

�
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Èç (5.108) ñëåäóåò, ÷òî

sup
x(·)∈Wn

2,2(R+)

‖x(·)‖L2(R+)≤δ

‖x(k)(·)‖L∞(R+) = λ1δ
2 + λ2

= Ân,k

(
2n

2n− 2k − 1

) 2n−2k−1
4n

(
2n

2k + 1

) 2k+1
4n

δ
2n−2k−1

2n .

Ïðèìåíÿÿ ïðåäëîæåíèå 5.13, ïîëó÷àåì òî÷íîå íåðàâåíñòâî

‖x(k)(·)‖L∞(R+) ≤ Knk‖x(·)‖
2n−2k−1

2n

L2(R+) ‖x
(n)(·)‖

2k+1
2n

L2(R+),

ãäå

Knk = Ân,k

(
2n

2n− 2k − 1

) 2n−2k−1
4n

(
2n

2k + 1

) 2k+1
4n

= Ân,k

√
2n

2n− 2k − 1

(
2n− 2k − 1

2k + 1

) 2k+1
4n

.

5.10. Âîññòàíîâëåíèå ïðîèçâîäíûõ â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå

Ïóñòü α = (α1, . . . , αd) ∈ Rd+. Â ï.ï. 3.8 è 3.9 ðàññìàòðèâàëàñü çàäà÷à îá îï-
òèìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè îïåðàòîðà Dα (ñì. (3.71)) íà êëàññàõ, çàäàâàåìûõ
ñòåïåíüþ îïåðàòîðà Ëàïëàñà, ïî íåòî÷íî çàäàííîìó ïðåîáðàçîâàíèþ Ôóðüå.
Çäåñü áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ îïåðàòîðà
Dα ïî íåòî÷íî çàäàííûì ïðîèçâîäíûì Dαj , j = 1, . . . ,m, íà êëàññàõ, çàäàâàå-
ìûõ îãðàíè÷åíèÿìè íà äðóãèå ïðîèçâîäíûå Dαj , j = m + 1, . . . , N . Ïåðåéäåì
ê òî÷íîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è.

Ïóñòü N ∈ N, αj ∈ Rd+, j = 0, 1, . . . , N , è A = {α1, . . . , αN}. Ïîëîæèì

WA2 (Rd) = {x(·) ∈ L2(Rd) : Dαjx(·) ∈ L2(Rd), j = 1, . . . , N }.
Ïóñòü, äàëåå, δ = (δm+1, . . . , δN ), ãäå δj > 0, j = m + 1, . . . , N , m ∈ N, m ≤ N .
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé êëàññ ôóíêöèé

WA2 (Rd, δ) = {x(·) ∈ WA2 (Rd) : ‖Dαjx(·)‖L2(Rd) ≤ δj , j = m+ 1, . . . , N }

(ïðè m = N ïîëàãàåì WA2 (Rd, δ) =WA2 (Rd)).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè x(·) ∈ WA2 (Rd, δ) èçâåñòíû ïðèáëèæåííî, èëè

òî÷íåå, íàì èçâåñòíû ôóíêöèè yj(·) ∈ L2(Rd), j = 1, . . . ,m, òàêèå, ÷òî

‖Dαjx(·)− yj(·)‖L2(Rd) ≤ δj , j = 1, . . . ,m,

ãäå δj > 0, j = 1, . . . ,m. Ïî ýòîé èíôîðìàöèè ìû õîòèì âîññòàíîâèòü ïðîèç-
âîäíóþ Dα0

x(·) íà êëàññå WA2 (Rd, δ) â ìåòðèêå L2(Rd). Ëþáîé ìåòîä âîññòà-
íîâëåíèÿ ϕ � ýòî îòîáðàæåíèå èç (L2(Rd))m â L2(Rd). Ïîãðåøíîñòüþ ìåòîäà
ϕ íàçîâåì âåëè÷èíó

e(Dα0

,WA2 (Rd, δ), δ, ϕ)

= sup
x(·)∈WA2 (Rd,δ), y(·)∈(L2(Rd))m

‖Dα
j
x(·)−yj(·)‖L2(Rd)

≤δj , j=1,...,m

‖Dα0

x(·)− ϕ(y)(·)‖L2(Rd),

ãäå δ = (δ1, . . . , δm).
Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü òå ìåòîäû, íà êîòîðûõ ïîãðåøíîñòü ìèíèìàëüíà,

ò. å. òå ìåòîäû ϕ̂, äëÿ êîòîðûõ

(5.110) e(Dα0

,WA2 (Rd, δ), δ, ϕ̂) = inf
ϕ
e(Dα0

,WA2 (Rd, δ), δ, ϕ),
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ãäå íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì îòîáðàæåíèÿì ϕ : (L2(Rd))m → L2(Rd). Òà-
êèå ìåòîäû áóäåì íàçûâàòü îïòèìàëüíûìè ìåòîäàìè âîññòàíîâëåíèÿ. Âåëè-
÷èíó ñïðàâà â (5.110) áóäåì íàçûâàòü ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòà-
íîâëåíèÿ è îáîçíà÷àòü E(Dα0

,WA2 (Rd, δ), δ).
Ïîëîæèì

Q = co{((α1, ln 1/δ1), . . . , (αN , ln 1/δN )) : α = (α1, . . . , αN ) ∈ A},

ãäå coA îáîçíà÷àåò âûïóêëóþ îáîëî÷êó ìíîæåñòâà A, è îïðåäåëèì ôóíêöèþ
S(·) íà Rd ïî ôîðìóëå

(5.111) S(α) = max{ z ∈ R : (α, z) ∈ Q },

ñ÷èòàÿ, ÷òî S(α) = −∞, åñëè ìíîæåñòâî â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ ïóñòî.
Íåñëîæíàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî S(·) � âîãíóòàÿ ôóíêöèÿ íà Rd è ÷òî

S(α) êîíå÷íî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà α ∈ coA.
Ïóñòü α0 ∈ coA. Òîãäà òî÷êà (α0, S(α0)) ïðèíàäëåæèò ãðàíèöå âûïóêëîãî

ìíîãîãðàííèêà Q. Ïðîâåäåì îïîðíóþ ãèïåðïëîñêîñòü ê âûïóêëîìó ìíîãîãðàí-
íèêó Q â òî÷êå (α0, S(α0)). Åå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå z = 〈α, η̂〉+ â ïðè íåêî-
òîðûõ η̂ = (η̂1, . . . , η̂d) ∈ Rd è â ∈ R. Ïî òåîðåìå Êàðàòåîäîðè (òåîðåìà 7.41)
íàéäóòñÿ òî÷êè (αjk , ln 1/δjk), k = 1, . . . , s, s ≤ d + 1, èç ýòîé ãèïåðïëîñêîñòè
òàêèå, ÷òî

(5.112) α0 =

s∑
k=1

θjkα
jk , θjk > 0, k = 1, . . . , s,

s∑
k=1

θjk = 1.

Ïîëîæèì

M = {j1, . . . , js} ∩ {1, . . . ,m}.

Òåîðåìà 5.19. Ïóñòü α0 ∈ coA. Òîãäà

E(Dα0

,WA2 (Rd, δ), δ) = e−S(α0).

Åñëè M 6= ∅, òî âñå ìåòîäû âèäà

(5.113) ϕ(y)(·) =
∑
j∈M

Λjyj(·),

ãäå Λj : L2(Rd) → L2(Rd), j ∈ M , � ëèíåéíûå íåïðåðûâíûå îïåðàòîðû, äåé-
ñòâèÿ êîòîðûõ â îáðàçàõ Ôóðüå èìåþò âèä: FΛjyj(·) = aj(·)Fyj(·), à ôóíêöèè
aj(·), j ∈M , âûáðàíû èç ëþáîé ñèñòåìû ôóíêöèé ajk(·), k = 1, . . . , s, s ≤ d+1,
óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì

s∑
k=1

(iξ)α
jk
ajk(ξ) = (iξ)α

0

,(5.114)

s∑
k=1

δ2
jk
|ajk(ξ)|2

θjk
≤ e−2S(α0),(5.115)

äëÿ ï. â. ξ ∈ Rd, ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè.
Åñëè M = ∅, òî ìåòîä ϕ(y)(·) = 0 ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è ðàíüøå, îöåíêó ñíèçó ïîëó÷àåì èç ëåììû 2.1

(5.116) E(Dα0

,WA2 (Rd, δ), δ) ≥ sup
x(·)∈WA2 (Rd,δ)

‖Dα
j
x(·)‖

L2(Rd)
≤δj , j=1,...,m

‖Dα0

x(·)‖L2(Rd).
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Ñîãëàñíî òåîðåìå Ïëàíøåðåëÿ, êâàäðàò çíà÷åíèÿ ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è â ïðà-
âîé ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà ðàâåí çíà÷åíèþ òàêîé çàäà÷è

(5.117)
1

(2π)d

∫
Rd
|ξ|2α

0

|Fx(ξ)|2 dξ → max,

1

(2π)d

∫
Rd
|ξ|2α

j

|Fx(ξ)|2 dξ ≤ δ2
j , j = 1, . . . , N,

ãäå |ξ|α = |ξ1|α1 . . . |ξd|αd , åñëè ξ = (ξ1, . . . , ξd) ∈ Rd è α = (α1, . . . , αd) ∈ Rd+.
Ïîëîæèì Â = e−2â, ξ̂j = e−η̂j , j = 1, . . . , d, ξ̂ = (ξ̂1, . . . , ξ̂d). Äëÿ äîñòàòî÷íî

ìàëûõ ε > 0 ðàññìîòðèì êóá

Bε = { ξ = (ξ1, . . . , ξd) ∈ Rd : ξ̂j − ε ≤ ξj ≤ ξ̂j , j = 1, . . . , d }

è ôóíêöèþ xε(·) òàêóþ, ÷òî

Fxε(ξ) =

{
(2π)d/2

√
Â/|Bε|, ξ ∈ Bε

0, ξ /∈ Bε

(÷åðåç |Bε| îáîçíà÷åí îáúåì êóáà Bε). Òîãäà

1

(2π)d

∫
Rd
|ξ|2α

j

|Fxε(ξ)|2 dξ ≤ Â|ξ̂|2α
j

= e−2(〈αj ,η̂〉+â).

Â ñèëó òîãî, ÷òî z = 〈α, η̂〉+ â � óðàâíåíèå îïîðíîé ãèïåðïëîñêîñòè ê Q, èìååì

〈αj , η̂〉+ â ≥ ln 1/δj .

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî

1

(2π)d

∫
Rd
|ξ|2α

j

|Fxε(ξ)|2 dξ ≤ δ2
j , j = 1, . . . , N.

Òåì ñàìûì xε(·) � äîïóñòèìàÿ ôóíêöèÿ â çàäà÷å (5.117). Èç (5.116) ïîëó÷àåì

E2(Dα0

,WA2 (Rd, δ), δ) ≥ 1

(2π)d

∫
Rd
|ξ|2α

0

|Fxε(ξ)|2 dξ ≥ Â|ξ̂ε|2α
0

,

ãäå

ξ̂ε = (ξ̂1 − ε, . . . , ξ̂d − ε).

Óñòðåìèâ ε ê íóëþ, áóäåì èìåòü

E(Dα0

,WA2 (Rd, δ), δ) ≥ e−a|ξ̂|α
0

= e−(〈α0,η̂〉+â) = e−S(α0).

Òåïåðü äîêàæåì îïòèìàëüíîñòü ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ (5.113). Äëÿ ýòîãî
îöåíèì êâàäðàò èõ ïîãðåøíîñòè, ò. å. îöåíèì çíà÷åíèå ñëåäóþùåé ýêñòðåìàëü-
íîé çàäà÷è∥∥∥∥Dα0

x(·)−
∑
j∈M

Λjyj(·)
∥∥∥∥2

L2(Rd)

→ max,

‖Dαjx(·)− yj(·)‖2L2(Rd) ≤ δ
2
j , j = 1, . . . ,m,

‖Dαjx(·)‖2L2(Rd) ≤ δ
2
j , j = m+ 1, . . . , N.
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Ïðè M = ∅ ñîîòâåòñòâóþùèå ñóììû ñ÷èòàåì ðàâíûìè íóëþ. Ïåðåõîäÿ ê îáðà-
çàì Ôóðüå, ïîëó÷àåì ïî òåîðåìå Ïëàíøåðåëÿ òàêóþ çàäà÷ó

(5.118)
1

(2π)d

∫
Rd

∣∣∣∣(iξ)α0

Fx(ξ)−
∑
j∈M

aj(ξ)Fyj(ξ)

∣∣∣∣2 dξ → max,

1

(2π)d

∫
Rd
|(iξ)α

j

Fx(ξ)− Fyj(ξ)|2 dξ ≤ δ2
j , j = 1, . . . ,m,

1

(2π)d

∫
Rd
|ξ|2α

j

|Fx(ξ)|2 dξ ≤ δ2
j , j = m+ 1, . . . , N.

Ïîëîæèì zj(ξ) = (iξ)α
j

Fx(ξ) − Fyj(ξ), j = 1, . . . ,m, è ω(ξ) = (iξ)α
0 −∑

j∈M (iξ)α
j

aj(ξ). Òîãäà çàäà÷à (5.118) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

1

(2π)d

∫
Rd

∣∣∣∣ω(ξ)Fx(ξ) +
∑
j∈M

aj(ξ)zj(ξ)

∣∣∣∣2 dξ → max,

1

(2π)d

∫
Rd
|zj(ξ)|2 dξ ≤ δ2

j , j = 1, . . . ,m,

1

(2π)d

∫
Rd
|ξ|2α

j

|Fx(ξ)|2 dξ ≤ δ2
j , j = m+ 1, . . . , N.

Ïóñòü ôóíêöèè aj(·), j ∈M , âûáðàíû èç ñèñòåìû ôóíêöèé ajk(·), k = 1, . . . , s,
óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ (5.114). Òîãäà íàäî îöåíèòü çíà÷åíèå ñëåäóþùåé
çàäà÷è

1

(2π)d

∫
Rd

∣∣∣∣ ∑
j∈{j1,...,js}\M

(iξ)α
j

aj(ξ)Fx(ξ) +
∑
j∈M

aj(ξ)zj(ξ)

∣∣∣∣2 dξ → max,

1

(2π)d

∫
Rd
|zj(ξ)|2 dξ ≤ δ2

j , j = 1, . . . ,m,

1

(2π)d

∫
Rd
|ξ|2α

j

|Fx(ξ)|2 dξ ≤ δ2
j , j = m+ 1, . . . , N,

Ïîëîæèì

λ̂jk =
θjk
δ2
jk

e−2S(α0), k = 1, . . . , s.

Ïî íåðàâåíñòâó Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî èìååì∣∣∣∣ ∑
j∈{j1,...,js}\M

(iξ)α
j

aj(ξ)Fx(ξ) +
∑
j∈M

aj(ξ)zj(ξ)

∣∣∣∣2
≤ Ωa(·)(ξ)

( ∑
j∈{j1,...,js}\M

λ̂j |ξ|2α
j

|Fx(ξ)|2 +
∑
j∈M

λ̂j |zj(ξ)|2
)
,

ãäå

Ωa(·)(ξ) =

s∑
k=1

|ajk(ξ)|2

λ̂jk
, a(·) = (aj1(·), . . . , ajs(·)).

Èíòåãðèðóÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî, ó÷èòûâàÿ îãðàíè÷åíèÿ â çàäà÷å (5.118),
ïîëó÷àåì, ÷òî çíà÷åíèå ýòîé çàäà÷è îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé

‖Ωa(·)(·)‖L∞(Rd)

s∑
k=1

λ̂jkδ
2
jk
.
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Â ñèëó ðàâåíñòâà
s∑

k=1

λ̂jkδ
2
jk

= e−2S(α0)

ïîãðåøíîñòü ìåòîäîâ (5.113) îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé

‖Ωa(·)(·)‖L∞(Rd)e
−2S(α0),

÷òî ïðè óñëîâèè Ωa(·)(ξ) ≤ 1 äëÿ ï. â. ξ ∈ Rd, ò. å.

(5.119)
s∑

k=1

|ajk(ξ)|2

λ̂jk
≤ 1

äëÿ ï. â. ξ ∈ Rd, îçíà÷àåò ñîâïàäåíèå îöåíîê ñíèçó è ñâåðõó äëÿ ïîãðåøíîñòè
îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ è òåì ñàìûì îïòèìàëüíîñòü ðàññìàòðèâàåìûõ
ìåòîäîâ. Èç îïðåäåëåíèÿ λ̂jk ñëåäóåò, ÷òî óñëîâèå (5.119) ñîâïàäàåò ñ óñëîâèåì
(5.115).

Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî ôóíêöèé αj(·), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëî-
âèÿì (5.114) è (5.115) íå ïóñòî. Ðàññìîòðèì íà Rd ôóíêöèþ

f(η) = −1 +

s∑
k=1

λ̂jke
−2〈αjk−α0,η〉.

Ýòî, î÷åâèäíî, âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, ïðè÷åì ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî f(η̂) = 0 è
ïðîèçâîäíàÿ ýòîé ôóíêöèè â òî÷êå η̂ òàêæå ðàâíà íóëþ. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî
f(η) ≥ 0 ïðè âñåõ η ∈ Rd. Ñëåäîâàòåëüíî,

−e−2〈α0,η〉 +

s∑
k=1

λ̂jke
−2〈αjk ,η〉 ≥ 0.

Ïîëîæèâ e−ηj = |ξj |, j = 1, . . . , d, ïîëó÷àåì, ÷òî

(5.120) −|ξ|2α
0

+

s∑
k=1

λ̂jk |ξ|2α
jk ≥ 0

ïðè âñåõ ξ ∈ Rd. Ïîëîæèì

ajk(t) = (iξ)α
0 λ̂jk(−iξ)αjk∑s

k=1 λ̂jk |ξ|2αjk
.

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî óñëîâèå (5.114) âûïîëíåíî. Èìååì
s∑

k=1

|ajk(ξ)|2

λ̂jk
=

|ξ|2α0∑s
k=1 λ̂jk |ξ|2αjk

.

Òåïåðü âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (5.115) âûòåêàåò èç íåðàâåíñòâà (5.120). �

5.11. Êîììåíòàðèè

5.1. Ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû 5.1 è åå äîêàçàòåëüñòâî âçÿòû èç ó÷åáíèêà
Â. À. Èëüèíà, Ý. Ã. Ïîçíÿêà [42]. Ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè Òèõîíîâà øèðîêî ïðè-
ìåíÿåòñÿ â ðàçëè÷íûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ. Òåì íå ìåíåå, íà íàø âçãëÿä, ó
ýòîãî ìåòîäà åñòü ðÿä íåäîñòàòêîâ. Àâòîðû ó÷åáíèêà [42] ïèøóò: �... äîëæíû
ëè ìû, æåëàÿ ïîëó÷èòü êàê ìîæíî áîëåå òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå îá èíòåðåñó-
þùåì íàñ ôèçè÷åñêîì ïðîöåññå, íåîãðàíè÷åííî ñîâåðøåíñòâîâàòü òî÷íîñòü
ïðèáîðà èëè ïóòü ê ýòîìó ëåæèò ÷åðåç ðàçâèòèå òàêèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ
ìåòîäîâ îáðàáîòêè ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ïðè èìå-
þùåéñÿ òî÷íîñòè èçìåðåíèÿ ÷àñòîòíûõ õàðàêòåðèñòèê èçâëå÷ü ìàêñè-
ìàëüíóþ èíôîðìàöèþ îá èçó÷àåìîì ïðîöåññå.� (Âûäåëåíî æèðíûì øðèôòîì
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íàìè.) Íî ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè óòâåðæäàåò î ñõîäèìîñòè ïðåäëîæåííîãî àëãî-
ðèòìà ïðè δ → 0 è íå äàåò èíôîðìàöèè î ïîãðåøíîñòè àëãîðèòìà ïðè äàííîì
ôèêñèðîâàííîì δ. Êðîìå òîãî, ìû íå ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî ìû �èçâëåêëè
ìàêñèìàëüíóþ èíôîðìàöèþ îá èçó÷àåìîì ïðîöåññå�, òàê êàê íåò ãàðàíòèè,
÷òî íå ñóùåñòâóåò àëãîðèòìà, êîòîðûé äàë áû ëó÷øèé ðåçóëüòàò (â äàííîé
ïîñòàíîâêå íåò âîçìîæíîñòè ñðàâíèâàòü ðàçíûå àëãîðèòìû).

5.2. Ïîäõîä ê çàäà÷àì âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèè ïî åå íåòî÷íî çàäàííûì
êîýôôèöèåíòàì Ôóðüå, îñíîâàííûé íà îáùåé òåîðèè îïòèìàëüíîãî âîññòà-
íîâëåíèÿ ñâîáîäåí îò òåõ íåäîñòàòêîâ, êîòîðûå óêàçûâàëèñü â ïðåäûäóùåì
ïóíêòå. À èìåííî, çäåñü óäàåòñÿ ïîëó÷èòü îöåíêó ïîãðåøíîñòè âîññòàíîâëå-
íèÿ ïðè ëþáîé ôèêñèðîâàííîé ïîãðåøíîñòè çàäàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå, à
òàêæå íàéòè íàèëó÷øèé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ. Ìû íàçûâàåì ýòîò ìåòîä ðå-
ãóëÿðèçàöèåé ïî Êîëìîãîðîâó â ñèëó òîãî, ÷òî ñàìà èäåÿ ïîñòðîåíèÿ òåîðèè
îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ áåðåò ñâîå íà÷àëî îò èäåé À. Í. Êîëìîãîðîâà,
ñâÿçàííûõ ñ ïîñòðîåíèåì îïòèìàëüíûõ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë è ââåäåíèåì ïî-
íÿòèÿ n-ïîïåðå÷íèêà. Ðàäè îáúåêòèâíîñòè ñòîèò ñêàçàòü, ÷òî è ýòîò ïîäõîä ìî-
æåò áûòü ïîäâåðãíóò íåêîòîðîé êðèòèêè, ñâÿçàííîé ñ òåì, ÷òî èññëåäîâàòåëü
íå çíàåò, êàêîìó êëàññó ôóíêöèé ïðèíàäëåæàò ôóíêöèè, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ
îí õî÷åò âîññòàíàâëèâàòü. Òåì íå ìåíåå, ñòðîÿ îïòèìàëüíûå ìåòîäû äëÿ ðàç-
ëè÷íûõ êëàññîâ, ìû ïîëó÷àåì ñåìåéñòâî ìåòîäîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ îáëàäà-
åò õîðîøèìè ñâîéñòâàìè (îïòèìàëüíîñòü íà ñîîòâåòñòâóþùåì êëàññå). Ñðåäè
ýòèõ ìåòîäîâ èññëåäîâàòåëü ìîæåò âûáèðàòü òå, ïðèìåíåíèå êîòîðûõ íàèáîëåå
àäåêâàòíî îòîáðàæàþò èçó÷àåìûå ïðîöåññû.

Ìàòåðèàë ýòîãî ðàçäåëà âçÿò èç ðàáîòû Ã. Ã. Ìàãàðèë-Èëüÿåâà, Ê. Þ. Îñè-
ïåíêî [64].

5.3. Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà â ãèëü-
áåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ïî íåòî÷íî çàäàííûì çíà÷åíèÿì íà îðòîíîðìèðîâàí-
íîé ñèñòåìå ôóíêöèîíàëîâ ðàññìàòðèâàëàñü â ðàáîòå Ê. Þ. Îñèïåíêî [77]. Òà
æå çàäà÷à ïðè çàäàíèè ïîãðåøíîñòè â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå ñ ïðèëîæåíèåì
ê âîññòàíîâëåíèþ ïî íåòî÷íî çàäàííûì êîýôôèöèåíòàì Ôóðüå íà ðàçëè÷íûõ
êëàññàõ ôóíêöèé èçó÷àëàñü â ðàáîòå Ê. Þ. Îñèïåíêî [18]. Òåêñò äàííîãî ðàç-
äåëà âçÿò èç îáçîðíîé ñòàòüè Ê. Þ. Îñèïåíêî [20]. Ñëó÷àé r = 1 (êëàññW 1

2 (T))
ðàññìàòðèâàëñÿ â ðàáîòå Ã. Ã. Ìàãàðèë-Èëüÿåâà, Ê. Þ. Îñèïåíêî [67].

5.4. Âîññòàíîâëåíèå ôóíêöèé è èõ ïðîèçâîäíûõ ïî íåòî÷íî çàäàííûì
êîýôôèöèåíòàì Ôóðüå (â êîìïëåêñíîé ôîðìå) ðàññìàòðèâàëîñü â ðàáîòå
Ã. Ã. Ìàãàðèë-Èëüÿåâà, Ê. Þ. Îñèïåíêî [54]. Áîëåå îáùèå ðåçóëüòàòû â ýòîì
íàïðàâëåíèè ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ Í. Ä. Âûñê, Ê. Þ. Îñèïåíêî [38] è
Ê. Þ. Îñèïåíêî [87, òåîðåìà 10].

5.5. Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèé è èõ ïðîèçâîäíûõ ïî íåòî÷íî çàäàí-
íûì êîýôôèöèåíòàì Ôóðüå â êîìïëåêñíîé ôîðìå àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò áûë
ïîëó÷åí â ðàáîòå Ã. Ã. Ìàãàðèë-Èëüÿåâà, Ê. Þ. Îñèïåíêî [54]. Òåîðåìà 5.6
äîêàçàíà â ðàáîòå Ã. Ã. Ìàãàðèë-Èëüÿåâà, Ê. Þ. Îñèïåíêî [64]. Íåñêîëüêî áî-
ëåå îáùàÿ çàäà÷à î âîññòàíîâëåíèè ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ïî êîýôôèöèåíòàì
Ôóðüå, çàäàííûì ñ îøèáêîé â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå, è ïðèìåíåíèå åå ê çà-
äà÷å âîññòàíîâëåíèÿ ðåøåíèÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ïî íåòî÷íûì íà÷àëüíûì
óñëîâèÿì ðàññìàòðèâàëàñü â ðàáîòå Í. Ä. Âûñê [37].

5.6. Òåîðåìà 5.7 ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì íåñêîëüêî áîëåå îáùåãî ðå-
çóëüòàòà (êîãäà ïîãðåøíîñòü δ çàâèñèò îò òî÷êè, â êîòîðîé îíà èçìåðÿåòñÿ),
ïîëó÷åííîãî â ðàáîòå Ã. Ã. Ìàãàðèë-Èëüÿåâà, Ê. Þ. Îñèïåíêî [57]. Â çàäà÷å
(5.36) ïðè p = 2 è σ = ∞ èíôîðìàöèÿ ðàâíîñèëüíà (â ñèëó òåîðåìû Ïëàí-
øåðåëÿ) òîìó, ÷òî èçâåñòíà ñàìà ôóíêöèÿ ñ òî÷íîñòüþ äî δ â ìåòðèêå L2(R).
Â òàêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷à ðåøåíà â ðàáîòå A. A. Melkman, C. A. Micchelli
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[13]. Òåîðåìû 5.8 è 5.9 (áåç íàõîæäåíèÿ ñåìåéñòâà îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ) äî-
êàçàíû â ðàáîòå Ã. Ã. Ìàãàðèë-Èëüÿåâà, Ê. Þ. Îñèïåíêî [57]. Ñóùåñòâîâà-
íèå ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ áûëî îáíàðóæåíî â ðàáîòå
Ã. Ã. Ìàãàðèë-Èëüÿåâà, Ê. Þ. Îñèïåíêî [61]. Â áîëåå îáùåé ñèòóàöèè ñåìåé-
ñòâà îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ îïèñàíû â ðàáîòå Ê. Þ. Îñèïåíêî
[87].

5.7. Èäåÿ ñîâìåùåíèÿ äâóõ ïîäõîäîâ (îäíîãî, îñíîâàííîãî íà ïîñòðîå-
íèè ìåòîäîâ, òî÷íûõ íà ïîäïðîñòðàíñòâàõ, è äðóãîãî, îñíîâàííîãî íà ïî-
ñòðîåíèè ìåòîäîâ, îïòèìàëüíûõ íà äàííîì êëàññå) áûëà âûñêàçàíà â ðàáîòå
Ã. Ã. Ìàãàðèë-Èëüÿåâà, Ê. Þ. Îñèïåíêî [68]. Òåîðåìà 5.11 ÿâëÿåòñÿ óïðîùåí-
íûì âàðèàíòîì äîêàçàííîãî â ýòîé ðàáîòå ðåçóëüòàòà.

5.8. Ïåðâûå òî÷íûå íåðàâåíñòâà òèïà (5.68) áûëè ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ
E. Landau [11] (T = R+, n = 2, k = 1, p = q = r =∞) è J. Hadamard [7] (T = R,
n = 2, k = 1, p = q = r =∞). Â êîíöå òðèäöàòûõ ãîäîâ â ðàáîòå À. Í. Êîëìîãî-
ðîâà [44] áûëè íàéäåíû òî÷íûå êîíñòàíòû â (5.68) ïðè T = R, p = q = r =∞ â
îáùåì ñëó÷àå, ò.å. ïðè ëþáûõ n ≥ 2 è 0 < k < n. Ýòîò ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ íàè-
áîëåå ÿðêèì â äàííîé ïðîáëåìàòèêå, ïîýòîìó òî÷íûå íåðàâåíñòâà âèäà (5.68)
÷àñòî íàçûâàþò íåðàâåíñòâàìè òèïà Êîëìîãîðîâà èëè (îòäàâàÿ äàíü ïåðâîìó
ðåçóëüòàòó â ýòîé îáëàñòè) íåðàâåíñòâàìè òèïà Ëàíäàó�Êîëìîãîðîâà.

Ýòîé òåìàòèêå ïîñâÿùåíî äîâîëüíî ìíîãî ðàáîò. Íî ðåçóëüòàòû, àíàëîãè÷-
íûå ïî ñâîåé çàâåðøåííîñòè êîëìîãîðîâñêîìó, ïîëó÷åíû ëèøü åùå â ÷åòûðåõ
ñëó÷àÿõ: â òðåõ ñëó÷àÿõ íà R (p = q = r = 2 � Ã. Ã. Õàðäè, Äæ. Å. Ëèòòë-
âóä, Ã. Ïîëèà [104], p = q = r = 1 � E. M. Stein [29], p = r = 2, q = ∞ �
Ë. Â. Òàéêîâ [97]) è â îäíîì ñëó÷àå íà R+ (p = r = 2, q =∞ � Â. Í. Ãàáóøèí
[40], Ã. À. Êàëÿáèí [43]). Áîëåå ïîäðîáíóþ èíôîðìàöèþ î òî÷íûõ íåðàâåí-
ñòâàõ äëÿ ïðîèçâîäíûõ ìîæíî íàéòè â îáçîðíûõ ñòàòüÿõ Â. Â. Àðåñòîâà [32]
è Ã. Ã. Ìàãàðèë-Èëüÿåâà, Â. Ì. Òèõîìèðîâà [70].

Òåîðåìû 5.15 è 5.16 äîêàçàíû Â. Í. Ãàáóøèíûì [39].
5.9. Â ðàáîòå Ã. À. Êàëÿáèíà [43] áûë íàéäåí ÿâíûé âèä òî÷íîé êîíñòàíòû

â íåðàâåíñòâå

x(k)(0) ≤ Ân,k
(
‖x(·)‖2L2(R+) + ‖x(n)(·)‖2L2(R+)

)1/2

,

êîòîðîå òåñíî ñâÿçàíî ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ìóëüòèïëèêàòèâíûì íåðàâåíñòâîì
òèïà Êîëìîãîðîâà. Íåñêîëüêî áîëåå îáùàÿ çàäà÷à áûëà ðàññìîòðåíà â ðàáîòå
À. À. Ëóíåâà, Ë. Ë. Îðèäîðîãè [52]. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 5.17 îñíîâàíî íà
ðåçóëüòàòàõ ýòîé ðàáîòû. Ðåøåíèå çàäà÷à îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ (òåî-
ðåìà 5.18) â ñóùåñòâåííîì îïèðàåòñÿ íà ðåçóëüòàòû ðàáîòû Ê. Þ. Îñèïåíêî
[22].

5.10. Ðåøåíèå ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (5.116)
ïðèâåäåíî â ðàáîòå Ã. Ã. Ìàãàðèë-Èëüÿåâà, Â. Ì. Òèõîìèðîâà [70] â ñâÿçè ñ
îáîáùåíèåì íåðàâåíñòâà Õàðäè�Ëèòòëâóäà�Ïîëèà. Îöåíêà ñâåðõó ïîãðåøíî-
ñòè îïòèìàëüíîãî ìåòîäà èñïîëüçóåò ïðèåì (ïðèìåíåíèå íåðàâåíñòâà Êîøè�
Áóíÿêîâñêîãî ñî ñïåöèàëüíî ïîäîáðàííûìè âåñàìè), êîòîðûé óæå íåîäíîêðàò-
íî èñïîëüçîâàëñÿ (ñì., íàïðèìåð, äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.9).



Ãëàâà 6

Îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå ðåøåíèé óðàâíåíèé

ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè

6.1. Âîññòàíîâëåíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè

Ðàñïðîñòðàíåíèå òåïëà â Rd îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

(6.1)
∂u

∂t
= ∆u

(ãäå ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà â Rd è u(·, ·) � ôóíêöèÿ íà Rd× [0,∞)) ñ çàäàííûì
íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì òåìïåðàòóðû

(6.2) u(·, 0) = u0(·).

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî u0(·) ∈ L2(Rd). Åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è
(6.1)�(6.2) ïðè t > 0 ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàë Ïóàññîíà

(6.3) u(x, t) = u(x, t;u0(·)) =
1

2
√
πt

∫
Rd
e−
|x−ξ|2

4t u0(ξ) dξ,

ãäå x = (x1, . . . , xd), ξ = (ξ1, . . . , ξd),

|x− ξ|2 =

d∑
j=1

(xj − ξj)2.

Ïóñòü â ìîìåíòû âðåìåíè 0 ≤ t1 < . . . < tn ïðèáëèæåííî èçâåñòíû ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóð u(·, t1), . . . , u(·, tn). Òî÷íåå ãîâîðÿ, èçâåñòíû ôóíêöèè
yj(·) ∈ L2(Rd) òàêèå, ÷òî

‖u(·, tj)− yj(·)‖L2(Rd) ≤ δj , j = 1, . . . , n,

ãäå δj > 0, j = 1, . . . , n. Ïî ýòîé èíôîðìàöèè òðåáóåòñÿ âîññòàíîâèòü ðàñïðåäå-
ëåíèå òåìïåðàòóðû â Rd â ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè τ , t1 ≤ τ ≤ tn.

Òåì ñàìûì ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à (2.36), â êîòîðîé X = Y0 = Y1 = . . . =
Yn = L2(Rd), k = 0, à îïåðàòîðû Ij : L2(Rd)→ L2(Rd), j = 0, 1, . . . , n, îïðåäåëå-
íû ðàâåíñòâàìè

I0u0(·) = u(·, τ), Iju0(·) = u(·, tj), j = 1, . . . , n.

Íà äâóìåðíîé ïëîñêîñòè (t, v) ïîñòðîèì ìíîæåñòâî

M = co{ (tj , ln(1/δj)), 1 ≤ j ≤ n }+ { (t, 0) : t ≥ 0 }.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ θ(·) íà [t1,+∞) ðàâåíñòâîì

θ(t) = max{ v : (t, v) ∈M }.

ßñíî, ÷òî íà [t1,+∞) ôóíêöèÿ θ(·) � âîãíóòàÿ ëîìàíàÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
ts1 < . . . < tsk åå òî÷êè èçëîìà (ñ÷èòàÿ t1 òàêæå òî÷êîé èçëîìà, ò. å.
ts1 = t1), êîòîðûå, î÷åâèäíî, ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâîì òî÷åê {t1, . . . , tn} (ñì.
ðèñóíîê 6.1.1, íà êîòîðîì èçîáðàæåííûå òî÷êè èìåþò êîîðäèíàòû (tj , ln(1/δj),
æèðíàÿ êðèâàÿ � ãðàôèê ôóíêöèè θ(·)).

222



6.1. ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈÅ ÐÅØÅÍÈß ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÒÅÏËÎÏÐÎÂÎÄÍÎÑÒÈ 223

0
-

6

t

v

�
�
�
�
�

t1

ln 1
δ1

ts2

ln 1
δs2

�
�
�
��

ts3

ln 1
δs3

���������

tsk

ln 1
δsk

q
q

q
q

q
q
q

qq

q

q q
q

q

qp p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p qp p p p p p p p p p p p p p qp p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p
Ðèñ. 6.1.1

Òåîðåìà 6.1. Äëÿ ëþáîãî τ ≥ t1 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

E(I, δ) = e−θ(τ).

Åñëè τ ∈ (tsm , tsm+1
) ïðè íåêîòîðîì m, 1 ≤ m ≤ k − 1, òî äëÿ âñåõ α(·),

óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

(6.4) e−2|ξ|2τ

(
e2|ξ|2tsm |α(ξ)|2

λ
(m)
1

+ e2|ξ|2tsm+1
|1− α(ξ)|2

λ
(m)
2

)
≤ 1,

ãäå

λ
(m)
1 =

tsm+1 − τ
tsm+1 − tsm

(
δsm+1

δsm

) 2(τ−tsm )

tsm+1
−tsm

,

λ
(m)
2 =

τ − tsm
tsm+1 − tsm

(
δsm
δsm+1

) 2(tsm+1
−τ)

tsm+1
−tsm

,

ìåòîäû

(6.5) ϕ̂(y)(·) = F−1
(
e−|ξ|

2(τ−tsm )α(ξ)Fysm(ξ)

+e−|ξ|
2(τ−tsm+1

)(1− α(ξ))Fysm+1
(ξ)
)

(·)

ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè. Åñëè τ = tsm ïðè íåêîòîðîì m, 1 ≤ m ≤ k, òî
ìåòîä

ϕ̂(y)(·) = ysm(·)
ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì. Ïðè τ > tsk ìåòîä

ϕ̂(y)(·) = F−1
(
e−|ξ|

2(τ−tsk )Fysk(ξ)
)

(·)

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 2.19. Ðàññìîòðèì ýêñòðå-
ìàëüíóþ çàäà÷ó

(6.6) ‖I0u0(·)‖2Y0
→ max, ‖Iju0(·)‖2Yj ≤ δ

2
j , j = 1, . . . , n, u0(·) ∈ L2(Rd).

Õîðîøî èçâåñòíî (ïðè d = 1 ñì., íàïðèìåð, [45, ñòð. 408]), ÷òî

F (I0u0(·))(ξ) = e−|ξ|
2τFu0(ξ), F (Iju0(·))(ξ) = e−|ξ|

2tjFu0(ξ),

j = 1, . . . , n, ξ ∈ Rd.

Ïî òåîðåìå Ïëàíøåðåëÿ ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à (6.6) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â
âèäå

(6.7)
1

(2π)d

∫
Rd
e−2|ξ|2τ |Fu0(ξ)|2 dξ → max,

1

(2π)d

∫
Rd
e−2|ξ|2tj |Fu0(ξ)|2 dξ ≤ δ2

j , j = 1, . . . , n, u0(·) ∈ L2(Rd).

Ïóñòü τ ∈ [tsm , tsm+1) ïðè íåêîòîðîì m, 1 ≤ m ≤ k − 1. Ïðÿìàÿ x = at+ b,
ãäå

a =
ln 1/δsm+1 − ln 1/δsm

tsm+1 − tsm
, b =

tsm+1 ln 1/δsm − tsm ln 1/δsm+1

tsm+1 − tsm
,

ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè (tsm , ln 1/δsm) è (tsm+1
, ln 1/δsm+1

). Äëÿ ε > 0 ðàññìîòðèì
øàð

Bε = { ξ ∈ Rd : |ξ − ξε| < ε }, ξε = (
√
a+ ε, 0, . . . , 0).

Ïóñòü ôóíêöèÿ û0(·) òàêîâà, ÷òî

Fû0(ξ) =

{
A, ξ ∈ Bε ∪ (−Bε),
0, ξ /∈ Bε ∪ (−Bε),

ãäå

A =
(2π)d/2√

2|Bε|
δ

tsm+1
tsm+1

−tsm
sm δ

− tsm
tsm+1

−tsm
sm+1 ,

à |Bε| � îáúåì øàðà Bε. Òîãäà

1

(2π)d

∫
Rd
e−2|ξ|2t|Fû0(ξ)|2 dξ =

2A2

(2π)d

∫
Bε

e−2|ξ|2t dξ

≤ 2A2|Bε|
(2π)d

e−2at = e−2(at+b).

Â ñèëó òîãî, ÷òî θ(·) � âîãíóòàÿ ëîìàíàÿ, atj+b ≥ ln 1/δj äëÿ âñåõ j = 1, . . . , n.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

1

(2π)d

∫
Rd
e−2|ξ|2tj |Fû0(ξ)|2 dξ ≤ e−2(atj+b) ≤ δ2

j .

Òåì ñàìûì ôóíêöèÿ û0(·) ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé â çàäà÷å (6.7) è

1

(2π)d

∫
Rd
e−2|ξ|2τ |Fû0(ξ)|2 dξ =

2A2

(2π)d

∫
Bε

e−2|ξ|2τ dξ

≥ 2A2|Bε|
(2π)d

e−2(
√
a+2ε)2τ = e−2(aτ+b)e−2ε(4

√
a+ε)τ .
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Óñòðåìëÿÿ ε ê íóëþ, ïîëó÷àåì

sup
u0(·)∈L2(Rd)

‖Iju0(·)‖2Yj≤δ
2
j , j=1,...,n

‖I0u0(·)‖2Y0
≥ e−2(aτ+b) = e−2θ(τ)

= δ

2(tsm+1
−τ)

tsm+1
−tsm

sm δ

2(τ−tsm )

tsm+1
−tsm

sm+1 =

{
λ

(m)
1 δ2

sm + λ
(m)
2 δ2

sm+1
, τ ∈ (tsm , tsm+1),

δ2
sm , τ = tsm

.

Ïóñòü òåïåðü τ ≥ tsk . Ïîëîæèì

B̂ε = { ξ ∈ Rd : |ξ| < ε }.
Îïðåäåëèì ôóíêöèþ û0(·) òàê, ÷òîáû

Fû0(ξ) =


(2π)d/2√
|B̂ε|

δsk , ξ ∈ B̂ε,

0, ξ /∈ B̂ε,

ãäå |B̂ε| � îáúåì øàðà B̂ε. Òîãäà äëÿ âñåõ t ≥ 0

1

(2π)d

∫
Rd
e−2|ξ|2t|Fû0(ξ)|2 dξ =

A2

(2π)d

∫
B̂ε

e−2|ξ|2t dξ ≤ A2|B̂ε|
(2π)d

= δ2
sk
.

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà M äëÿ âñåõ j = 1, . . . , n

1

(2π)d

∫
Rd
e−2|ξ|2tj |Fû0(ξ)|2 dξ ≤ δ2

sk
≤ δ2

j .

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ û0(·) ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé â çàäà÷å (6.7), à

1

(2π)d

∫
Rd
e−2|ξ|2τ |Fû0(ξ)|2 dξ =

δ2
sk

|B̂ε|

∫
Bε

e−2|ξ|2τ dξ ≥ δ2
sk
e−2ε2τ .

Óñòðåìëÿÿ ε ê íóëþ, ïîëó÷àåì

sup
u0(·)∈L2(Rd)

‖Iju0(·)‖2Yj≤δ
2
j , j=1,...,n

‖I0u0(·)‖2Y0
≥ δ2

sk
= e−2θ(τ).

Çàéìåìñÿ òåïåðü îöåíêîé (2.63). Ïóñòü τ ∈ (tsm , tsm+1) ïðè íåêîòîðîì m,
1 ≤ m ≤ k − 1. Îïðåäåëèì îïåðàòîðû Sj : L2(Rd)→ L2(Rd), j = m,m+ 1, òàê,
÷òîáû

F (Smx(·))(ξ) = e−|ξ|
2(τ−tsm )α(ξ)Fx(ξ),

F (Sm+1x(·))(ξ) = e−|ξ|
2(τ−tsm+1

)(1− α(ξ))Fx(ξ).

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ âñåõ u0(·) ∈ L2(Rd)

F ((I0 − SmIsm − Sm+1Ism+1)u0(·))(ξ) ≡ 0.

Ïîýòîìó I0 = SmIsm + Sm+1Ism+1 . Ïî òåîðåìå Ïëàíøåðåëÿ ïîëó÷àåì

‖Smzm(·) + Sm+1zm+1(·)‖2L2(Rd)

=
1

(2π)d

∫
Rd
e−2|ξ|2τ

∣∣∣e|ξ|2tsmα(ξ)Fzm(ξ) + e|ξ|
2tsm+1 (1− α(ξ))Fzm+1(ξ)

∣∣∣2 dξ.
Èç íåðàâåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî âûòåêàåò, ÷òî

e−2|ξ|2τ
∣∣∣e|ξ|2tsmα(ξ)Fzm(ξ) + e|ξ|

2tsm+1 (1− α(ξ))Fzm+1(ξ)
∣∣∣2

≤ Ω(ξ)(λ
(m)
1 |Fzm(ξ)|2 + λ

(m)
2 |Fzm+1(ξ)|2),
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ãäå

Ω(ξ) = e−2|ξ|2τ

(
e2|ξ|2tsm |α(ξ)|2

λ
(m)
1

+ e2|ξ|2tsm+1
|1− α(ξ)|2

λ
(m)
2

)
.

Â ñèëó óñëîâèÿ (6.4) ïîëó÷àåì

‖Smzm(·) + Sm+1zm+1(·)‖2L2(Rd)

≤ 1

(2π)d

∫
Rd

(λ
(m)
1 |Fzm(ξ)|2 + λ

(m)
1 |Fzm+1(ξ)|2) dξ

= λ
(m)
1 ‖zm(·)‖2L2(Rd) + λ

(m)
2 ‖zm+1(·)‖2L2(Rd).

Èç òåîðåìû 2.19 âûòåêàåò, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ìåòîäû

ϕ̂(y) = Smysm + Sm+1ysm+1

ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè, à

E(I, δ) = (λ
(m)
1 δ2

sm + λ
(m)
2 δ2

sm+1
)1/2 = e−θ(τ).

Èç òîãî, ÷òî

Fϕ̂(y)(ξ) = e−|ξ|
2(τ−tsm )α(ξ)Fysm(ξ) + e−|ξ|

2(τ−tsm+1
)(1− α(ξ))Fysm+1(ξ),

ñëåäóåò ðàâåíñòâî (6.5).
Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà τ ≥ tsk . Îïðåäåëèì îïåðàòîð

S0
k : L2(Rd)→ L2(Rd) òàê, ÷òîáû

F (S0
kx(·))(ξ) = e−|ξ|

2(τ−tsk )Fx(ξ).

Òàê êàê
F ((I0 − S0

kIsk)u0(·))(ξ) ≡ 0,

òî I0 = S0
kIsk . Ïî òåîðåìå Ïëàíøåðåëÿ ïîëó÷àåì

‖S0
kzk(·)‖2L2(Rd) =

1

(2π)d

∫
Rd
e−2|ξ|2(τ−tsk )|Fzk(ξ)|2 dξ

≤ 1

(2π)d

∫
Rd
|Fzk(ξ)|2 dξ = ‖zk(·)‖2L2(Rd).

Èç òåîðåìû 2.19 âûòåêàåò, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ìåòîä

ϕ̂(y)(·) = S0
kysk(·)

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì, à

E(I, δ) = δsk = e−θ(τ).

Ïðè τ = tsm , 1 ≤ m ≤ k − 1, àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ äëÿ
S0
mzm(·) = zm(·).
Äîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî ôóíêöèé α(·), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (6.4) íå

ïóñòî. Ïóñòü τ ∈ (tsm , tsm+1
). Ðàññìîòðèì âîãíóòóþ ôóíêöèþ

(6.8) y = x
τ−tsm

tsm+1
−tsm , x ≥ 0.

Ïðîâåäåì êàñàòåëüíóþ ê ãðàôèêó ýòîé ôóíêöèè â òî÷êå x0 > 0. Íåòðóäíî
óáåäèòüñÿ, ÷òî êàñàòåëüíàÿ áóäåò èìåòü âèä y = λ1 + λ2x, ãäå

λ1 =
tsm+1 − τ
tsm+1 − tsm

x

τ−tsm
tsm+1

−tsm
0 , λ2 =

τ − tsm
tsm+1 − tsm

x

τ−tsm+1
tsm+1

−tsm
0 .

Â ñèëó âîãíóòîñòè êðèâîé (6.8) äëÿ âñåõ x ≥ 0 áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî

x
τ−tsm

tsm+1
−tsm ≤ λ1 + λ2x.
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Ïîëîæèì

x = e−|ξ|
2(tsm+1

−tsm ), x0 =

(
δsm+1

δsm

)2

.

Òîãäà λj = λ
(m)
j , j = 1, 2, è äëÿ âñåõ ξ ∈ Rd âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

e−|ξ|
2(τ−tsm ) ≤ λ(m)

1 + λ
(m)
2 e−|ξ|

2(tsm+1
−tsm ).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

e−|ξ|
2τ

λ
(m)
1 e−|ξ|

2tsm + λ
(m)
2 e−|ξ|

2tsm+1

≤ 1.

Ïîëîæèâ

α(ξ) =
λ

(m)
1 e−|ξ|

2tsm

λ
(m)
1 e−|ξ|

2tsm + λ
(m)
2 e−|ξ|

2tsm+1

,

ïîëó÷àåì

e−2|ξ|2τ

(
e2|ξ|2tsm |α(ξ)|2

λ
(m)
1

+ e2|ξ|2tsm+1
|1− α(ξ)|2

λ
(m)
2

)

=
e−|ξ|

2τ

λ
(m)
1 e−|ξ|

2tsm + λ
(m)
2 e−|ξ|

2tsm+1

≤ 1.

�

6.2. Îáîáùåííîå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè íà ñôåðå

Ïîëîæèì
Sd−1 = {x ∈ Rd : |x| = 1 }, d ≥ 2,

ãäå |x| =
√
x2

1 + . . .+ x2
d. Îïåðàòîð Ëàïëàñà�Áåëüòðàìè ∆S îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ

ôóíêöèé, çàäàííûõ íà åäèíè÷íîé ñôåðå Sd−1, ñëåäóþùèì îáðàçîì

∆SY (x′) = ∆Y

(
x

|x|

)∣∣x=x′
.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Hk ìíîæåñòâî ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê ïîðÿäêà k (ñì. ï. 9.3).
Âûáåðåì â Hk îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ Y (k)

j (·), j = 1, . . . , ak,

ak = (d+ 2k − 2)
(d+ k − 3)!

(d− 2)!k!
, k ≥ 2, a0 = 1, a1 = d.

Äëÿ α > 0 îïåðàòîð (−∆S)α/2 îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

(−∆S)α/2Y (·) =

∞∑
k=1

Λ
α/2
k

ak∑
j=1

ckjY
(k)
j (·),

ãäå

Y (·) =

∞∑
k=0

ak∑
j=1

ckjY
(k)
j (·),

à Λk = k(k + d− 2) � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà −∆S .
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

ut + (−∆S)α/2u = 0,

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
u(·, 0) = f(·),
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ãäå f(·) ∈ L2(Sd−1). Åñëè

(6.9) f(·) =

∞∑
k=0

ak∑
j=1

ckjY
(k)
j (·),

òî ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è äàåòñÿ ðàâåíñòâîì (9.11)

u(x′, t) =

∞∑
k=0

e−Λ
α/2
k t

ak∑
j=1

ckjY
(k)
j (x′).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðèáëèæåííî èçâåñòíû ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çà-
äà÷è ïðè t = 0, T . Òðåáóåòñÿ âîññòàíîâèòü ðåøåíèå â ìîìåíò âðåìåíè τ ,
0 < τ < T . Òåì ñàìûì ìû ïðèõîäèì ê çàäà÷å î íàõîæäåíèè âåëè÷èíû

E(I, δ) = inf
ϕ : L2(Sd−1)×L2(Sd−1)→L2(Sd−1)

e(I, δ, ϕ),

ãäå

e(I, δ, ϕ) = sup
f(·),y1(·),y2(·)∈L2(Sd−1)
‖u(·,0)−y1(·)‖

L2(Sd−1)
≤δ1

‖u(·,T )−y2(·)‖
L2(Sd−1)

≤δ2

‖u(·, τ)− ϕ(y1, y2)(·)‖L2(Sd−1),

è ñîîòâåòñòâóþùåãî îïòèìàëüíîãî ìåòîäà.

Òåîðåìà 6.2. Åñëè δ1/δ2 ∈
[
eΛα/2m T , eΛ

α/2
m+1T

]
ïðè íåêîòîðîì m ∈ Z+, òî

äëÿ âñåõ αkj, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ(
eΛ

α/2
k (T−τ) − αkj

)2

λ1e2Λ
α/2
k T

+
α2
kj

λ2
≤ 1,

ãäå

λ1 =
e2Λ

α/2
m+1(T−τ) − e2Λα/2m (T−τ)

e2Λ
α/2
m+1T − e2Λ

α/2
m T

,

λ2 =
e2Λα/2m (T−τ)e2Λ

α/2
m+1T − e2Λ

α/2
m+1(T−τ)e2Λα/2m T

e2Λ
α/2
m+1T − e2Λ

α/2
m T

,

ìåòîäû

ϕ̂(y1, y2)(·) =

∞∑
k=0

ak∑
j=1

(
e−Λ

α/2
k T

(
eΛ

α/2
k (T−τ) − αkj

)
y

(1)
kj + αkjy

(2)
kj

)
Y

(k)
j (·),

ãäå

ys(·) =

∞∑
k=0

ak∑
j=1

y
(s)
kj Y

(k)
j (·), s = 1, 2,

ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè, à

E(I, δ) =
√
λ1δ2

1 + λ2δ2
2 .

Åñëè δ1/δ2 ∈ (0, 1], òî ìåòîä

ϕ̂(y1, y2)(·) =

∞∑
k=0

e−Λ
α/2
k τ

ak∑
j=1

y
(1)
kj Y

(k)
j (·)

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì, à E(I, δ) = δ1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äàíà ôóíêöèÿ f(·) ∈ L2(Sd−1), èìåþùàÿ ðàç-
ëîæåíèå (6.9). Îáîçíà÷èì ÷åðåç {xkj} êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè u(·, T ).
Òîãäà äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ôóíêöèè f(·) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

ckj = eΛ
α/2
k Txkj ,

à êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè u(·, τ) èìåþò âèä

eΛ
α/2
k (T−τ)xkj .

Ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà äèñêðåòíîé çàäà÷å, î êîòîðîé øëà ðå÷ü
â òåîðåìå 2.20, ïðè p = 2 è ñ îïåðàòîðàìè

I0x = {eΛ
α/2
k (T−τ)xkj}, I1x = {eΛ

α/2
k Txkj}, I2x = {xkj}.

Ïðè ýòîì èíôîðìàöèîííûìè îïåðàòîðàìè ÿâëÿþòñÿ I1 è I2. Òàêèì îáðàçîì,
óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåìîé òåîðåìû âûòåêàåò èç òåîðåìû 2.20. �

Åñëè ðàññìîòðåòü çàäà÷ó îá îïòèìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè ðåøåíèÿ â ìî-
ìåíò âðåìåíè τ ïî íåòî÷íî çàäàííîìó ðåøåíèþ â ìîìåíò âðåìåíè T > τ íà
êëàññå

W = { f(·) ∈ L2(Sd−1) : ‖f(·)‖L2(Sd−1) ≤ δ1 },
òî èç òîé æå òåîðåìû 2.20 áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî ìåòîäû ϕ̂(0, y2)(·) áóäóò îïòè-
ìàëüíûìè.

6.3. Îáîáùåííîå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè â øàðå

Ïîëîæèì

Bd = {x ∈ Rd : |x| < 1 }, d ≥ 2.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ îáîáùåííîãî óðàâíåíèÿ òåïëî-
ïðîâîäíîñòè â øàðå Bd

(6.10)

ut + (−∆)α/2u = 0, α > 0,

u|t=0 = f(x),

u|x∈Sd−1 = 0,

ãäå f(·) ∈ L2(Bd), à îïåðàòîð (−∆)α/2 îïðåäåëåí ðàâåíñòâîì (9.24).
Åñëè

(6.11) f(·) =

∞∑
k=0

∞∑
s=1

ak∑
j=1

cksjYksj(·)

(ôóíêöèè Yksj(·) îïðåäåëåíû ðàâåíñòâîì (9.23)), òî ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è äàåòñÿ
ðàâåíñòâîì

u(x, t) =

∞∑
k=0

∞∑
s=1

e−(µ(p)
s )αt

ak∑
j=1

cksjYksj(x),

ãäå µ(p)
s � ïîëîæèòåëüíûå íóëè ôóíêöèè Áåññåëÿ Jp(·), p = k + d/2 − 1, çàíó-

ìåðîâàííûå â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ.
Êàê è â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðèáëèæåííî èçâåñòíû ðå-

øåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ïðè t = 0, T . Òðåáóåòñÿ âîññòàíîâèòü ðåøåíèå â
ìîìåíò âðåìåíè τ , 0 < τ < T . Òåì ñàìûì ìû ïðèõîäèì ê çàäà÷å î íàõîæäåíèè
âåëè÷èíû

E(I, δ) = inf
ϕ : L2(Bd)×L2(Bd)→L2(Bd)

e(I, δ, ϕ),
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ãäå
e(I, δ, ϕ) = sup

f(·),y1(·),y2(·)∈L2(Bd)
‖u(·,0)−y1(·)‖

L2(Bd)
≤δ1

‖u(·,T )−y2(·)‖
L2(Bd)

≤δ2

‖u(·, τ)− ϕ(y1, y2)(·)‖L2(Bd),

è ñîîòâåòñòâóþùåãî îïòèìàëüíîãî ìåòîäà.
Óïîðÿäî÷èì ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ íóëåé ôóíêöèé Áåññåëÿ Jp(·) ïðè

p = k + d/2 − 1, k = 0, 1, . . ., ïî âîçðàñòàíèþ µ
(p1)
s1 < µ

(p2)
s2 < . . . < µ

(pj)
sj < . . .

òàê, ÷òîáû íà èíòåðâàëàõ (0, µ
(p1)
s1 ), (µ

(pj)
sj , µ

(pj+1)
sj+1 ), j = 1, 2, . . ., íå áûëî íóëåé

èç ýòîãî ìíîæåñòâà (î ñâîéñòâàõ íóëåé ôóíêöèé Áåññåëÿ ñì. ï. 9.10).
Ïîëîæèì

aks = e(µ
(p)
s )

α

= e(µ
(k+d/2−1)
s )

α

, βj = e

(
µ

(pj)
sj

)α
.

Òåîðåìà 6.3. Åñëè δ1/δ2 ∈
[
βTm, β

T
m+1

]
ïðè íåêîòîðîì m ∈ N, òî äëÿ âñåõ

αksj, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ(
aT−τks − αksj

)2
λ1a2T

ks

+
α2
ksj

λ2
≤ 1,

ãäå

λ1 =
β

2(T−τ)
m+1 − β2(T−τ)

m

β2T
m+1 − β2T

m

,

λ2 =
β

2(T−τ)
m β2T

m+1 − β
2(T−τ)
m+1 β2T

m

β2T
m+1 − β2T

m

,

ìåòîäû

ϕ̂(y1, y2)(·) =

∞∑
k=0

∞∑
s=1

ak∑
j=1

(
a−Tks

(
aT−τks − αksj

)
y

(1)
ksj + αksjy

(2)
ksj

)
Yksj(·),

ãäå

yn(·) =

∞∑
k=0

∞∑
s=1

ak∑
j=1

y
(n)
ksjYksj(·), n = 1, 2,

ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè, à

E(I, δ) =
√
λ1δ2

1 + λ2δ2
2 .

Åñëè δ1/δ2 ∈ (0, βT1 ], òî ìåòîä

ϕ̂(y1, y2)(·) =

∞∑
k=0

∞∑
s=1

a−τks

ak∑
j=1

y
(1)
ksjYksj(·)

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì, à E(I, δ) = δ1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äàíà ôóíêöèÿ f(·) ∈ L2(Bd), èìåþùàÿ ðàçëî-
æåíèå (6.11). Îáîçíà÷èì ÷åðåç {xksj} êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè u(·, T ).
Òîãäà äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ôóíêöèè f(·) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

cksj = aTksxksj ,

à êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè u(·, τ) èìåþò âèä

aT−τks xksj .

Ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ñíîâà ýêâèâàëåíòíà äèñêðåòíîé çàäà÷å, î êîòîðîé øëà
ðå÷ü â òåîðåìå 2.20, ïðè p = 2 è ñ îïåðàòîðàìè

I0x = {aT−τks xksj}, I1x = {aTksxksj}, I2x = {xksj}.
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Ïðè ýòîì èíôîðìàöèîííûìè îïåðàòîðàìè ÿâëÿþòñÿ I1 è I2. Òàêèì îáðàçîì,
óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåìîé òåîðåìû âûòåêàåò èç òåîðåìû 2.20. �

Åñëè ðàññìîòðåòü çàäà÷ó îá îïòèìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè ðåøåíèÿ â ìî-
ìåíò âðåìåíè τ ïî íåòî÷íî çàäàííîìó ðåøåíèþ â ìîìåíò âðåìåíè T > τ íà
êëàññå

W = { f(·) ∈ L2(Bd) : ‖f(·)‖L2(Bd) ≤ δ1 },
òî èç òîé æå òåîðåìû 2.20 áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî ìåòîäû ϕ̂(0, y2)(·) áóäóò îïòè-
ìàëüíûìè.

6.4. Çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â øàðå

Ðàññìîòðèì â øàðå Bd, d ≥ 2, çàäà÷ó Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà:

(6.12)
∆u = 0,

u∣∣Sd−1
= f(·),

ãäå f(·) ∈ L2(Sd−1). Ãðàíè÷íîå óñëîâèå çäåñü ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ðàâåíñòâà

lim
r→1−0

∫
Sd−1

|u(rx′)− f(x′)|2 dx′ = 0.

Ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è (ñì. ï. 9.5) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

u(x) =

∞∑
k=0

|x|k
ak∑
j=1

ckjY
(k)
j

(
x

|x|

)
,

äîîïðåäåëåííàÿ â íóëå ïî íåïðåðûâíîñòè, ãäå ckj � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå
ôóíêöèè f(·), èìåþùåé ðàçëîæåíèå (6.9).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðèáëèæåííî èçâåñòíà ãðàíè÷íàÿ ôóíêöèÿ f(·) è ïðè-
áëèæåííî èçâåñòíî ðåøåíèå íà ñôåðå ðàäèóñà r < 1. Êàê íàèëó÷øèì îáðàçîì
ïî ýòîé èíôîðìàöèè âîññòàíîâèòü ðåøåíèå íà ñôåðå ðàäèóñà ρ, r < ρ < 1?
Ïåðåéäåì ê áîëåå òî÷íîé ïîñòàíîâêå. Ïîëîæèì

ur(x
′) = u(rx′), uρ(x

′) = u(ρx′), x′ =
x

|x|
.

Ðå÷ü èäåò î íàõîæäåíèè âåëè÷èíû

E(I, δ) = inf
ϕ : L2(Sd−1)×L2(Sd−1)→L2(Sd−1)

e(I, δ, ϕ),

ãäå
e(I, δ, ϕ) = sup

f(·),y1(·),y2(·)∈L2(Sd−1)
‖f(·)−y1(·)‖

L2(Sd−1)
≤δ1

‖ur(·)−y2(·)‖
L2(Sd−1)

≤δ2

‖uρ(·)− ϕ(y1, y2)(·)‖L2(Sd−1),

è ñîîòâåòñòâóþùåãî îïòèìàëüíîãî ìåòîäà.

Òåîðåìà 6.4. Åñëè δ1/δ2 ∈
[
r−m, r−(m+1)

]
ïðè íåêîòîðîì m ∈ Z+, òî äëÿ

âñåõ αkj, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ(
ρk − rkαkj

)2
λ1

+
α2
kj

λ2
≤ 1,

ãäå

λ1 =
ρ2m(ρ2 − r2)

1− r2
, λ2 =

ρ2m(ρ2 − r2)

r2m(1− r2)
,

ìåòîäû

ϕ̂(y1, y2)(·) =

∞∑
k=0

ak∑
j=1

(
(ρk − rkαkj)y(1)

kj + αkjy
(2)
kj

)
Y

(k)
j (·),
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ãäå

ys(·) =

∞∑
k=0

ak∑
j=1

y
(s)
kj Y

(k)
j (·), s = 1, 2,

ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè, à

E(I, δ) =
√
λ1δ2

1 + λ2δ2
2 .

Åñëè δ1/δ2 ∈ (0, 1], òî ìåòîä

ϕ̂(y1, y2)(·) =

∞∑
k=0

ρk
ak∑
j=1

y
(1)
kj Y

(k)
j (·)

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì, à E(I, δ) = δ1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äàíà ôóíêöèÿ f(·) ∈ L2(Sd−1), èìåþùàÿ ðàçëî-
æåíèå (6.9). Îáîçíà÷èì ÷åðåç {xkj} êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè ur(·). Òîãäà
äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ôóíêöèè f(·) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

ckj = r−kxkj ,

à êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè uρ(·) èìåþò âèä (ρ/r)kxkj . Ðàññìàòðèâàåìàÿ
çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà äèñêðåòíîé çàäà÷å, î êîòîðîé øëà ðå÷ü â òåîðåìå 2.20,
ïðè p = 2 è ñ îïåðàòîðàìè

I0x = {(ρ/r)kxkj}, I1x = {r−kxkj}, I2x = {xkj}.

Ïðè ýòîì èíôîðìàöèîííûìè îïåðàòîðàìè ÿâëÿþòñÿ I1 è I2. Òàêèì îáðàçîì,
óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåìîé òåîðåìû âûòåêàåò èç òåîðåìû 2.20. �

Åñëè ðàññìîòðåòü çàäà÷ó îá îïòèìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè ðåøåíèÿ íà ñôå-
ðå ðàäèóñà ρ ïî íåòî÷íî çàäàííîìó ðåøåíèþ íà ñôåðå ðàäèóñà r íà êëàññå

W = { f(·) ∈ L2(Sd−1) : ‖f(·)‖L2(Sd−1) ≤ δ1 },

òî èç òîé æå òåîðåìû 2.20 áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî ìåòîäû ϕ̂(0, y2)(·) áóäóò îïòè-
ìàëüíûìè.

6.5. Îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå ðåøåíèé ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé

Ðàññìîòðèì ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà â áåñêîíå÷íîì ñòåðæíå, îïè-
ñûâàåìûé äèñêðåòíîé ìîäåëüþ, à èìåííî, íåÿâíîé ðàçíîñòíîé ñõåìîé

(6.13)
us+1,j − usj

τ
=
us+1,j+1 − 2us+1,j + us+1,j−1

h2
.

Çäåñü τ è h � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, (s, j) ∈ Z+×Z, us,j � òåìïåðàòóðà ñòåðæ-
íÿ â ìîìåíò âðåìåíè sτ â òî÷êå jh.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç l2,h ìíîæåñòâî âåêòîðîâ x = {xj}j∈Z, äëÿ êîòîðûõ

‖x‖l2,h =

(
h
∑
j∈Z
|xj |2

)1/2

<∞, h > 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðèáëèæåííî èçìåðåíà òåìïåðàòóðà ñòåðæíÿ â íóëåâîé ìî-
ìåíò âðåìåíè è â ìîìåíò âðåìåíè nτ , ò. å. ïðèáëèæåííî èçâåñòíû âåêòîðû
u0 = {u0,j} è un = {un,j}, èëè, òî÷íåå ãîâîðÿ, íàì èçâåñòíû âåêòîðû y1, y2 ∈ l2,h
òàêèå, ÷òî

‖u0 − y1‖l2,h ≤ δ1, ‖un − y2‖l2,h ≤ δ2,
ãäå δj > 0, j = 1, 2. Ïî ýòîé èíôîðìàöèè òðåáóåòñÿ âîññòàíîâèòü âåêòîð um =
{um,j}, ãäå 0 < m < n, ò. å. âîññòàíîâèòü çíà÷åíèå òåìïåðàòóðû ñòåðæíÿ â
ìîìåíò âðåìåíè mτ .
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Òåì ñàìûì ìû ñíîâà ïðèõîäèì ê çàäà÷å (2.36), â êîòîðîé X = Y0 = Y1 =
Y2 = l2, k = 0, à îïåðàòîðû Ij : l2,h → l2,h, j = 0, 1, 2, îïðåäåëåíû ðàâåíñòâàìè

I0u0 = um, I1u0 = u0, I2u0 = un.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äàííîãî ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ ϕ : l2,h× l2,h → l2,h åãî
ïîãðåøíîñòüþ íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

e(I, δ, ϕ) = sup
u0,y1,y2∈l2,h
‖u0−y1‖l2,h≤δ1
‖un−y2‖l2,h≤δ2

‖um − ϕ(y1, y2)‖l2,h .

Âåëè÷èíà

E(I, δ) = inf
ϕ : l2,h×l2,h→l2,h

e(I, δ, ϕ)

íàçûâàåòñÿ ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ, à ìåòîä, íà êîòîðîì
äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü, íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x = {xj}j∈Z ∈ l2,h íàçîâåì
ôóíêöèþ

Fx(ξ) = h
∑
j∈Z

xje
−ijhξ.

Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî Fx(·) ∈ L2([−π/h, π/h]) è

(6.14) ‖Fx(·)‖2L2([−π/h,π/h]) = 2π‖x‖2l2,h .

Ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ê îáåèì ÷àñòÿì ðàâåíñòâà (6.13)

h
∑
j∈Z

us+1,j − usj
τ

e−ijhξ = h
∑
j∈Z

us+1,j+1 − 2us+1,j + us+1,j−1

h2
e−ijhξ.

Îòñþäà
Us+1(ξ)− Us(ξ)

τ
=
eihξ − 2 + e−ihξ

h2
Us+1(ξ),

ãäå

Us(ξ) = h
∑
j∈Z

us,je
−ijhξ.

Òåì ñàìûì

Us+1(ξ) =

(
1 +

4τ

h2
sin2 hξ

2

)−1

Us(ξ).

Ñëåäîâàòåëüíî,

Us(ξ) = Λs(ξ)U0(ξ), Λ(ξ) =

(
1 +

4τ

h2
sin2 hξ

2

)−1

.

Ïîëîæèì a = (1 + 4τ/h2)−1,

λ1 =


0, δ2/δ1 ∈ (0, an],(

1− m

n

)(δ2
δ1

)2m/n

, δ2/δ1 ∈ (an, 1),

1, δ2/δ1 ∈ [1,+∞),

λ2 =


a2(m−n), δ2/δ1 ∈ (0, an],

m

n

(
δ2
δ1

)2(m/n−1)

, δ2/δ1 ∈ (an, 1),

0, δ2/δ1 ∈ [1,+∞).

.
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Òåîðåìà 6.5. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

E(I, δ) =
√
λ1δ2

1 + λ2δ2
2 .

Äëÿ âñåõ α(·), óäîâëåòâîðÿþùèõ ïðè δ2/δ1 ∈ (an, 1) óñëîâèþ

(6.15) Λ2m(ξ)

(
|1− α(ξ)|2

λ1
+ Λ−2n(ξ)

|α(ξ)|2

λ2

)
≤ 1,

à â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ðàâåíñòâó

α(ξ) =

{
1, δ2/δ1 ∈ (0, an],

0, δ2/δ1 ∈ [1,+∞),

ìåòîäû

ϕ̂(y1, y2) = F−1(Λm(·)(1− α(·))Fy1(·) + Λm−n(·)α(·)Fy2(·))

ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó

‖um‖2l2,h → max, ‖u0‖2l2,h ≤ δ
2
1 , ‖un‖2l2,h ≤ δ

2
2 .

Ïåðåõîäÿ ê îáðàçàì Ôóðüå, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó

(6.16)
1

2π
‖Λm(·)U0(·)‖2L2([−π/h,π/h]) → max,

1

2π
‖U0(·)‖2L2([−π/h,π/h]) ≤ δ

2
1 ,

1

2π
‖Λn(·)U0(·)‖2L2([−π/h,π/h]) ≤ δ

2
2 .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî δ2/δ1 ∈ (an, 1). Ôóíêöèÿ Λ(ξ) ïðè ξ ∈ [0, π/h] ìîíîòîííî
óáûâàåò îò 1 äî a. Ïîýòîìó íàéäåòñÿ ξ̂ ∈ (0, π/h) òàêîå, ÷òî Λn(ξ̂) = δ2/δ1.
Ïîëîæèì äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0

Û0(ξ) =


√

2π

ε
δ1, ξ ∈ (ξ̂, ξ̂ + ε),

0, ξ /∈ (ξ̂, ξ̂ + ε).

Èìååì
1

2π
‖Û0(·)‖2L2([−π/h,π/h]) = δ2

1 ,

à

1

2π
‖Λn(·)Û0(·)‖2L2([−π/h,π/h]) =

δ2
1

ε

∫ ξ̂+ε

ξ̂

Λ2n(ξ) dξ ≤ δ2
1Λ2n(ξ̂) = δ2

2 .

Òåì ñàìûì ôóíêöèÿ Û0(·) ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé â çàäà÷å (6.16). Ñëåäîâàòåëüíî,

sup
u0∈l2,h

‖u0‖2l2,h≤δ
2
1

‖un‖2l2,h≤δ
2
2

‖um‖2l2,h ≥
1

2π
‖Λm(·)Û0(·)‖2L2([−π/h,π/h]) =

δ2
1

ε

∫ ξ̂+ε

ξ̂

Λ2m(ξ) dξ

= δ2
1Λ2m(c),

ãäå c ∈ [ξ̂, ξ̂ + ε]. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè ε→ 0, ïîëó÷àåì

sup
u0∈l2,h

‖u0‖2l2,h≤δ
2
1

‖un‖2l2,h≤δ
2
2

‖um‖2l2,h ≥ δ
2
1Λ2m(ξ̂) = δ

2(1−m/n)
1 δ

2m/n
2 = λ1δ

2
1 + λ2δ

2
2 .
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî δ2/δ1 ∈ (0, an]. Ïîëîæèì äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0

Û0(ξ) =


√

2π

ε

δ2
Λn(ξ)

, ξ ∈ (π/h− ε, π/h],

0, ξ /∈ (π/h− ε, π/h].

Òîãäà
1

2π
‖Λn(·)Û0(·)‖2L2([−π/h,π/h]) = δ2

2 ,

à
1

2π
‖Û0(·)‖2L2([−π/h,π/h]) =

δ2
2

ε

∫ π/h

π/h−ε
Λ−2n(ξ) dξ ≤ δ2

2a
−2n ≤ δ2

1 .

Òåì ñàìûì ôóíêöèÿ Û0(·) ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé â çàäà÷å (6.16). Ñëåäîâàòåëüíî,

sup
u0∈l2,h

‖u0‖2l2,h≤δ
2
1

‖un‖2l2,h≤δ
2
2

‖um‖2l2,h ≥
1

2π
‖Λm(·)Û0(·)‖2L2([−π/h,π/h]) =

δ2
2

ε

∫ π/h

π/h−ε
Λ2(m−n)(ξ) dξ

= δ2
2Λ2(m−n)(c),

ãäå c ∈ [π/h− ε, π/h]. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè ε→ 0, ïîëó÷àåì

sup
u0∈l2,h

‖u0‖2l2,h≤δ
2
1

‖un‖2l2,h≤δ
2
2

‖um‖2l2,h ≥ δ
2
2a

2(m−n) = λ2δ
2
2 .

Åñëè, íàêîíåö, δ2/δ1 ∈ [1,+∞), ïîëîæèì äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0

Û0(ξ) =


√

2π

ε
δ1, ξ ∈ (0, ε),

0, ξ /∈ (0, ε).

Òîãäà
1

2π
‖Û0(·)‖2L2([−π/h,π/h]) = δ2

1 ,

à
1

2π
‖Λn(·)Û0(·)‖2L2([−π/h,π/h]) =

δ2
1

ε

∫ ε

0

Λ2n(ξ) dξ ≤ δ2
1 ≤ δ2

2 .

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ Û0(·) ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé â çàäà÷å (6.16). Ñëåäîâà-
òåëüíî,

sup
u0∈l2,h

‖u0‖2l2,h≤δ
2
1

‖un‖2l2,h≤δ
2
2

‖um‖2l2,h ≥
1

2π
‖Λm(·)Û0(·)‖2L2([−π/h,π/h]) =

δ2
1

ε

∫ ε

0

Λ2m(ξ) dξ

= δ2
1Λ2m(c),

ãäå c ∈ [0, ε]. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè ε→ 0, ïîëó÷àåì

sup
u0∈l2,h

‖u0‖2l2,h≤δ
2
1

‖un‖2l2,h≤δ
2
2

‖um‖2l2,h ≥ δ
2
1 .
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Çàéìåìñÿ òåïåðü îöåíêîé (2.63). Ïóñòü δ2/δ1 ∈ (an, 1). Îïðåäåëèì îïåðàòî-
ðû Sj : l2,h → l2,h, j = 1, 2, òàê, ÷òîáû

F (S1u)(·) = Λm(·)(1− α(·))Fu(·),
F (S2u)(·) = Λm−n(·)α(·)Fu(·).

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ âñåõ u0 ∈ l2,h
F ((I0 − S1I1 − S2I2)u)(·) ≡ 0.

Ïîýòîìó I0 = S1I1 + S2I2. Â ñèëó (6.14) ïîëó÷àåì

‖S1z1 + S2z2‖2l2,h =
1

2π

∫ π/h

−π/h
Λ2m(ξ)

∣∣(1− α(ξ)Fz1(ξ) + Λ−n(ξ)α(ξ)Fz2(ξ)
∣∣2 dξ.

Èç íåðàâåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî âûòåêàåò, ÷òî

Λ2m(ξ)
∣∣(1− α(ξ)Fz1(ξ) + Λ−nα(ξ)Fz2(ξ)

∣∣2 ≤ Ω(ξ)(λ1|Fz1(ξ)|2 + λ2|Fz2(ξ)|2),

ãäå

Ω(ξ) = Λ2m(ξ)

(
|1− α(ξ)|2

λ1
+ Λ−2n(ξ)

|α(ξ)|2

λ2

)
.

Â ñèëó óñëîâèÿ (6.15) ïîëó÷àåì

‖S1z1 + S2z2‖2l2,h ≤
1

2π

∫ π/h

−π/h
(λ1|Fz1(ξ)|2 + λ2|Fz2(ξ)|2) dξ

= λ1‖z1‖2l2,h + λ2‖z2‖2l2,h .
Èç òåîðåìû 2.19 âûòåêàåò, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ìåòîäû

ϕ̂(y1, y2) = S1y1 + S2y2

ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè, à

E(I, δ) =
√
λ1δ2

1 + λ2δ2
2 .

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà δ2/δ1 ∈ (0, an]. Îïðåäåëèì îïåðàòîð
S2 : l2,h → l2,h òàê, ÷òîáû

F (S2u)(·) = Λm−n(·)Fu(·).
Òàê êàê

F ((I0 − S2I2)u0)(ξ) ≡ 0,

òî I0 = S2I2. Êðîìå òîãî,

‖S2z2‖2l2,h =
1

2π

∫ π/h

−π/h
Λ2(m−n)(ξ)|Fz2(ξ)|2 dξ ≤ a2(m−n)‖z2‖2l2,h .

Èç òåîðåìû 2.19 âûòåêàåò, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ìåòîä

ϕ̂(y1, y2) = S2y2

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì, à
E(I, δ) = am−nδ2.

Íàêîíåö, åñëè δ2 ≥ δ1, îïðåäåëèì îïåðàòîð S1 : l2,h → l2,h òàê, ÷òîáû

F (S1u)(·) = Λm(·)Fu(·).
Òîãäà I0 = S1I1 è

‖S1z1‖2l2,h =
1

2π

∫ π/h

−π/h
Λ2m(ξ)|Fz1(ξ)|2 dξ ≤ ‖z1‖2l2,h .

Èç òåîðåìû 2.19 ñëåäóåò, ÷òî ìåòîä

ϕ̂(y1, y2) = S1y1
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ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì, à

E(I, δ) = δ1.

Äîêàæåì, ÷òî ïðè δ2/δ1 ∈ (an, 1) ìíîæåñòâî ôóíêöèé α(·), óäîâëåòâîðÿþ-
ùèõ óñëîâèþ (6.15) íå ïóñòî. Ðàññìîòðèì âîãíóòóþ ôóíêöèþ

(6.17) y = xm/n, x ≥ 0.

Ïðîâåäåì êàñàòåëüíóþ ê ãðàôèêó ýòîé ôóíêöèè â òî÷êå x0 > 0. Íåòðóäíî
óáåäèòüñÿ, ÷òî êàñàòåëüíàÿ áóäåò èìåòü âèä y = λ̂1 + λ̂2x, ãäå

λ̂1 =
(

1− m

n

)
x
m/n
0 , λ̂2 =

m

n
x
m/n−1
0 .

Â ñèëó âîãíóòîñòè êðèâîé (6.17) äëÿ âñåõ x ≥ 0 áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî

xm/n ≤ λ̂1 + λ̂2x.

Ïîëîæèì

x = Λ2n(ξ), x0 =

(
δ2
δ1

)2

.

Òîãäà λ̂j = λj , j = 1, 2, è äëÿ âñåõ ξ ∈ [−π/h, π/h] âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

Λ2m(ξ) ≤ λ1 + λ2Λ2n(ξ).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

Λ2m(ξ)

λ1 + λ2Λ2n(ξ)
≤ 1.

Ïîëîæèâ

α(ξ) =
λ2Λ2n(ξ)

λ1 + λ2Λ2n(ξ)
,

ïîëó÷àåì

Λ2m(ξ)

(
|1− α(ξ)|2

λ1
+ Λ−2n(ξ)

|α(ξ)|2

λ2

)
=

Λ2m(ξ)

λ1 + λ2Λ2n(ξ)
≤ 1.

�

Åñëè ðàññìîòðåòü çàäà÷ó îá îïòèìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè ðåøåíèÿ â ìî-
ìåíò âðåìåíè mτ ïî íåòî÷íî çàäàííîìó ðåøåíèþ â ìîìåíò âðåìåíè nτ íà
êëàññå

W = {u0 ∈ l2,h : ‖u0‖l2,h ≤ δ1 },

òî èç òîé æå òåîðåìû 2.19 áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî ìåòîäû ϕ̂(0, y2)(·) áóäóò îïòè-
ìàëüíûìè.

Çàìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé â òåîðåìå 6.1 äëÿ t1 = 0, t2 = T (n = 2)
è ïðîìåæóòî÷íîé òî÷êè τ0, â êîòîðîé òðåáóåòñÿ âîññòàíîâèòü ðàñïðåäåëåíèå
òåìïåðàòóðû, â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ñîâïàäåò ñ ïðåäåëüíûì çíà÷åíèåì ïîãðåø-
íîñòè âîññòàíîâëåíèÿ è ìåòîäà èç òåîðåìû 6.5 ïðè h → 0 è τ → 0 (â ýòîì
ñëó÷àå íàäî ïîëîæèòü a = 0).

Äëÿ ïðîöåññà ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà â áåñêîíå÷íîì ñòåðæíå, îïèñûâàå-
ìîãî äèñêðåòíîé ìîäåëüþ ìîæíî áûëî áû ïîëó÷èòü áîëåå îáùèé ðåçóëüòàò,
àíàëîãè÷íûé òîìó, êîòîðûé áûë ïîëó÷åí â ï. 6.1, íî ìû îãðàíè÷èëèñü áîëåå
ïðîñòîé çàäà÷åé, èç ðåøåíèÿ êîòîðîé âèäíî, ÷òî îáùèé ñëó÷àé ìîæåò áûòü
ðàññìîòðåí ñ ïîìîùüþ àíàëîãè÷íûõ ðàññóæäåíèé.
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6.6. Êîììåíòàðèè

6.1. Ïðèìåíåíèå òåîðèè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåéíûõ îïåðàòî-
ðîâ ïî íåòî÷íî çàäàííîé èíôîðìàöèè ê ðåøåíèþ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé
ôèçèêè íà÷àëîñü ñ ðàáîò Ã. Ã. Ìàãàðèë-Èëüÿåâà, Ê. Þ. Îñèïåíêî, Â. Ì. Òè-
õîìèðîâà [12] è Ê. Þ. Îñèïåíêî [85]. Òåîðåìà 6.1 (áåç íàõîæäåíèÿ ñåìåé-
ñòâà îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ) áûëà äîêàçàíà â ðàáîòå Ã. Ã. Ìàãàðèë-Èëüÿåâà,
Ê. Þ. Îñèïåíêî [60].

6.2. Çàäà÷è îá îïòèìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè çíà÷åíèé îïåðàòîðà (−∆S)α/2

ïî íåòî÷íî çàäàííûì êîýôôèöèåíòàì Ôóðüå íà îáîáùåííûõ ñîáîëåâñêèõ êëàñ-
ñàõ ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòå Ã. Ã. Ìàãàðèë-Èëüÿåâà, Ê. Þ. Îñèïåíêî [54].

6.3. Îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ ðåøåíèÿ îáîáùåííîãî óðàâíåíèÿ
òåïëîïðîâîäíîñòè â øàðå (6.10) (áåç íàõîæäåíèÿ ñåìåéñòâà îïòèìàëüíûõ ìå-
òîäîâ) áûë ïîëó÷åí â ðàáîòå Å. Â. Ââåäåíñêîé, Ê. Þ. Îñèïåíêî [26].

6.4. Òåîðåìà 6.4 (áåç íàõîæäåíèÿ ñåìåéñòâà îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ) áûëà
äîêàçàíà â ðàáîòå Å. À. Áàëîâîé [34]. Ðÿä äðóãèõ ïîñòàíîâîê çàäà÷ î âîñ-
ñòàíîâëåíèè ðåøåíèé çàäà÷è Äèðèõëå ïî íåòî÷íûì èñõîäíûì äàííûì ìîæíî
íàéòè â ðàáîòàõ Ê. Þ. Îñèïåíêî [85] è Å. À. Áàëîâîé, Ê. Þ. Îñèïåíêî [35].

6.5. Çàäà÷à îá îïòèìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè ðåøåíèé ðàçíîñòíûõ óðàâíå-
íèé ðàññìàòðèâàëàñü â ðàáîòå Ã. Ã. Ìàãàðèë-Èëüÿåâà, Ê. Þ. Îñèïåíêî [65],
ãäå ðàññìàòðèâàëñÿ ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà íà îêðóæíîñòè.



Ãëàâà 7

Äîïîëíåíèå I

7.1. Ðàâíîìåðíîå íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå

7.1.1. Íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå â ëèíåéíîì íîðìèðîâàííîì ïðî-
ñòðàíñòâå. Ïóñòü X � ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî è Y � íåêîòî-
ðîå ìíîæåñòâî èç X. Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ýëåìåíòà x ∈ X ðàññìîòðèì çàäà÷ó
î íàõîæäåíèè âåëè÷èíû

E(x, Y ) = inf
y∈Y
‖x− y‖X ,

íàçûâàåìîé íàèëó÷øèì ïðèáëèæåíèåì ýëåìåíòà x ìíîæåñòâîì Y . Åñëè ñó-
ùåñòâóåò ŷ ∈ Y , äëÿ êîòîðîãî

‖x− ŷ‖X = E(x, Y ),

òî ŷ íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòîì íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ.

Òåîðåìà 7.1. Ïóñòü X � ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, à Y �
êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî X. Òîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ X ñóùå-
ñòâóåò ýëåìåíò íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç X. Ïî îïðåäåëå-
íèþ íèæíåé ãðàíè íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yn}, äëÿ êîòîðîé

‖x− yn‖X < E(x, Y ) +
1

n
.

Òîãäà ïðè âñåõ n ∈ N
‖yn‖X ≤ ‖yn − x‖X + ‖x‖X ≤ E(x, Y ) + 1 + ‖x‖X .

Òåì ñàìûì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yn} îãðàíè÷åíà, à, çíà÷èò, èç íåå ìîæíî âû-
äåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ynk → ŷ ∈ Y . Èìååì

E(x, Y ) ≤ ‖x− ŷ‖X ≤ ‖x− ynk‖X + ‖ynk − ŷ‖X ≤ E(x, Y ) +
1

nk
+ ‖ynk − ŷ‖X .

Óñòðåìëÿÿ k ê áåñêîíå÷íîñòè, ïîëó÷àåì

‖x− ŷ‖X = E(x, Y ).

�

Ìíîæåñòâî Y èç ëèíåéíîãî íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà X, îáëàäàþùåå
òåì ñâîéñòâîì, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ X ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò íàè-
ëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ èç Y , íàçûâàåòñÿ ÷åáûøåâñêèì ìíîæåñòâîì. Ïóñòü Y
� ÷åáûøåâñêîå ìíîæåñòâî â ëèíåéíîì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå X. Îïå-
ðàòîðîì íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ íàçûâàåòñÿ îïåðàòîð P : X → Y , ñîïîñòàâ-
ëÿþùèé êàæäîìó x ∈ X ýëåìåíò íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ, ò. å. îïðåäåëåííûé
ðàâåíñòâîì

‖x− Px‖X = E(x, Y ).

Òåîðåìà 7.2. Åñëè Y � êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ëèíåéíîãî íîð-
ìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà X, ÿâëÿþùååñÿ ÷åáûøåâñêèì ìíîæåñòâîì, òî
îïåðàòîð íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ íåïðåðûâåí.

239
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a, b ∈ X. Òîãäà äëÿ ëþáîãî y ∈ Y
E(a, Y ) ≤ ‖a− y‖X ≤ ‖a− b‖X + ‖b− y‖X .

Ñëåäîâàòåëüíî,
E(a, Y ) ≤ ‖a− b‖X + E(b, Y ).

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ a, b ∈ X
(7.1) |E(a, Y )− E(b, Y )| ≤ ‖a− b‖X .

Ïóñòü xn → x̂. Ïîëîæèì yn = Pxn, ŷ = Px̂ è äîêàæåì, ÷òî yn → ŷ. Èç (7.1)
ñëåäóåò, ÷òî

|E(xn, Y )− E(x̂, Y )| ≤ ‖xn − x̂‖X .
Òåì ñàìûì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {E(xn, Y )} ñõîäÿùàÿñÿ. Òîãäà èç òîãî, ÷òî

‖yn‖X ≤ ‖yn − xn‖X + ‖xn‖X = E(xn, Y ) + ‖xn‖X ,
âûòåêàåò îãðàíè÷åííîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {yn}. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî
yn 6→ ŷ, òî íàéäåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ynk → y0 6= ŷ. Èìååì

‖xnk − ynk‖X = E(xnk , Y ) ≤ ‖xnk − ŷ‖X .
Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè k →∞, ïîëó÷èì

‖x̂− y0‖X ≤ ‖x̂− ŷ‖X ,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî Y � ÷åáûøåâñêîå ìíîæåñòâî. �

7.1.2. Íàèëó÷øåå ðàâíîìåðíîå ïðèáëèæåíèå ìíîãî÷ëåíàìè. Òåî-
ðåìà ×åáûøåâà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç C([a, b]) ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé
x(·), íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [a, b], ñ íîðìîé

‖x(·)‖C([a,b]) = max
t∈[a,b]

|x(t)|.

×åðåç Pn áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå
âûøå n. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè x(·) ∈ C([a, b])
àëãåáðàè÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè èç Pn, ò. å. çàäà÷ó î íàõîæäåíèè âåëè÷èíû

E(x(·),Pn) = inf
pn(·)∈Pn

‖x(·)− pn(·)‖C([a,b]).

Â ñèëó òåîðåìû 7.1 ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí p̂(·) ∈ Pn òàêîé, ÷òî
E(x(·),Pn) = ‖x(·)− p̂n(·)‖C([a,b]).

Ìíîãî÷ëåí p̂(·) íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì íàèëó÷øåãî ðàâíîìåðíîãî ïðèáëèæå-
íèÿ äëÿ x(·).

Òåîðåìà 7.3 (Âàëëå-Ïóññåí). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò n+2 òî÷-
êè a ≤ t1 < . . . < tn+2 ≤ b, â êîòîðûõ äëÿ íåêîòîðîãî pn(·) ∈ Pn âûïîëíÿþòñÿ
ðàâåíñòâà

sign(x(tj)− pn(tj)) = σ(−1)j , j = 1, . . . , n+ 2,

ãäå σ = 1 èëè −1. Òîãäà

E(x(·),Pn) ≥ min
1≤j≤n+2

|x(tj)− pn(tj)|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ìíîãî÷ëåíà íàèëó÷øåãî ïðè-
áëèæåíèÿ p̂n(·)

‖x(·)− p̂n(·)‖C([a,b]) < min
1≤j≤n+2

|x(tj)− pn(tj)|.

Òîãäà

sign(p̂n(tj)− pn(tj)) = sign(p̂n(tj)− x(tj) + x(tj)− pn(tj))

= sign(x(tj)− pn(tj)) = σ(−1)j , j = 1, . . . , n+ 2.
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Òåì ñàìûì ìíîãî÷ëåí p̂n(·)− pn(·) ∈ Pn ìåíÿåò çíàê íå ìåíåå (n+ 1)-ãî ðàçà,
÷òî íåâîçìîæíî, ò. ê. ìíîãî÷ëåíû èç Pn, îòëè÷íûå îò òîæäåñòâåííîãî íóëÿ, íå
ìîãóò èìåòü áîëåå n íóëåé. �

Òåîðåìà 7.4 (×åáûøåâ). Ìíîãî÷ëåí p̂n(·) ∈ Pn ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì
íàèëó÷øåãî ðàâíîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ôóíêöèè x(·) ∈ C([a, b]) â òîì è
òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñóùåñòâóþò n+ 2 òî÷êè a ≤ t1 < . . . < tn+2 ≤ b
òàêèå, ÷òî

x(tj)− p̂n(tj) = σ(−1)j‖x(·)− p̂n(·)‖C([a,b]), j = 1, . . . , n+ 2,

ãäå σ = 1 èëè −1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü p̂n(·) ∈ Pn � ìíîãî÷ëåí íàè-
ëó÷øåãî ðàâíîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ôóíêöèè x(·) ∈ C([a, b]). Îáîçíà÷èì
÷åðåç t1 ìèíèìàëüíóþ èç òî÷åê îòðåçêà [a, b], â êîòîðûõ

|x(t)− p̂n(t)| = E(x(·),Pn).

Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè x(t1) − p̂n(t1) = E(x(·),Pn). ×åðåç t2 îáîçíà÷èì
ìèíèìàëüíóþ èç òî÷åê îòðåçêà [t1, b], â êîòîðûõ

x(t)− p̂n(t) = −E(x(·),Pn).

Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ïîëó÷èì òî÷êè a ≤ t1 < . . . < tm ≤ b, â êîòîðûõ
x(tj)− p̂n(tj) = (−1)j+1E(x(·),Pn), j = 1, . . . ,m.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî m < n + 2. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè x(·) − p̂n(·) íà
êàæäîì èç èíòåðâàëîâ (tj , tj+1), j = 1, . . . ,m− 1, íàéäåòñÿ òî÷êà sj , â êîòîðîé
x(sj) − p̂n(sj) = 0. Ïîëîæèì s0 = a è sm = b. Òîãäà èç ïîñòðîåíèÿ òî÷åê tj
âûòåêàåò, ÷òî íà êàæäîì èç îòðåçêîâ [sj , sj+1], j = 0, 1, . . . ,m−1, âûïîëíÿþòñÿ
íåðàâåíñòâà

−E(x(·),Pn) < (x(t)− p̂n(t))(−1)j ≤ E(x(·),Pn).

Ïîýòîìó íàéäåòñÿ òàêîå ε > 0, ÷òî ïðè t ∈ [sj , sj+1], j = 0, 1, . . . ,m− 1

−E(x(·),Pn) + ε < (x(t)− p̂n(t))(−1)j ≤ E(x(·),Pn).

Ïîëîæèì

q(t) = λ

m−1∏
j=1

(sj − t) ∈ Pn,

ãäå λ > 0 âûáåðåì òàê, ÷òîáû

‖q(·)‖C([a,b]) ≤
ε

2
.

Òîãäà ïðè t ∈ (sj , sj+1), j = 0, 1, . . . ,m− 1, èìååì

(x(t)− p̂n(t)− q(t))(−1)j ≤ E(x(·),Pn)− q(t)(−1)j < E(x(·),Pn)

è, êðîìå òîãî,

(x(t)− p̂n(t)− q(t))(−1)j ≥ −E(x(·),Pn) + ε− q(t)(−1)j

≥ −E(x(·),Pn) +
ε

2
> −E(x(·),Pn).

Òåì ñàìûì äëÿ ìíîãî÷ëåíà rn(·) = p̂n(·) + q(·) ∈ Pn
‖x(·)− rn(·)‖C([a,b]) < E(x(·),Pn).

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî m ≥ n+ 2.
Äîñòàòî÷íîñòü. Èç òåîðåìû 7.3 âûòåêàåò, ÷òî

E(x(·),Pn) ≥ ‖x(·)− p̂n(·)‖C([a,b]).
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Ñëåäîâàòåëüíî, p̂n(·) � ìíîãî÷ëåí íàèëó÷øåãî ðàâíîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ.
�

7.1.3. Ìíîãî÷ëåíû ×åáûøåâà. Ìíîãî÷ëåí ×åáûøåâà íà îòðåçêå [−1, 1]
îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

Tn(t) = cos(n arccos t).

Èç òîæäåñòâà
cos(n+ 1)ϕ+ cos(n− 1)ϕ = 2 cosϕ cosnϕ,

ïîëàãàÿ ϕ = arccos t, ïîëó÷àåì

(7.2) Tn+1(t) = 2tTn(t)− Tn−1(t), n = 1, 2, . . . .

Òàê êàê T0(t) ≡ 1, à T1(t) = cos arccos t = t, òî èç ðàâåíñòâà (7.2) âûòåêàåò, ÷òî
Tn(·) � äåéñòâèòåëüíî ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n, ïðè ýòîì íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî
ó íåãî êîýôôèöèåíò ïðè ñòàðøåé ñòåïåíè ðàâåí 2n−1.

Îòìåòèì ðÿä âàæíûõ ñâîéñòâ ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûøåâà. Ó Tn(·) èìååòñÿ n
ðàçëè÷íûõ âåùåñòâåííûõ êîðíåé

tj = cos
2j − 1

2n
π, j = 1, . . . , n.

Èç îïðåäåëåíèÿ Tn(·) ñëåäóåò, ÷òî
|Tn(t)| ≤ 1, t ∈ [−1, 1].

Íà îòðåçêå [−1, 1] èìååòñÿ n+ 1 òî÷êà

sj = cos
jπ

n
, j = 0, 1, . . . , n,

â êîòîðûõ |Tn(·)| ïðèíèìàåò ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ
(7.3) Tn(sj) = (−1)j , j = 0, 1, . . . , n.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó. Ñðåäè âñåõ àëãåáðàè÷å-
ñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì, ðàâíûì åäèíèöå, íàé-
òè òîò, äëÿ êîòîðîãî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå åãî ìîäóëÿ íà îòðåçêå [−1, 1] áûëî
áû íàèìåíüøèì. Ýòó çàäà÷ó ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü êàê çàäà÷ó íàèëó÷øåãî
ðàâíîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè tn ìíîãî÷ëåíàìè ñòåïåíè íå âûøå n− 1,
ò. å. çàäà÷ó î íàõîæäåíèè âåëè÷èíû E(tn,Pn−1). Èç òåîðåìû 7.4 è ðàâåíñòâ
(7.3) ïîëó÷àåì, ÷òî ðåøåíèåì ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåí

Tn(t) =
1

2n−1
Tn(t).

À èìåííî, èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 7.5. Ïðè âñåõ n ∈ N

E(tn,Pn−1) = ‖Tn(·)‖C([−1,1]) =
1

2n−1
.

7.2. Òåîðåìà Õàíà�Áàíàõà äëÿ îäíîðîäíî-âûïóêëîãî ôóíêöèîíàëà
ñ áåñêîíå÷íûìè çíà÷åíèÿìè

Íåîòðèöàòåëüíûé ôóíêöèîíàë p(·) íà âåùåñòâåííîì (êîìïëåêñíîì) ëèíåé-
íîì ïðîñòðàíñòâå íàçîâåì îäíîðîäíî-âûïóêëûì, åñëè äëÿ âñåõ x, y ∈ X è âñåõ
âåùåñòâåííûõ (êîìïëåêñíûõ) ÷èñåë λ

p(x+ y) ≤ p(x) + p(y),(7.4)

p(λx) = |λ|p(x).

Îäíîðîäíî-âûïóêëûé ôóíêöèîíàë, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò ïðèíèìàòü è áåñêî-
íå÷íûå çíà÷åíèÿ.
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ÏóñòüW � âûïóêëîå óðàâíîâåøåííîå ìíîæåñòâî â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå
X. Òîãäà ôóíêöèîíàë

pW (x) = inf{t > 0 : x ∈ tW}
íàçûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëîì Ìèíêîâñêîãî ìíîæåñòâà W . Åñëè íå ñóùåñòâóåò òà-
êèõ t > 0, ïðè êîòîðûõ x ∈ tW , òî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî pW (x) = +∞.

Äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèîíàë Ìèíêîâñêîãî pW (·) ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíî-
âûïóêëûì. Ïóñòü y = λx, ãäå λ 6= 0 � âåùåñòâåííîå èëè êîìïëåêñíîå ÷èñëî (â
çàâèñèìîñòè îò òîãî, íàä êàêèì ïîëåì ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî
X). Òîãäà

pW (y) = inf{t > 0 : λx ∈ tW} = inf{|λ|r > 0 : x ∈ rW} = |λ|pW (x).

Ïóñòü òåïåðü x, y ∈ X è ε > 0. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî pW (x) < +∞ è pW (y) <
+∞ (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íåðàâåíñòâî (7.4) î÷åâèäíûì îáðàçîì âûïîëíÿåòñÿ).
Âûáåðåì t è s òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâà

pW (x) < t < pW (x) + ε,

pW (y) < s < pW (y) + ε.

Òîãäà x ∈ tW è y ∈ sW . Ïîëîæèì r = t+ s. Èìååì
x+ y

r
=
t

r

x

t
+
s

r

y

s
.

Òåì ñàìûì ýëåìåíò (x + y)/r ïðèíàäëåæèò îòðåçêó ñ êîíöàìè x/t è y/t, à,
ñëåäîâàòåëüíî, è ìíîæåñòâó W . Îòñþäà

pW (x+ y) ≤ r = t+ s < pW (x) + pW (y) + 2ε.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε > 0

pW (x+ y) ≤ pW (x) + pW (y).

Ïóñòü X � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî è X0 � íåêîòîðîå åãî ïîäïðîñòðàíñòâî.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà X0 çàäàí ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë x′0. Ëèíåéíûé ôóíê-
öèîíàë x′, îïðåäåëåííûé íà âñåì ïðîñòðàíñòâå X, íàçûâàåòñÿ ïðîäîëæåíèåì
ôóíêöèîíàëà x′0, åñëè

〈x′, x〉 = 〈x′0, x〉
äëÿ âñåõ x ∈ X0.

Òåîðåìà 7.6 (Õàí�Áàíàõ). Ïóñòü p(·) � îäíîðîäíî-âûïóêëûé ôóíêöèîíàë
(íå îáÿçàòåëüíî êîíå÷íûé), îïðåäåëåííûé íà ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå X, è
ïóñòü X0 � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî X. Åñëè x′ � ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë
íà X0, óäîâëåòâîðÿþùèé ïðè âñåõ x ∈ X0 óñëîâèþ

(7.5) |〈x′0, x〉| ≤ p(x),

òî x′0 ìîæåò áûòü ïðîäîëæåí äî ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà x′ íà X, äëÿ êîòî-
ðîãî ñîõðàíÿåòñÿ óñëîâèå ïîä÷èíåíèÿ (7.5) íà âñåì X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñíà÷àëà òåîðåìó äëÿ âåùåñòâåííîãî ñëó÷àÿ.
Ïîêàæåì, ÷òî ïðè X0 6= X ôóíêöèîíàë x′0 ìîæíî ïðîäîëæèòü ñ X0 íà íåêîòî-
ðîå áîëüøåå ïîäïðîñòðàíñòâî X1 ñ ñîõðàíåíèåì óñëîâèÿ (7.5). Äåéñòâèòåëüíî,
ïóñòü z � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç X, íå ïðèíàäëåæàùèé X0. Îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç X1 ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòîâ, èìåþùèõ âèä x+ tz, ãäå x ∈ X0,
à t ∈ R. Ïîëîæèì

〈x′, x+ tz〉 = 〈x′0, x〉+ tc,

à ÷èñëî c ïîäáåðåì òàê, ÷òîáû ñîõðàíèòü óñëîâèå (7.5), ò.å. òàê, ÷òîáû ïðè âñåõ
x ∈ X0 è t ∈ R âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

|〈x′0, x〉+ tc| ≤ p(x+ tz).
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Ïðè t 6= 0 ýòî íåðàâåíñòâî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

−p
(x
t

+ z
)
−
〈
x′0,

x

t

〉
≤ c ≤ p

(x
t

+ z
)
−
〈
x′0,

x

t

〉
.

Ïîêàæåì, ÷òî âñåãäà ñóùåñòâóåò c, óäîâëåòâîðÿþùåå ýòèì óñëîâèÿì. Ïóñòü x1

è x2 � ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû èç X0. Òîãäà èç òîãî, ÷òî

〈x′0, x2〉 − 〈x′0, x1〉 ≤ p(x2 − x1) = p((x2 + z)− (x1 + z)) ≤ p(x2 + z) + p(x1 + z),

èìååì

(7.6) −p(x1 + z)− 〈x′0, x1〉 ≤ p(x2 + z)− 〈x′0, x2〉.

Ïîëîæèì

c1 = sup
x1∈X0

(−p(x1 + z)− 〈x′0, x1〉), c2 = inf
x2∈X0

(p(x2 + z)− 〈x′0, x2〉).

Èç (7.6) âûòåêàåò, ÷òî c1 ≤ c2. Åñëè ñóùåñòâóåò x ∈ X0, äëÿ êîòîðîãî p(x+z) <
+∞, òî c1 > −∞ è c2 < +∞, à çíà÷èò, íàéäåòñÿ c ∈ R, äëÿ êîòîðîãî

(7.7) c1 ≤ c ≤ c2.

Åñëè æå p(x + z) = +∞ äëÿ âñåõ x ∈ X0, òî c1 = −∞, à c2 = +∞ è ñóùåñòâî-
âàíèå c, óäîâëåòâîðÿþùåãî ðàâåíñòâó (7.7) î÷åâèäíî.

Òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèîíàë x′0 ìîæíî ïðîäîëæèòü ñ ñîõðàíå-
íèåì óñëîâèÿ (7.5) íà íåêîòîðîå áîëüøåå ïîäïðîñòðàíñòâî X1. Ñîâîêóïíîñòü
âñåâîçìîæíûõ ïðîäîëæåíèé ôóíêöèîíàëà x′0, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (7.5),
÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åíà, è êàæäîå åå ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ïîäìíîæåñòâî îá-
ëàäàåò âåðõíåé ãðàíüþ: ýòîé âåðõíåé ãðàíüþ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàë, îïðåäå-
ëåííûé íà îáúåäèíåíèè îáëàñòåé îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèîíàëîâ èç ýòîãî ïîäìíî-
æåñòâà è ñîâïàäàþùèé ñ êàæäûì òàêèì ôóíêöèîíàëîì íà åãî îáëàñòè îïðå-
äåëåíèÿ. Â ñèëó ëåììû Öîðíà âî âñåì ìíîæåñòâå âñåâîçìîæíûõ ïðîäîëæåíèé
ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò. Ýòîò ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò è ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé èñêîìûé ôóíêöèîíàë.

Äîêàæåì òåïåðü óòâåðæäåíèå òåîðåìû äëÿ êîìïëåêñíîãî ñëó÷àÿ. Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç XR è X0R ïðîñòðàíñòâà X è X0, ðàññìàòðèâàåìûå êàê âåùåñòâåííûå
ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà. Îïðåäåëèì âåùåñòâåííûé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë x′0R
íà X0R ðàâåíñòâîì

〈x′0R, x〉 = Re〈x′0, x〉.

Ïî äîêàçàííîìó ñóùåñòâóåò ïðîäîëæåíèå ýòîãî ôóíêöèîíàëà x′R íà âñå XR,
óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

(7.8) |〈x′R, x〉| ≤ p(x).

Ïîëîæèì

〈x′, x〉 = 〈x′R, x〉 − i〈x′R, ix〉.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî x′ � ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà X, ïðè÷åì ïðè x ∈ X0

〈x′, x〉 = Re〈x′0, x〉 − iRe〈x′0, ix〉 = 〈x′0, x〉.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéäåòñÿ x0 ∈ X, äëÿ êîòîðîãî |〈x′, x0〉| > p(x0). Ïóñòü
〈x′, x0〉 = |〈x′, x0〉|eiϕ. Ïîëîæèì y0 = e−iϕx0. Òîãäà

〈x′R, y0〉 = Re〈x′, y0〉 = Re e−iϕ〈x′, x0〉 = |〈x′, x0〉| > p(x0),

÷òî ïðîòèâîðå÷èò (7.8). �
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7.3. Íàèëó÷øèå ïðèáëèæåíèÿ â ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñ
ïîëóñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

Ãîâîðÿò, ÷òî â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå E çàäàíî ïîëóñêàëÿðíîå ïðîèçâåäå-
íèå (·, ·)E , åñëè êàæäîé ïàðå ýëåìåíòîâ x, y ∈ E ñîïîñòàâëåíî ÷èñëî (âåùåñòâåí-
íîå èëè êîìïëåêñíîå â çàâèñèìîñòè îò òîãî, íà êàêîì ïîëå ðàññìàòðèâàåòñÿ
ïðîñòðàíñòâî E) (x, y)E , îáëàäàþùåå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) (x.x)E ≥ 0,
2) (x, y)E = (y, x)E ,
3) (αx+ βy, z)E = α(x, z)E + β(y, z)E , α, β ∈ C (èëè R).

Îòëè÷èå ïîëóñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ îò ñêàëÿðíîãî ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ
ïîëóñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ èç òîãî, ÷òî (x, x)E = 0, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñëå-
äóåò, ÷òî x = 0.

Â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå E ñ ïîëóñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (x, y)E ìîæíî
ââåñòè ïîëóíîðìó ðàâåíñòâîì

‖x‖E =
√

(x, y)E .

Ïóñòü E � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ñ ïîëóñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (x, y)E ,
L � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî E è y ∈ E. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î íàõîæäåíèè
ýëåìåíòà íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ ê y èç ïîäïðîñòðàíñòâà L:

(7.9) ‖x− y‖E → min, x ∈ L.

Òåîðåìà 7.7. Åñëè x̂ � ðåøåíèå çàäà÷è (7.9), òî äëÿ âñåõ x ∈ L

(x̂− y, x)E = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî x0 ∈ L

(x̂− y, x0)E = α 6= 0.

Ïîëîæèì z = x̂− λx0, ãäå λ = α/‖x0‖2. Òîãäà

‖z − y‖2E = ‖x̂− λx0 − y‖2E = ‖x̂− y‖2E − 2 Re(λα) + |λ|2‖x0‖2E

= ‖x̂− y‖2E −
|α|2

‖x0‖2E
< ‖x̂− y‖2E ,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî x̂ � ðåøåíèå çàäà÷è (7.9). �

7.4. Òåîðåìà Áîðñóêà

7.4.1. Ñèìïëåêñû â Rn è òðèàíãóëÿöèÿ Sn. Òî÷êè p0, p1, . . . , ps ∈ Rn
íàçûâàþòñÿ àôôèííî-íåçàâèñèìûìè, åñëè íå ñóùåñòâóåò (s− 1)-ìåðíîé ãèïåð-
ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùåé ýòè òî÷êè. Ïóñòü p0, p1, . . . , ps � àôôèííî-íåçàâèñèìûå
òî÷êè èç Rn. Òîãäà âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ýòèõ òî÷åê{

x ∈ Rn : x =

s∑
j=0

λjpj , 0 ≤ λj ≤ 1,

s∑
j=0

λj = 1

}
íàçûâàåòñÿ s-ñèìïëåêñîì ñ âåðøèíàìè p0, p1, . . . , ps è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
[p0, p1, . . . , ps]. Áóäåì òàêæå îáîçíà÷àòü ñèìïëåêñû ÷åðåç σ è σs, ãäå âåðõíèé
èíäåêñ îáîçíà÷àåò ðàçìåðíîñòü ñèìïëåêñà. Ñèìïëåêñ ñ k+ 1 âåðøèíîé èç ìíî-
æåñòâà p0, p1, . . . , ps íàçûâàåòñÿ k-ãðàíüþ σs. Ïðè k = 1 k-ãðàíü � ýòî îòðåçîê
[pi, pj ], íàçûâàåìûé ðåáðîì σs. Â ñèëó âûïóêëîñòè ñèìïëåêñà σs åãî äèàìåòð
δ(σs) ðàâåí äëèíå ìàêñèìàëüíîãî ðåáðà.

Ñòàíäàðòíûì s-ñèìïëåêñîì â Rs+1 íàçûâàåòñÿ s-ñèìïëåêñ ñ âåðøèíàìè
e0 = (1, 0, . . . , 0), . . . , es = (0, 0, . . . , 1).
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Ââåäåì â Rn íîðìó

‖x‖ =

n∑
j=1

|xj |, x = (x1, . . . , xn).

×åðåç Bn áóäåì îáîçíà÷àòü åäèíè÷íûé øàð â Rn

Bn = {x ∈ Rn : ‖x‖ ≤ 1 },

à ÷åðåç Sn−1 � åäèíè÷íóþ ñôåðó

Sn−1 = {x ∈ Rn : ‖x‖ = 1 }.

Âåðõíåé ïîëóñôåðîé áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî

Sn+ = {x ∈ Sn : xn+1 ≥ 0 },

à íèæíåé ïîëóñôåðîé � ìíîæåñòâî

Sn− = {x ∈ Sn : xn+1 ≤ 0 }.

Î÷åâèäíî, ÷òî Sn = Sn+ ∪ Sn−, à Sn−1 = Sn+ ∩ Sn−.
Êîíå÷íîå ñåìåéñòâî ñèìïëåêñîâ Sn = {σ} èç Sn íàçûâàåòñÿòðèàíãóëÿöèåé

Sn, åñëè
1) ïåðåñå÷åíèå ëþáûõ äâóõ ñèìïëåêñîâ èç Sn ëèáî ïóñòî, ëèáî ÿâëÿåòñÿ

îáùåé ãðàíüþ êàæäîãî;
2) åñëè σ ∈ Sn, òî êàæäàÿ ãðàíü σ ïðèíàäëåæèò Sn;
3) Sn =

⋃
σ∈Sn

σ;

Èç ñâîéñòâ 1)�3) âûòåêàåò, ÷òî êàæäûé (n − 1)-ñèìïëåêñ èç Sn ÿâëÿåòñÿ
îáùåé ãðàíüþ â òî÷íîñòè äâóõ n-ñèìïëåêñîâ èç Sn

Ìíîæåñòâî âñåõ n-ñèìïëåêñîâ [±e1, . . . ,±en+1] è âñåõ èõ ãðàíåé íàçûâàåòñÿ
áàçèñíîé òðèàíãóëÿöèåé Sn è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Σn. Êàæäûé ñèìïëåêñ èç
Σn èìååò åäèíñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå[±ei0 , . . . ,±eis ], ãäå i0 < . . . < is,
íàçûâàåìîé ñòàíäàðòíîé ôîðìîé.

Îòîáðàæåíèå α : Sn → Sn, îïðåäåëÿåìîå ðàâåíñòâîì α(x) = −x íàçûâàåòñÿ
ñèììåòðè÷íûì. Òðèàíãóëÿöèþ Sn ñôåðû Sn áóäåì íàçûâàòü ñèììåòðè÷íîé,
åñëè äëÿ âñåõ k ≤ n è âñåõ ñèìïëåêñîâ σk ∈ Sn ìíîæåñòâî α(σk) � òàêæå
k-ñèìïëåêñ èç Sn.

Î÷åâèäíî, ÷òî Σn ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé òðèàíãóëÿöèåé. Êðîìå òîãî, ñó-
ùåñòâóåò ñèììåòðè÷íàÿ òðèàíãóëÿöèÿ Sn ñî ñêîëü óãîäíî ìàëûìè ñèìïëåê-
ñàìè. Ôîðìàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ïðîñòîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî ôàêòà îñ-
íîâûâàåòñÿ íà òîì, ÷òî ñèììåòðè÷íàÿ òðèàíãóëÿöèÿ Sn = ∂Sn+1

+ ñ ìàëûìè
ñèìïëåêñàìè ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà íà ðàçáèåíèå ñ ìàëûìè ñèìïëåêñàìè
Sn+1

+ . Òîãäà ìíîæåñòâî

{σn+1, α(σn+1) : σn+1 ∈ Sn+1
+ }

áóäåò ÿâëÿòüñÿ ñèììåòðè÷íîé òðèàíãóëÿöèåé Sn+1.

7.4.2. Êîìáèíàòîðíàÿ ëåììà. Ïóñòü Sk è Sn � òðèàíãóëÿöèè Sk è Sn,
ñîîòâåòñòâåííî. Îòîáðàæåíèå âåðøèí èç Sk â âåðøèíû Sn íàçûâàåòñÿ ñèìïëè-
öèàëüíûì, åñëè äëÿ êàæäîãî ñèìïëåêñà [p0, . . . , ps] èç Sk òî÷êè f(p0), . . . , f(ps)
ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè íåêîòîðîãî ñèìïëåêñà èç Sn (áûòü ìîæåò, ìåíüøåé ðàç-
ìåðíîñòè). Ïóñòü Sk � ïðîèçâîëüíàÿ òðèàíãóëÿöèÿ Sk è f : Sk → Σn � ñèìïëè-
öèàëüíîå îòîáðàæåíèå. Ñèìïëåêñ [p0, . . . , pr] èç Sk íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëü-
íûì, åñëè âåðøèíû f(p0), . . . , f(pr) îáðàçóþò r-ñèìïëåêñ σr ∈ Σn, ñòàíäàðòíàÿ
ôîðìà êîòîðîãî èìååò âèä

σr = [ei0 ,−ei1 , . . . , (−1)reir ].
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Ñèìïëåêñ [p0, . . . , pr] èç Sk íàçûâàåòñÿ îòðèöàòåëüíûì, åñëè âåðøèíû
f(p0), . . . , f(pr) îáðàçóþò r-ñèìïëåêñ σr ∈ Σn, ñòàíäàðòíàÿ ôîðìà êîòîðîãî
èìååò âèä

σr = [−ei0 , ei1 , . . . , (−1)r+1eir ].

Ñèìïëåêñ [p0, . . . , pr] èç Sk, íå ÿâëÿþùèéñÿ íè ïîëîæèòåëüíûì, íè îòðèöàòåëü-
íûì, íàçûâàåòñÿ íåéòðàëüíûì.

Ïóñòü L� íåêîòîðîå ìíîæåñòâî èç Sk. ×èñëî ïîëîæèòåëüíûõ r-ñèìïëåêñîâ
èç L ïîä äåéñòâèåì ñèìïëèöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ f áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç
p(f, L, r).

Ïðåäëîæåíèå 7.8. Ïóñòü k ≤ n, Sk � ñèììåòðè÷íàÿ òðèàíãóëÿöèÿ è
f : Sk → Σn � íå÷åòíîå ñèìïëèöèàëüíîå îòîáðàæåíèå. Òîãäà

p(f, Sk, k) ≡ p(f, Sk−1, k − 1) mod 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçîáüåì ìíîæåñòâî k-ñèìïëåêñîâ èç âåðõíåé ïîëó-
ñôåðû Sk+ íà òðè íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâà: A+ � ìíîæåñòâî ïîëîæè-
òåëüíûõ k-ñèìïëåêñîâ, A− � ìíîæåñòâî îòðèöàòåëüíûõ k-ñèìïëåêñîâ è A0

� ìíîæåñòâî íåéòðàëüíûõ k-ñèìïëåêñîâ. Ïîëîæèì

T =
∑

sk∈A+

p(f, sk, k − 1) +
∑

sk∈A−

p(f, sk, k − 1) +
∑
sk∈A0

p(f, sk, k − 1).

Îòìåòèì, ÷òî p(f, sk, k − 1) � ýòî ÷èñëî ïîëîæèòåëüíûõ (k − 1)-ãðàíåé ñèì-
ïëåêñà sk. Êàæäûé ïîëîæèòåëüíûé ñèìïëåêñ sk−1 èç Sk+, íå ëåæàùèé â Sk−1,
ÿâëÿåòñÿ ãðàíüþ â òî÷íîñòè äâóõ ñèìïëåêñîâ èç Sk+, à êàæäûé ïîëîæèòåëüíûé
ñèìïëåêñ sk−1 èç Sk−1 � ãðàíüþ òîëüêî îäíîãî ñèìïëåêñà sk èç Sk+. Ïîýòîìó

T ≡ p(f, Sk−1, k − 1) mod 2.

Ïîëó÷èì òåïåðü äðóãîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ T . Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé
íåéòðàëüíûé ñèìïëåêñ sk èç Sk+. Åñëè îí ñîäåðæèò ïîëîæèòåëüíóþ k−1-ãðàíü,
òî åãî îáðàç f(sk) ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå

f(sk) = [±ei0 , . . . ,±eik ],

ãäå i0 ≤ . . . ≤ ik, è ëèáî èìååòñÿ îäíà ïîâòîðÿþùàÿñÿ âåðøèíà, ëèáî âñå âåð-
øèíû ðàçíûå, íî çíàêè íå àëüòåðíèðóþò. È â òîì, è â äðóãîì ñëó÷àå äîëæíà
ñóùåñòâîâàòü îäíà ïàðà ñîñåäíèõ âåðøèí ñ îäèíàêîâûì çíàêîì. Ïîëîæèòåëü-
íûå (k − 1)-ãðàíè áóäóò ïîëó÷àòüñÿ ïðè óäàëåíèè îäíîé èç ýòèõ âåðøèí. Òåì
ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî p(f, sk, k − 1) � ÷åòíîå ÷èñëî äëÿ âñåõ sk ∈ A0. Ñëåäîâà-
òåëüíî,

T ≡

( ∑
sk∈A+

p(f, sk, k − 1) +
∑

sk∈A−

p(f, sk, k − 1)

)
mod 2.

Ïîñêîëüêó êàæäûé ïîëîæèòåëüíûé ñèìïëåêñ sk èìååò ðîâíî îäíó ïîëîæèòåëü-
íóþ (k − 1)-ãðàíü, à êàæäûé îòðèöàòåëüíûé ñèìïëåêñ sk èìååò òàêæå ðîâíî
îäíó ïîëîæèòåëüíóþ (k − 1)-ãðàíü, òî∑

sk∈A+

p(f, sk, k − 1) = cardA+,
∑

sk∈A−

p(f, sk, k − 1) = cardA−.

Òåì ñàìûì
T ≡ (cardA+ + cardA−) mod 2.

Â ñèëó íå÷åòíîñòè f ñèìïëåêñ sk èç Sk+ ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíûì â òîì è òîëüêî
â òîì ñëó÷àå, åñëè α(sk) � ïîëîæèòåëüíûé ñèìïëåêñ èç Sk−. Ïîýòîìó

cardA+ + cardA− = p(f, Sk, k).
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Òåîðåìà 7.9 (êîìáèíàòîðíàÿ ëåììà). Ïóñòü Sn � ñèììåòðè÷íàÿ òðè-
àíãóëÿöèÿ è f : Sn → Σn � íå÷åòíîå ñèìïëèöèàëüíîå îòîáðàæåíèå. Òîãäà f
îòîáðàæàåò íå÷åòíîå ÷èñëî ñèìïëåêñîâ èç Sn â ñèìïëåêñ

[e1,−e2, . . . , (−1)nen+1].

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ïðåäëîæåíèÿ 7.8

p(f, Sn, n) ≡ p(f, Sn−1, n− 1) ≡ . . . ≡ p(f, S0, 0) mod 2.

Ïîñêîëüêó S0 ñîñòîèò èç äâóõ ñèììåòðè÷íûõ âåðøèí è f îòîáðàæàåò èõ â ïàðó
ñèììåòðè÷íûõ âåðøèí, òî p(f, S0, 0) = 1. �

7.4.3. Òåîðåìà Ëþñòåðíèêà�Øíèðåëüìàíà�Áîðñóêà. Ïóñòü A �
ïîäìíîæåñòâî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X, ρ). ×åðåç δ(A) îáîçíà÷èì äèà-
ìåòð ìíîæåñòâà A:

δ(A) = sup
x,y∈A

ρ(x, y).

Ëåììà 7.10 (Ëåáåã). Ïóñòü {M1, . . . ,Mn} � ñåìåéñòâî çàìêíóòûõ íåïó-
ñòûõ ìíîæåñòâ èç êîìïàêòíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X, ρ) è M1 ∩
. . . ∩Mn = ∅. Òîãäà ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà
A ⊂ X, ïåðåñåêàþùåãîñÿ ñ êàæäûì èç ìíîæåñòâ Mi, i = 1, . . . , n, δ(A) ≥ ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå λ : M1 × . . . ×
Mn → R, îïðåäåëåííîå ðàâåíñòâîì

λ(x1, . . . , xn) = max
1≤i<j≤n

ρ(xi, xj).

Èç òîãî, ÷òîM1∩ . . .∩Mn = ∅, ñëåäóåò, ÷òî λ íå îáðàùàåòñÿ â íóëü. Òåì ñàìûì

min
(x1,...,xn)∈M1×...×Mn

λ(x1, . . . , xn) = ε > 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A ⊂ X ïåðåñåêàåòñÿ ñ êàæäûì èç Mi, i = 1, . . . , n, è xi ∈
A∩Mi, i = 1, . . . , n. Òàê êàê λ(x1, . . . , xn) ≥ ε, òî íàéäóòñÿ xi è xj , äëÿ êîòîðûõ
ρ(xi, xj) ≥ ε. Îòñþäà δ(A) ≥ ε. �

Èç äîêàçàííîé ëåììû íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò

Òåîðåìà 7.11 (Ëåáåã). Ïóñòü {M1, . . . ,Mn} � çàìêíóòîå ïîêðûòèå êîì-
ïàêòíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X, ρ). Òîãäà ñóùåñòâóåò λ > 0 (÷èñëî
Ëåáåãà äëÿ äàííîãî ïîêðûòèÿ) òàêîå, ÷òî åñëè íåêîòîðîå ìíîæåñòâî A ñ
äèàìåòðîì, ìåíüøèì λ, ïåðåñåêàåòñÿ ñ êàæäûì èç ìíîæåñòâ Mi1 , . . . ,Mir ,
òî Mi1 ∩ . . . ∩Mir 6= ∅.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Ëþñòåðíèêà�Øíèðåëüìàíà�Áîðñóêà íàì ïî-
òðåáóåòñÿ åùå îäèí âñïîìîãàòåëüíûé ðåçóëüòàò.

Ëåììà 7.12. Ïóñòü M1, . . . ,Mn+1 � çàìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà Sn, íè
îäíî èç êîòîðûõ íå ñîäåðæèò ïàðû ñèììåòðè÷íûõ òî÷åê. Åñëè ñåìåéñòâî

{M1, . . . ,Mn+1, α(M1), . . . , α(Mn+1) }
ÿâëÿåòñÿ ïîêðûòèåì Sn, òî M1 ∩ . . . ∩Mn+1 6= ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì M−i = α(Mi). Òàê êàê Mi íå ñîäåðæèò íè
îäíîé ïàðû ñèììåòðè÷íûõ òî÷åê, òî

max
x∈Mi, y∈M−i

‖x− y‖ = εi > 0, i = 1, . . . , n+ 1.

Óïîðÿäî÷èì ïîêðûòèå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(7.10) M1,M−1,M2,M−2, . . . ,Mn+1,M−(n+1).
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Ïóñòü λ � ÷èñëî Ëåáåãà äëÿ ýòîãî ïîêðûòèÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sn ñèììåò-
ðè÷íóþ òðèàíãóëÿöèþ Sn ñ äèàìåòðîì êàæäîãî ñèìïëåêñà, ìåíüøèì ε =
min{λ, ε1, . . . , εn+1}. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå f : Sn → Σn, êîòîðîå êàæäîé
âåðøèíå p èç Sn ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå âåðøèíó

f(p) = sign j(−1)j+1e|j|,

ãäå j òàêîâî, ÷òî Mj � ïåðâîå ìíîæåñòâî èç ïîêðûòèÿ (7.10), ñîäåðæàùåå
p. Ëþáûå äâå âåðøèíû pi è pj íå ìîãóò îòîáðàçèòüñÿ â ñèììåòðè÷íûå âåð-
øèíû, òàê êàê ‖pi − pj‖ < ε. Ïîýòîìó f � ñèìïëèöèàëüíîå îòîáðàæåíèå.
Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî îíî íå÷åòíîå. Èç òåîðåìû 7.9 âûòåêàåò, ÷òî íàéäåòñÿ
ñèìïëåêñ [p1, . . . , pn+1], îòîáðàæàåìûé f â [e1,−e2, . . . , (−1)nen+1]. Ìîæíî äëÿ
îïðåäåëåííîñòè ñ÷èòàòü, ÷òî f(pi) = (−1)i+1ei. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî pi ∈ Mi, ò.å.
[p1, . . . , pn+1] ∩Mi 6= ∅ ïðè âñåõ i = 1, . . . , n + 1. Èç òåîðåìû 7.11 è òîãî, ÷òî
δ([p1, . . . , pn+1]) < λ âûòåêàåò, ÷òî M1 ∩ . . . ∩Mn+1 6= ∅. �

Òåîðåìà 7.13 (Ëþñòåðíèê�Øíèðåëüìàí�Áîðñóê). Â ëþáîì çàìêíóòîì
ïîêðûòèè {M1, . . . ,Mn+1} ìíîæåñòâà Sn ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî Mi, ñî-
äåðæàùåå ñèììåòðè÷íûå òî÷êè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà, ïðèìåíÿÿ ëåììó 7.12
ê ïîêðûòèþ

{M1, . . . ,Mn+1, α(M1), . . . , α(Mn+1) },
ïîëó÷èì, ÷òîM1∩ . . .∩Mn+1 6= ∅. Åñëè x0 ∈M1∩ . . .∩Mn+1, òî x0 ∈ α(Mj) äëÿ
íåêîòîðîãî j, òàê êàê {α(M1), . . . , α(Mn+1)} � òîæå ïîêðûòèå Sn. Íî òîãäàMj

áóäåò ñîäåðæàòü ïàðó ñèììåòðè÷íûõ òî÷åê, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ.
�

7.4.4. Òåîðåìà Áîðñóêà.

Òåîðåìà 7.14 (Áîðñóê). Äëÿ ëþáîãî íåïðåðûâíîãî íå÷åòíîãî îòîáðàæå-
íèÿ f : Sn → Rn íàéäåòñÿ òî÷êà x̂ ∈ Sn, äëÿ êîòîðîé f(x̂) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêîé òî÷êè íå ñóùåñòâóåò. Òîãäà
îòîáðàæåíèå F : Sn → Sn−1, îïðåäåëåííîå ðàâåíñòâîì

F (x) =
f(x)

‖f(x)‖
ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì è íå÷åòíûì. Ïðîåöèðóÿ ãðàíèöó êàêîãî-ëèáî n-
ñèìïëåêñà ñ öåíòðîì â íóëå íà Sn−1, ìîæíî ðàçáèòü Sn−1 íà çàìêíóòûå ìíî-
æåñòâà A1, . . . , An+1 (Ai � îáðàçû (n− 1)-ãðàíåé ïðè òàêîì ïðîåêòèðîâàíèè).
Î÷åâèäíî, ÷òî Ai íå ñîäåðæàò ñèììåòðè÷íûõ òî÷åê. Ïîëîæèì Mi = F−1(Ai),
i = 1, . . . , n + 1. Òîãäà Mi � çàìêíóòûå ìíîæåñòâà, îáðàçóþùèå ïîêðûòèå
Sn. Èç òåîðåìû 7.13 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò x ∈ Mi ∩ α(Mi) ïðè íåêîòîðîì
1 ≤ i ≤ n + 1. Èç íå÷åòíîñòè F âûòåêàåò, ÷òî F (x) è −F (x) ïðèíàäëåæàò Ai,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïîñòðîåíèþ Ai. �

7.5. Ñîâåðøåííûå ñïëàéíû. Èíòåðïîëÿöèÿ ñïëàéíàìè

7.5.1. Ðàçäåëåííûå íóëè è ñóùåñòâåííûå ïåðåìåíû çíàêà ôóíê-
öèé. Ïóñòü ôóíêöèÿ x(·) � íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b], n ≥ 2 è

x(t1) = . . . = x(tn) = 0, a ≤ t1 < . . . < tn ≤ b.
Òî÷êè t1, . . . , tn íàçûâàþòñÿ ðàçäåëåííûìè íóëÿìè ôóíêöèè x(·), åñëè íà êàæ-
äîì èíòåðâàëå (tj , tj+1), j = 1, . . . , n− 1, ôóíêöèÿ x(·) íå åñòü òîæäåñòâåííûé
íóëü. Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ðàçäåëåííûõ íóëåé ôóíêöèè x(·) áóäåì îáîçíà÷àòü
÷åðåç ν(x(·); [a, b]). Åñëè ó ôóíêöèè x(·) 6≡ 0 íå ñóùåñòâóåò äâóõ ðàçäåëåííûõ



7.5. ÑÎÂÅÐØÅÍÍÛÅ ÑÏËÀÉÍÛ. ÈÍÒÅÐÏÎËßÖÈß ÑÏËÀÉÍÀÌÈ 250

íóëåé, íî îíà îáðàùàåòñÿ â íóëü íà îòðåçêå [a, b], òî ïîëîæèì ν(x; [a, b]) = 1.
Åñëè |x(t)| > 0, t ∈ [a, b], òî ïîëîæèì ν(x; [a, b]) = 0.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ x(·), îïðåäåëåííàÿ â êàæäîé òî÷êå îòðåçêà
[a, b], èìååò n ïåðåìåí çíàêà, åñëè ñóùåñòâóþò òî÷êè a < t0 < . . . < tn < b è
÷èñëî ε > 0 òàêèå, ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ (−ε, ε)

α(−1)jx(tj + t) > 0, j = 0, 1, . . . , n,

ãäå α = 1 èëè −1. Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ïåðåìåí çíàêà ôóíêöèè x(·) áóäåì
îáîçíà÷àòü ÷åðåç µ(x(·); [a, b]).

Åñëè ôóíêöèÿ x(·) � íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b] âìåñòå ñî ñâîåé ïðîèç-
âîäíîé, òî èç òåîðåìû Ðîëëÿ âûòåêàåò, ÷òî

ν(x′(·); [a, b]) ≥ ν(x(·); [a, b])− 1.

Ëåììà 7.15. Åñëè x(·) � àáñîëþòíî íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b], òî

µ(x′(·); [a, b]) ≥ ν(x(·); [a, b])− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî
ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ðàçäåëåííûìè íóëÿìè ôóíêöèè x(·) åå ïðîèçâîäíàÿ èìå-
åò íå ìåíåå îäíîé ïåðåìåíû çíàêà. Ïóñòü a ≤ t1 < t2 ≤ b, à t1, t2 � ðàçäåëåííûå
íóëè ôóíêöèè x(·). Òîãäà åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî x′(·) íå èìååò ïåðåìåí çíàêà
íà [a, b], òî x′(t) ≥ 0 èëè x′(t) ≤ 0 ïî÷òè âñþäó íà (t1, t2). Èç òîãî, ÷òî

x(t2) =

∫ t2

t1

x′(t) dt = 0,

âûòåêàåò, ÷òî x(t) ≡ 0 íà èíòåðâàëå (t1, t2), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ
ðàçäåëåííûõ íóëåé. �

7.5.2. Ñîâåðøåííûå ñïëàéíû. Ñîâåðøåííûì ñïëàéíîì ïîðÿäêà r ñ N
óçëàìè s1 < . . . < sN íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ âèäà

s(t) = pr−1(t) +
α

r!

(
tr + 2

N∑
j=1

(−1)j(t− sj)r+
)
,

ãäå pr−1(·) � ïîëèíîì ñòåïåíè íå âûøå r − 1, α = 1 èëè −1, à

t+ =

{
t, t > 0,

0, t ≤ 0.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óçëû ëåæàò â èíòåðâàëå (−1, 1). Ñîâåðøåííûé ñïëàéí õà-
ðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî åãî (r − 1)-àÿ ïðîèçâîäíàÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíà è
s(r)(t) = α(−1)j ïðè t ∈ (sj , sj+1), j = 0, . . . , N (s0 = −1, sN+1 = 1).

Òåîðåìà 7.16. Ïóñòü −1 ≤ t1 < . . . < tn ≤ 1, r ∈ N, νj ∈ N, 1 ≤ νj ≤ r,
j = 1, . . . , n è m = ν1 + . . . + νn ≥ r. Òîãäà ñóùåñòâóåò ñîâåðøåííûé ñïëàéí
ïîðÿäêà r ñ m− r óçëàìè â èíòåðâàëå (−1, 1), óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì

(7.11) s(ν)(tj) = 0, ν = 0, 1, . . . , νj − 1, j = 1, . . . , n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì N = m− r è

SN =

{
ξ ∈ RN+1 : ‖ξ‖ =

N+1∑
j=1

|ξj | = 2

}
.

Äëÿ ξ ∈ SN ïîëîæèì s0 = −1, sj = −1 + |ξ1| + . . . + |ξj |, j = 1, . . . , N + 1. Òåì
ñàìûì sN+1 = 1. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ sξ(·) = pr−1(·) + gξ(·), ãäå

gξ(t) =
1

(r − 1)!

∫ t

−1

(t− τ)r−1hξ(τ) dτ,
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pr−1(·) � ïîëèíîì ñòåïåíè íå âûøå r − 1, à

hξ(τ) = sign ξj , t ∈ (sj−1, sj), j = 1, . . . , N + 1,

ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì ñïëàéíîì ñ ÷èñëîì óçëîâ, íå ïðåâîñõîäÿùèì N . Âûáå-
ðåì 1 ≤ l ≤ n è 1 ≤ p ≤ νl òàê, ÷òîáû ν1 + . . . + νl−1 + p = r. Ïîëèíîì pr−1(·)
îïðåäåëèì èç r óñëîâèé

(7.12)
p

(ν)
r−1(tj) = −g(ν)

ξ (tj), ν = 0, 1, . . . , νj − 1, j = 1, . . . , l − 1,

p
(ν)
r−1(tl) = −g(ν)

ξ (tl), ν = 0, 1, . . . , p− 1.

Ìåðà ìíîæåñòâà òî÷åê t, â êîòîðûõ hξ′(t) 6= hξ(t) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè ξ′ → ξ.
Ïîýòîìó â ñèëó íåðàâåíñòâ

|g(j)
ξ′ (t)− g(j)

ξ (t)| ≤ 1

(r − j − 1)!

∫ t

−1

(t− τ)r−j−1|hξ′(τ)− hξ(τ)| dτ,

j = 0, 1, . . . , r − 1,

ôóíêöèè g
(j)
ξ (·), j = 0, 1, . . . , r − 1, íåïðåðûâíî (îòíîñèòåëüíî íîðìû â

C([−1, 1])) çàâèñÿò îò ξ íà ñôåðå SN . Ñëåäîâàòåëüíî (â ñèëó íåïðåðûâíîé çà-
âèñèìîñòè îò èíòåðïîëÿöèîííûõ óñëîâèé ïîëèíîìà pr−1), è ôóíêöèè s

(j)
ξ (·),

j = 0, 1, . . . , r − 1, íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò ξ.
Ïîëîæèì òåïåðü äëÿ ξ ∈ SN

(7.13)
ηl,ν(ξ) = s

(ν)
ξ (tl), ν = p, . . . , νl − 1,

ηj,ν(ξ) = s
(ν)
ξ (tj), ν = 0, 1, . . . , νj − 1, j = l + 1, . . . , n.

Ðàâåíñòâà (7.13) çàäàþò ðîâíî N óñëîâèé, êîòîðûìè íà SN çàäàåòñÿ íåïðåðûâ-
íîå è íå÷åòíîå îòîáðàæåíèå η : SN → RN . Â ñèëó òåîðåìû Áîðñóêà íàéäåòñÿ
ξ̂ ∈ SN , äëÿ êîòîðîãî η(ξ̂) = 0. Ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâ (7.12) ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ñîâåðøåííûé ñïëàéí sξ̂(·) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (7.11).

Äîêàæåì, ÷òî ó ñîâåðøåííîãî ñïëàéíà sξ̂(·) ðîâíîm−r óçëîâ. Äåéñòâèòåëü-
íî, ïî òåîðåìå Ðîëëÿ ó ôóíêöèè s(r−1)

ξ̂
(·) íå ìåíåå, ÷åì m− r+ 1 ðàçäåëåííûõ

íóëåé. Òîãäà ïî ëåììå 7.15 ó s(r)

ξ̂
(·) íå ìåíååm−r ïåðåìåí çíàêà, ÷òî è îçíà÷àåò

íàëè÷èå ó sξ̂(·) ðîâíî m− r óçëîâ. �

Ïðåäëîæåíèå 7.17. Åñëè s1 < . . . < sm−r � óçëû ñîâåðøåííîãî ñïëàéíà
s(·) ïîðÿäêà r, óäîâëåòâîðÿþùåãî èíòåðïîëÿöèîííûì óñëîâèÿì (7.11), òî ïðè
âñåõ 1 ≤ j ≤ m− r â ïðîìåæóòêå [−1, sj) ñîäåðæèòñÿ íå ìåíåå j èíòåðïîëÿ-
öèîííûõ óñëîâèé, à â ïðîìåæóòêå (sj , 1] � íå ìåíåå m− r− j + 1. Ïðè ýòîì
åñëè ïðè íåêîòîðîì k, 1 ≤ k ≤ n, òî÷êà tk ñîâïàëà ñ êàêèì-íèáóäü èç óçëîâ
ñîâåðøåííîãî ñïëàéíà, òî νk ≤ r − 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ïðîìåæóòêå [−1, sj) ñîäåðæèòñÿ
ìåíåå j èíòåðïîëÿöèîííûõ óñëîâèé. Òîãäà îòðåçîê [sj , 1] áóäåò ñîäåðæàòü áî-
ëåå m− j èíòåðïîëÿöèîííûõ óñëîâèé. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ s(r−1)(·) áóäåò
èìåòü áîëåå m − j − r + 1 ðàçäåëåííûõ íóëåé. Ïî ëåììå 7.15 ó s(r)(·) äîëæíî
òîãäà áûòü áîëåå m − j − r ïåðåìåí çíàêà. Íî, êàê ëåãêî óáåäèòüñÿ, êóñî÷-
íî ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ s(r)(·), ïðèíèìàþùàÿ ïîïåðåìåííî çíà÷åíèÿ 1 è −1,
èìååò íà [sj , 1] ðîâíî m − j − r − 1 ïåðåìåí çíàêà. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ
óòâåðæäåíèå îòíîñèòåëüíî ÷èñëà èíòåðïîëÿöèîííûõ óñëîâèé íà ïðîìåæóòêå
(sj , 1].

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òî÷êà tk ñîâïàëà ñ óçëîì sj . Òîãäà ïî äîêàçàííîìó ÷èñëî
èíòåðïîëÿöèîííûõ óñëîâèé ëåâåå òî÷êè tk íå ìåíåå j, ïðàâåå � íå ìåíåå m−
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r−j+1, à â ñàìîé òî÷êå � νk. Â ñèëó òîãî, ÷òî îáùåå ÷èñëî èíòåðïîëÿöèîííûõ
óñëîâèé ðàâíî m, èìååì

m ≥ j + νk +m− r − j + 1.

Îòñþäà νk ≤ r − 1. �

7.5.3. Èíòåðïîëÿöèÿ ñïëàéíàìè. Ïîëèíîìèàëüíûì ñïëàéíîì ñòåïåíè
r − 1, r ∈ N, ñ N óçëàìè s1 < . . . < sN íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ âèäà

S(t) =

r−1∑
j=0

ajt
j +

N∑
j=1

bj(t− sj)r−1
+ .

Íà êàæäîì èç ïðîìåæóòêîâ (−∞, s1], [s1, s2], . . . , [sN ,+∞) ñïëàéí S(·) ñîâïà-
äàåò ñ íåêîòîðûì ïîëèíîìîì ñòåïåíè íå âûøå r − 1, à ïðè r ≥ 2 S(r−2)(·) �
íåïðåðûâíàÿ êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ.

Òåîðåìà 7.18. Ïóñòü −1 ≤ t1 < . . . < tn ≤ 1, r ∈ N, νj ∈ N, 1 ≤ νj ≤ r,
j = 1, . . . , n è m = ν1 + . . . + νn ≥ r. Ïóñòü, êðîìå òîãî, s1 < . . . < sm−r
� óçëû ñîâåðøåííîãî ñïëàéíà ïîðÿäêà r, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì (7.11).
Òîãäà äëÿ ëþáûõ xjν ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ïîëèíîìèàëüíûé ñïëàéí S(·)
ñòåïåíè r − 1 ñ óçëàìè â òî÷êàõ s1, . . . , sm−r, óäîâëåòâîðÿþùèé èíòåðïîëÿ-
öèîííûì óñëîâèÿì

(7.14) S(ν)(tj) = xjν , ν = 0, 1, . . . , νj − 1, j = 1, . . . , n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèÿ (7.14) � ýòî ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïî-
ðÿäêà m îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ ñïëàéíà aj , bj . Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà åå
îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè ïðè ëþáûõ xjν äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî îäíîðîä-
íàÿ ñèñòåìà èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå.

Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ò. å. ñóùåñòâóåò ñïëàéí S(·) 6≡ 0, îáðàùàþùèéñÿ â
íóëü â òî÷êàõ tj ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè êðàòíîñòÿìè. Òîãäà âîçìîæíû ñëåäóþ-
ùèå ñëó÷àè (çäåñü ïî-ïðåæíåìó ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî s0 = −1, à sN+1 = 1):

(1) |S(t)| > 0 ïî÷òè âñþäó íà [−1, 1];
(2) |S(t)| > 0 ïî÷òè âñþäó íà [−1, sj ], 1 ≤ j ≤ N , íî S(t) ≡ 0 íà [sj , sj+1];
(3) |S(t)| > 0 ïî÷òè âñþäó íà [sj , 1], 1 ≤ j ≤ N , íî S(t) ≡ 0 íà [sj−1, sj ];
(4) |S(t)| > 0 ïî÷òè âñþäó íà [sj , sj+k], 1 ≤ j < j + k ≤ N , íî S(t) ≡ 0 íà

[sj−1, sj ] è [sj+k, sj+k+1].

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååò ìåñòî ñëó÷àé 1. Òîãäà S(r−2)(·) èìååò ïî òåîðåìå
Ðîëëÿ íå ìåíåå m− r + 2 ðàçäåëåííûõ íóëåé è, ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî ïåðåìåí
çíàêà ó S(r−1)(·) � íå ìåíåå m − r + 1, íî ó êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé íà m − r + 1
èíòåðâàëàõ ôóíêöèè íå ìîæåò áûòü áîëüøå m− r ïåðåìåí çíàêà.

Ïóñòü èìååò ìåñòî ñëó÷àé 2. Òîãäà â ñèëó íåïðåðûâíîñòè S(r−2)(·)

S(ν)(sj) = 0, ν = 0, 1, . . . , r − 2.

Òåì ñàìûì èç ïðåäëîæåíèÿ 7.17 âûòåêàåò, ÷òî ó ñïëàéíà S(·) íà îòðåçêå [−1, sj ]
èìååòñÿ íå ìåíåå j+ r− 1 íóëåâûõ èíòåðïîëÿöèîííûõ óñëîâèé. Îòñþäà àíàëî-
ãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ çàêëþ÷àåì, ÷òî S(r−1)(·) èìååò íå ìåíåå j ïåðåìåí
çíàêà, ÷òî íåâîçìîæíî äëÿ ôóíêöèè, êóñî÷íî ïîñòîÿííîé íà j èíòåðâàëàõ.

Ñëó÷àé 3 ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Ïåðåéäåì ê ïîñëåäíåìó ñëó÷àþ 4.
Îáîçíà÷èì ÷èñëî íóëåâûõ èíòåðïîëÿöèîííûõ óñëîâèé íà èíòåðâàëå (tj , tj + k)
÷åðåç p. Òîãäà åñëè α � ÷èñëî èíòåðïîëÿöèîííûõ óñëîâèé ëåâåå ýòîãî èíòåð-
âàëà, à β � ïðàâåå, òî â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 7.17

α+ p ≥ j + k, p+ β ≥ m− r − j + 1.

Ñêëàäûâàÿ ýòè íåðàâåíñòâà ïîëó÷àåì, ÷òî p ≥ k − r + 1. Ó÷èòûâàÿ íåïðå-
ðûâíîñòü S(r−2)(·) ïîëó÷àåì åùå 2r−2 íóëåâûõ èíòåðïîëÿöèîííûõ óñëîâèé íà
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êîíöàõ èíòåðâàëà (tj , tj+k). Ñëåäîâàòåëüíî, S(r−1)(·) èìååò íå ìåíåå k ïåðåìåí
çíàêà, ÷òî íåâîçìîæíî äëÿ ôóíêöèè, êóñî÷íî ïîñòîÿííîé íà k èíòåðâàëàõ. �

7.6. Ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé

7.6.1. Ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà Ïóàññîíà�Ñòèëòüåñà. Èí-
òåãðàëîì Ïóàññîíà íàçûâàåòñÿ èíòåãðàë âèäà

u(z) = u(reiθ) =
1

2π

∫ 2π

0

P (r, t− θ)f(t) dt,

ãäå

P (r, θ) =
1− r2

1− 2r cos θ + r2
= 1 + 2

∞∑
n=1

rn cosnθ

� ÿäðî Ïóàññîíà. Åñëè f(·) íåïðåðûâíà íà R è èìååò ïåðèîä 2π, òî èíòåãðàë
Ïóàññîíà äàåò ðåøåíèå êëàññè÷åñêîé çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ åäèíè÷íîãî êðóãà
D = {z ∈ C : |z| < 1}, ïðåäñòàâëÿÿ ñîáîé ãàðìîíè÷åñêóþ ôóíêöèþ â D, íåïðå-
ðûâíóþ â D è ïðèíèìàþùóþ çíà÷åíèÿ f(θ) äëÿ z = eiθ.

Ïóñòü µ(·) � ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè íà [0, 2π]. Èíòåãðàëîì
Ïóàññîíà�Ñòèëòüåñà íàçûâàåòñÿ èíòåãðàë âèäà

u(z) = u(reiθ) =
1

2π

∫ 2π

0

P (r, t− θ) dµ(t).

Ïðè ýòîì, êàê íåñëîæíî ïîêàçàòü, ôóíêöèÿ u(·) � ñíîâà ãàðìîíè÷åñêàÿ â D.
Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü ñóùåñòâîâàíèå ðàäèàëüíûõ ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé ýòîé
ôóíêöèè, ò. å. âåëè÷èí

lim
r→1

u(reiθ0).

Òåîðåìà 7.19. Ïóñòü u(·) � èíòåãðàë Ïóàññîíà�Ñòèëòüåñà äëÿ ôóíêöèè
îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè µ(·) è ïðè íåêîòîðîì 0 < θ0 < 2π ñóùåñòâóåò µ′(θ0).
Òîãäà

lim
r→1

u(reiθ0) = µ′(θ0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî ïðè âñåõ 0 < r < 1

1

2π

∫ 2π

0

P (r, t) dt = 1,

èìååì

(7.15) u(reiθ0)− µ′(θ0) =
1

2π

∫ 2π

0

P (r, t− θ0) d(µ(t)− µ′(θ0)t)

=
1

2π
P (r, t− θ0)(µ(t)− µ′(θ0)t)

∣∣∣2π
0
− 1

2π

∫ 2π

0

(µ(t)− µ′(θ0)t)
∂P (r, t− θ0)

∂t
dt.

Â ñèëó òîãî, ÷òî äëÿ ëþáîãî t P (r, t)→ 0 ïðè r → 1, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî
èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (7.15) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

Äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ 0 < δ < min{θ0, 2π − θ0} òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ
0 < t < δ

(7.16)

∣∣∣∣µ(θ0 + t)− µ(θ0 − t)
2t

− µ′(θ0)

∣∣∣∣ < ε.

Ïîñêîëüêó ïðè âñåõ t ∈ [0, θ0 − δ] ∪ [θ0 + δ, 2π]∣∣∣∣∂P (r, t− θ0)

∂t

∣∣∣∣ ≤ 2r(1− r2)

(1− 2r cos δ + r2)2

r→1→ 0,
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òî èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (7.15), âçÿòûé ïî îòðåçêó [0, θ0 − δ] ∪ [θ0 + δ, 2π]
ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ ïðè r → 1. Îáîçíà÷èì èíòåãðàë ïî îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ÷åðåç
Iδ. Èìååì

Iδ =
1

2π

∫ δ

−δ
(µ(t+ θ0)− µ′(θ0)(t+ θ0))

∂P (r, t)

∂t
dt

=
1

2π

∫ δ

0

(µ(t+ θ0)− µ′(θ0)(t+ θ0))
∂P (r, t)

∂t
dt

− 1

2π

∫ δ

0

(µ(−t+ θ0)− µ′(θ0)(−t+ θ0))
∂P (r, t)

∂t
dt

=
1

2π

∫ δ

0

(µ(t+ θ0)− µ(−t+ θ0)− µ′(θ0)2t)
∂P (r, t)

∂t
dt

Ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâî (7.16), ïîëó÷àåì

|Iδ| ≤
ε

2π

∫ δ

0

2t

(
−∂P (r, t)

∂t

)
dt ≤ ε

2π

∫ π

−π
t

(
−∂P (r, t)

∂t

)
dt

=
ε

2π

(
−tP (r, t)

∣∣∣π
−π

+

∫ π

−π
P (r, t) dt

)
= ε

2r

1 + r
< ε.

�

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè èìååò ïî÷òè âñþäó ïðîèçâîä-
íóþ, òî èç äîêàçàííîé òåîðåìû ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 7.20. Ïóñòü u(·) � èíòåãðàë Ïóàññîíà�Ñòèëòüåñà äëÿ ôóíê-
öèè îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè µ(·). Òîãäà äëÿ ïî÷òè âñåõ θ ∈ [0, 2π]

lim
r→1

u(reiθ) = µ′(θ).

Íà ñàìîì äåëå èìååò ìåñòî áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå, çàêëþ÷àþùååñÿ â
òîì, ÷òî èíòåãðàë Ïóàññîíà�Ñòèëòüåñà äëÿ ïî÷òè âñåõ θ ∈ [0, 2π] èìååò ïðå-
äåëüíûå çíà÷åíèÿ, êîãäà òî÷êà z = reiϕ ∈ D ñòðåìèòñÿ ê òî÷êå eiθ ïî ëþáîìó
íåêàñàòåëüíîìó ïóòè (ñì. [41], [49], [3]).

7.6.2. Ãðàíè÷íûå ñâîéñòâà ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé èç ïðîñòðàí-
ñòâà h1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç h1 ìíîæåñòâî ãàðìîíè÷åñêèõ â åäèíè÷íîì êðóãå D
ôóíêöèé u(·), äëÿ êîòîðûõ

sup
0<r<1

∫ 2π

0

|u(reiθ)| dθ <∞.

Òåîðåìà 7.21. Êàæäàÿ ôóíêöèÿ u(·) ∈ h1 ïðåäñòàâèìà èíòåãðàëîì
Ïóàññîíà�Ñòèëòüåñà ñ íåêîòîðîé ôóíêöèåé îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u(·) ∈ h1. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

µr(t) =

∫ t

0

u(reiθ) dθ.

Â ñèëó òîãî, ÷òî

|µr(t)| ≤
∫ 2π

0

|u(reiθ)| dθ ≤ C

è äëÿ âñåõ 0 = t0 < t1 < . . . < tn = 2π
n∑
k=1

|µr(tk)− µr(tk−1)| ≤
n∑
k=1

∫ tk

tk−1

|u(reiθ)| dθ ≤
∫ 2π

0

|u(reiθ)| dθ ≤ C,
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ôóíêöèÿ µr(·) áóäåò ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííîé è ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííîé âà-
ðèàöèè îòíîñèòåëüíî r, 0 < r < 1. Âçÿâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé µrn(·),
ãäå rn → 1 ïðè n→∞, ïî òåîðåìå Õåëëè (ñì., íàïðèìåð, [45, ñòð. 344]) èç íåå
ìîæíî âûáðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü µrnk (·), ñõîäÿùóþñÿ â êàæäîé òî÷êå èç
îòðåçêà [0, 2π] ê íåêîòîðîé ôóíêöèè îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè µ(·), ïðè÷åì äëÿ
ëþáîé ôóíêöèè f(t), íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå [0, 2π],

(7.17) lim
k→∞

∫ 2π

0

f(t) dµrnk (t) =

∫ 2π

0

f(t) dµ(t).

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó z = reiθ ∈ D. Òîãäà èç (7.17) è ôîðìóëû Ïóàñ-
ñîíà äëÿ êðóãà ðàäèóñà rnk èìååì

1

2π

∫ 2π

0

P (r, t− θ) dµ(t) = lim
k→∞

1

2π

∫ 2π

0

P (r, t− θ) dµrnk (t)

= lim
k→∞

1

2π

∫ 2π

0

P (r, t− θ)u(rnke
it) dt = lim

k→∞
u(rnkz) = u(z).

�

Èç òåîðåìû 7.21 è ñëåäñòâèÿ 7.20 ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 7.22. Ôóíêöèè èç h1 èìåþò ïî÷òè âñþäó ðàäèàëüíûå ãðàíè÷-
íûå çíà÷åíèÿ.

7.6.3. Ïðîñòðàíñòâà Õàðäè Hp. Ïðîñòðàíñòâîì Õàðäè Hp, 0 < p <∞,
íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ôóíêöèé f(·), àíàëèòè÷åñêèõ â åäèíè÷íîì êðóãå D, äëÿ
êîòîðûõ

sup
0<r<1

∫ 2π

0

|f(reiθ)|p dθ <∞.

Ïðè p =∞ ïðîñòðàíñòâîìH∞ íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ
è îãðàíè÷åííûõ â D.

Èç íåðàâåíñòâà xp < xq + 1, âûïîëíåííîãî ïðè âñåõ 0 < p < q è x ≥ 0,
âûòåêàåò, ÷òî Hq ⊂ Hp ïðè 0 < p < q. Â ÷àñòíîñòè Hp ⊂ H1 ïðè p > 1. Òàê
êàê âåùåñòâåííàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè ôóíêöèè èç H1 ÿâëÿþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèìè
ôóíêöèÿìè èç h1, òî èç ñëåäñòâèÿ 7.22 âûòåêàåò, ÷òî ôóíêöèè f(·) ∈ Hp, p ≥ 1,
èìåþò ïî÷òè âñþäó ðàäèàëüíûå ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ, êîòîðûå îáîçíà÷àþòñÿ
÷åðåç f(eiθ). Èç òåîðåìû Ôàòó ([45, ñòð. 287]) ñëåäóåò, ÷òî f(eiθ) ∈ Lp([0, 2π]).

Åñëè ôóíêöèÿ f(·) àíàëèòè÷íà â D è èìååò òàì êîíå÷íîå ÷èñëî íóëåé
z1, . . . , zn (êàæäûé íóëü ïîâòîðÿåòñÿ ñòîëüêî ðàç, êàêîâà åãî êðàòíîñòü), òî åå
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

f(·) = Bn(·)g(·),
ãäå g(·) àíàëèòè÷íà â D è íå èìååò òàì íóëåé, à

Bn(z) =

n∏
j=1

z − zj
1− zjz

� êîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå Áëÿøêå. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî |Bn(z)| ≤ 1 ïðè
z ∈ D è |Bn(eiθ)| ≡ 1.

Òåîðåìà 7.23. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(·) àíàëèòè÷íà â åäèíè÷íîì êðóãå D.
Òîãäà ∫ 2π

0

|f(reiθ)|p dθ, p > 0,

åñòü íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ r â èíòåðâàëå (0, 1).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè ëþáîì 0 < ρ < 1 ôóíêöèÿ fρ(z) = f(ρz) àíàëè-
òè÷íà â D è, ñëåäîâàòåëüíî, èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî íóëåé â D. Òåì ñàìûì åå
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

fρ(·) = bρ(·)hρ(·),
ãäå bρ(·) � êîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå Áëÿøêå, à hρ(·) � àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â
D, íå èìåþùàÿ íóëåé â D. Òîãäà ôóíêöèÿ hpρ(·) àíàëèòè÷íà â D è íåïðåðûâíà
â D. Çàïèøåì äëÿ íåå èíòåãðàë Ïóàññîíà

hpρ(re
iθ) =

1

2π

∫ 2π

0

P (r, t− θ)hpρ(eit) dt.

Ñëåäîâàòåëüíî,

|hρ(reiθ)|p ≤
1

2π

∫ 2π

0

P (r, t− θ)|hρ(eit)|p dt.

Èíòåãðèðóÿ ýòî ðàâåíñòâî ïî θ îò íóëÿ äî 2π, ïîëó÷àåì∫ 2π

0

|hρ(reiθ)|p dθ ≤
∫ 2π

0

|hρ(eit)|p dt.

Ïîñêîëüêó |bρ(reiθ)| ≤ 1 è |bρ(eit)| ≡ 1, òî |fρ(reiθ)|p ≤ |hρ(reiθ)|p è |fρ(eit)| ≡
|hρ(eit)|. Òàêèì îáðàçîì, ïðè âñåõ r è ρ èç èíòåðâàëà (0, 1) ñïðàâåäëèâî íåðà-
âåíñòâî ∫ 2π

0

|fρ(reiθ)|p dθ ≤
∫ 2π

0

|fρ(eiθ)|p dθ.

Ïîëîæèâ r = ρ1/ρ, ãäå ρ1 < ρ, áóäåì èìåòü∫ 2π

0

|f(ρ1e
iθ)|p dθ ≤

∫ 2π

0

|f(ρeiθ)|p dθ.

�

7.6.4. Áåñêîíå÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ Áëÿøêå. Ïóñòü z1, . . . , zn, . . . � ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñíûõ ÷èñåë èç åäèíè÷íîãî êðóãà D òàêàÿ, ÷òî 0 <
|z1| ≤ . . . ≤ |zn| ≤ . . . è m ∈ Z+. Áåñêîíå÷íûì ïðîèçâåäåíèåì Áëÿøêå íàçûâà-
åòñÿ ïðîèçâåäåíèå

(7.18) zm
∞∏
n=1

|zn|
zn

zn − z
1− znz

.

Òåîðåìà 7.24. Åñëè

(7.19)
∞∑
n=1

(1− |zn|) <∞,

òî áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå Áëÿøêå (7.18) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà êàæäîì
êðóãå |z| ≤ r < 1 ê àíàëèòè÷åñêîé â D ôóíêöèè B(·), äëÿ êîòîðîé |B(z)| < 1
â D è ïî÷òè âñþäó |B(eiθ)| = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ |z| ≤ r < 1 èìååì∣∣∣∣1− |zn|zn zn − z
1− znz

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ (zn + |zn|z)(1− |zn|)
zn(1− znz)

∣∣∣∣ ≤ 2(1− |zn|)
1− r

.

Èç óñëîâèÿ (7.19) âûòåêàåò ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäà
∞∑
n=1

∣∣∣∣1− |zn|zn zn − z
1− znz

∣∣∣∣
íà êàæäîì êðóãå |z| ≤ r < 1. Îòñþäà ñëåäóåò ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ïðîèç-
âåäåíèÿ (7.18). Óñëîâèå |B(z)| < 1, z ∈ D, âûïîëíåíî, ò. ê. îíî âûïîëíåíî äëÿ
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êàæäîãî èç ñîìíîæèòåëåé. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ B(·) ∈ H∞ è èìååò ïî÷òè
âñþäó ðàäèàëüíûå ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ B(eiθ).

Äîêàæåì, ÷òî ïî÷òè âñþäó |B(eiθ)| = 1. Äëÿ êàæäîé ôóíêöèè èç f(·) ∈ H∞
èç òåîðåìû 7.23 è òåîðåìû Ëåáåãà ([45, ñòð. 284]) âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü
íåðàâåíñòâà ∫ 2π

0

|f(reiθ)| dθ ≤
∫ 2π

0

|f(eiθ)| dθ.

Çàïèøåì ýòî íåðàâåíñòâî äëÿ ôóíêöèè f(·) = B(·)/Bn(·), ãäå

Bn(z) =

n∏
k=1

|zk|
zk

zk − z
1− zkz

.

Ïîñêîëüêó |Bn(eiθ)| ≡ 1, áóäåì èìåòü∫ 2π

0

∣∣∣∣ B(reiθ)

Bn(reiθ)

∣∣∣∣ dθ ≤ ∫ 2π

0

|B(eiθ)| dθ.

Â ñèëó òîãî, ÷òî Bn(·) ñòðåìèòñÿ ê B(·) ðàâíîìåðíî íà |z| = r, ïîëó÷àåì

2π ≤
∫ 2π

0

|B(eiθ)| dθ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû |B(eiθ)| ≤ 1 ïî÷òè âñþäó. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïî÷òè âñþäó
|B(eiθ)| = 1. �

7.6.5. Ôîðìóëà Éåíñåíà.

Ëåììà 7.25. Ïóñòü |z0| = ρ. Òîãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(7.20)
1

2π

∫ 2π

0

ln |ρeiθ − z0| dθ = ln ρ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ f(z) = ln(z − z0) àíàëèòè÷íà â êðóãå |z| ≤
r < ρ. Ïî ôîðìóëå Ïóàññîíà

ln |z0| =
1

2π

∫ 2π

0

ln |reiθ − z0| dθ.

Äîêàæåì, ÷òî

∆ =
1

2π

∫ 2π

0

ln |reiθ − z0| dθ −
1

2π

∫ 2π

0

ln |ρeiθ − z0| dθ → 0, r → ρ− 0.

Ïóñòü z = ρeiθ0 . Èìååì

∆ =
1

2π

∫ 2π

0

(ln |1− ε− e−i(θ−θ0)| − ln |1− e−i(θ−θ0)|) dθ,

ãäå ε = 1− r/ρ. Â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè

∆ =
1

2π

∫ π

−π
(ln |1− ε− e−iθ| − ln |1− e−iθ|) dθ

=
1

4π

∫ π

−π
(ln((1− ε)4 sin2 θ/2 + ε2)− ln 4 sin2 θ/2) dθ

=
1

π

∫ π/2

0

(ln((1− ε)4 sin2 α+ ε2)− ln 4 sin2 α) dα
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Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷àåì

∆ =
1

π
α(ln((1− ε)4 sin2 α+ ε2)− ln 4 sin2 α)

∣∣∣∣π/2
0

− 1

π

∫ π/2

0

α

(
(1− ε)4 sin 2α

(1− ε)4 sin2 α+ ε2
− 4 sin 2α

4 sin2 α

)
dα

=
1

2
ln

(
1− ε+

ε2

4

)
+

2

π

∫ π/2

0

α cosα

sinα
· δ2

4 sin2 α+ δ2
dα,

ãäå

δ2 =
ε2

1− ε
.

Ïîëîæèì

I0 =
2

π

∫ π/2

0

α cosα

sinα
· δ2

4 sin2 α+ δ2
dα.

Â ñèëó òîãî, ÷òî
α cosα

sinα
≤ π

2
,

èìååì

0 ≤ I0 ≤
∫ π/2

0

δ2

4 sin2 α+ δ2
dα =

πδ

2
√

4 + δ2
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî I0 → 0 ïðè ε→ 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ∆→ 0 ïðè ε→ 0. �

Òåîðåìà 7.26. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(·) àíàëèòè÷íà â åäèíè÷íîì êðóãå D è
0 < |z1| ≤ . . . ≤ |zn| ≤ . . . � åå íóëè (êàæäûé íóëü ïèøåòñÿ ñòîëüêî ðàç,
êàêîâà åãî êðàòíîñòü). Òîãäà äëÿ ëþáîãî 0 < ρ < 1 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(7.21)
1

2π

∫ 2π

0

ln |f(ρeiθ)| dθ = ln |f(0)|+
∑
|zn|<ρ

ln
ρ

|zn|
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî z1, . . . , zn � âñå íóëè f(·) â êðóãå
|z| < ρ. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà |zn+1| > ρ. Ïîëîæèì fρ(z) = f(ρz).
Òîãäà èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

fρ(·) = bρ(·)hρ(·),

ãäå

bρ(z) =

n∏
j=1

z − zj/ρ
1− zjz/ρ

,

à hρ(·) � àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â D, íå îáðàùàþùàÿñÿ â íóëü. Òåì ñàìûì
ôóíêöèÿ lnhρ(z) àíàëèòè÷íà â D è ïî ôîðìóëå Ïóàññîíà

ln |hρ(0)| = 1

2π

∫ 2π

0

ln |hρ(eiθ)| dθ.

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî |hρ(eiθ)| ≡ |fρ(eiθ)|, ïîëó÷àåì äîêàçûâàåìîå ðàâåíñòâî.
Ïóñòü òåïåðü |zn+1| = . . . = |zn+k| = ρ, à |zn+k+1| > ρ. Ïîëîæèì

f1(z) =
f(z)

(z − zn+1) . . . (z − zn+k)
.

Ôóíêöèÿ f1(·) íå èìååò íóëåé íà îêðóæíîñòè ðàäèóñà ρ è ïî äîêàçàííîìó ê
íåé ìîæíî ïðèìåíèòü ôîðìóëó (7.21). Èìååì

1

2π

∫ 2π

0

ln |f1(ρeiθ)| dθ = ln |f1(0)|+
∑
|zn|<ρ

ln
ρ

|zn|
.
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Ñëåäîâàòåëüíî,

1

2π

∫ 2π

0

ln |f(ρeiθ)| dθ −
k∑
j=1

1

2π

∫ 2π

0

ln |ρeiθ − zn+j | dθ

= ln |f(0)| −
k∑
j=1

|zn+j |+
∑
|zn|<ρ

ln
ρ

|zn|
.

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî (7.20), ïîëó÷àåì äîêàçûâàåìîå ðàâåíñòâî â îáùåì
ñëó÷àå. �

Ðàâåíñòâî (7.21) îáû÷íî íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Éåíñåíà.

7.6.6. Ôàêòîðèçàöèÿ ôóíêöèé èç Hp.

Òåîðåìà 7.27. Åñëè f(·) ∈ Hp, p > 0, è 0 ≤ |z1| ≤ . . . ≤ |zn| ≤ . . . � íóëè
f(·), çàïèñàííûå ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè, òî

(7.22)
∞∑
n=1

(1− |zn|) <∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(·) èìååò â òî÷êå z = 0 íóëü êðàòíîñòè m ≥ 0.
Ïîëîæèì g(z) = f(z)/zm. Òîãäà ïî ôîðìóëå Éåíñåíà (7.21) äëÿ ëþáîãî ρ ∈
(0, 1) òàêîãî, ÷òî |zn| 6= ρ ïðè âñåõ n,

1

2π

∫ 2π

0

ln |g(ρeiθ)| dθ = ln |g(0)|+
∑

0<|zn|<ρ

ln
ρ

|zn|
.

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå ôóíêöèè g(·) ÷åðåç f(·), ïîëó÷èì∑
0<|zn|<ρ

ln
ρ

|zn|
=

1

2π

∫ 2π

0

ln |f(ρeiθ)| dθ −m ln ρ− ln
|f (m)(0)|

m!
.

Èç òîãî, ÷òî f(·) ∈ Hp, è î÷åâèäíîãî íåðàâåíñòâà lnx ≤ xp/p, ñïðàâåäëèâîãî
ïðè âñåõ p > 0 è x > 0, èìååì

1

2π

∫ 2π

0

ln |f(ρeiθ)| dθ ≤ 1

2πp

∫ 2π

0

|f(ρeiθ)|p dθ ≤ C.

Òåì ñàìûì äëÿ ρ äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê åäèíèöå∑
0<|zn|<ρ

ln
ρ

|zn|
≤ C1,

ãäå êîíñòàíòà C1 íå çàâèñèò îò ρ. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî N > 0 ïðè âñåõ
ρ äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê åäèíèöå

N∑
n=1

ln
ρ

|zn|
≤ C1.

Óñòðåìëÿÿ ρ ê åäèíèöå, ïîëó÷àåì, ÷òî
∞∑
n=1

ln
1

|zn|
<∞.

Îòñþäà âûòåêàåò ñõîäèìîñòü ðÿäà (7.22). �

Òåîðåìà 7.28. Âñÿêàÿ ôóíêöèÿ f(·) ∈ Hp, p > 0, íå ÿâëÿþùàÿñÿ òîæäå-
ñòâåííûì íóëåì, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå f(·) = B(·)g(·), ãäå B(·) �
ïðîèçâåäåíèå Áëÿøêå (êîíå÷íîå èëè áåñêîíå÷íîå), à g(·) ∈ Hp è íå îáðàùàåòñÿ
â íóëü â åäèíè÷íîì êðóãå D.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 0 ≤ |z1| ≤ |z2| ≤ . . . � íóëè f(·). Ïóñòü f(·)
èìååò â òî÷êå z = 0 íóëü êðàòíîñòè m ≥ 0. Ïîëîæèì

Bn(z) = zm
n∏
k=1

|zn|
zn

zn − z
1− znz

, gn(·) =
f(·)
Bn(·)

.

Ïðè ôèêñèðîâàííîì n äëÿ ëþáîãî ε > 0 |Bn(z)| > 1 − ε ïðè |z| äîñòàòî÷íî
áëèçêèõ ê åäèíèöå. Ïîýòîìó äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ r∫ 2π

0

|gn(reiθ)|p dθ ≤ 1

(1− ε)p

∫ 2π

0

|f(reiθ)|p dθ ≤ 1

(1− ε)p
C.

Èç òåîðåìû 7.23 ñëåäóåò, ÷òî ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî ïðè âñåõ r ∈ (0, 1).
Óñòðåìëÿÿ ε ê íóëþ, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ âñåõ r ∈ (0, 1)∫ 2π

0

|gn(reiθ)|p dθ ≤ C.

Åñëè ÷èñëî íóëåé f(·) êîíå÷íî, òî íà ýòîì äîêàçàòåëüñòâî çàêàí÷èâàåòñÿ. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî ÷èñëî íóëåé f(·) áåñêîíå÷íî. Òîãäà èç òåîðåì 7.24 è 7.27 ñëåäóåò,
÷òî gn(z) ðàâíîìåðíî ñòðåìèòñÿ íà êàæäîé îêðóæíîñòè |z| = r ê ôóíêöèè
g(·) = f(·)/B(·). Ïîýòîìó g(·) ∈ Hp è íå èìååò íóëåé â D. �

Â 7.6.3 áûëî îòìå÷åíî, ÷òî ó ôóíêöèé èç Hp ïðè p ≥ 1 ïî÷òè âñþäó ñó-
ùåñòâóþò ðàäèàëüíûå ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ f(eiθ) ∈ Lp([0, 2π]). Ýòî îñòàåòñÿ
ñïðàâåäëèâûì è äëÿ 0 < p < 1. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü f(·) ∈ Hp, 0 < p < 1.
Ïî òåîðåìå 7.28 åå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå f(·) = B(·)g(·), ãäå g(·) ∈ Hp è
íå èìååò íóëåé. Òîãäà ôóíêöèÿ gp(·) ∈ H1 è, ñëåäîâàòåëüíî, ïî÷òè âñþäó èìå-
åò ðàäèàëüíûå ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ èç L1([0, 2π]). Íî òîãäà è g(·) èìååò ïî÷òè
âñþäó ðàäèàëüíûå ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ, ïðèíàäëåæàùèå Lp([0, 2π]). Òàê êàê
B(·) ∈ H∞, òî ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 7.29. Åñëè f(·) ∈ Hp, 0 < p ≤ ∞, òî ó íåå ïî÷òè âñþäó
ñóùåñòâóþò ðàäèàëüíûå ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ f(eiθ) ∈ Lp([0, 2π]).

7.6.7. Ôîðìóëà Êîøè äëÿ ôóíêöèé èç Hp.

Òåîðåìà 7.30. Åñëè f(·) ∈ Hp, 0 < p <∞, òî

(7.23) lim
r→1

∫ 2π

0

|f(reiθ)|p dθ =

∫ 2π

0

|f(eiθ)|p dθ

è

(7.24) lim
r→1

∫ 2π

0

|f(reiθ)− f(eiθ)|p dθ = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñíà÷àëà (7.24) äëÿ p = 2. Åñëè

f(z) =

∞∑
n=1

anz
n ∈ H2,

òî ïðè âñåõ r ∈ (0, 1)∫ 2π

0

|f(reiθ)|2 dθ = 2π

∞∑
n=1

|an|2r2n < C,

ãäå C íå çàâèñèò îò r. Ñëåäîâàòåëüíî,
∞∑
n=1

|an|2 <∞.
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Ïðè âñåõ 0 < r < ρ < 1∫ 2π

0

|f(reiθ)− f(ρeiθ)|2 dθ = 2π

∞∑
n=1

|an|2(ρn − rn)2 ≤ 2π

∞∑
n=1

|an|2(1− rn)2.

Óñòðåìëÿÿ ρ ê åäèíèöå, ïî òåîðåìå Ôàòó ([45, ñòð. 287]) ïîëó÷èì, ÷òî

(7.25)
∫ 2π

0

|f(reiθ)− f(eiθ)|2 dθ ≤ 2π

∞∑
n=1

|an|2(1− rn)2.

Òàê êàê ñóììà ðÿäà â ïðàâîé ÷àñòè (7.25) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè r → 1, òî
(7.24) äëÿ p = 2 äîêàçàíî. Èç íåðàâåíñòâà∣∣ ‖f(·)‖L2([0,2π]) − ‖g(·)‖L2([0,2π])

∣∣ ≤ ‖f(·)− g(·)‖L2([0,2π])

ñðàçó æå ïîëó÷àåì è (7.23) äëÿ p = 2.
Åñëè f(·) ∈ Hp, 0 < p < ∞, âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäñòàâëåíèåì f(·) = B(·)g(·)

èç òåîðåìû 7.28. Òîãäà gp/2(·) ∈ H2 è ïîëüçóÿñü äîêàçàííûì∫ 2π

0

|f(reiθ)|p dθ ≤
∫ 2π

0

|g(reiθ)|p dθ →
∫ 2π

0

|g(eiθ)|p dθ =

∫ 2π

0

|f(eiθ)|p dθ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî òåîðåìå Ôàòó∫ 2π

0

|f(eiθ)|p dθ ≤ lim
r→1

∫ 2π

0

|f(reiθ)|p dθ,

÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ðàâåíñòâà (7.23).
Äîêàæåì (7.24). Â ñèëó àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè èíòåãðàëà Ëåáåãà

(ñì. [45, ñòð. 282]) äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ êàæ-
äîãî ìíîæåñòâà ω ⊂ [0, 2π] ñ ìåðîé mesω < δ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî∫

ω

|f(eiθ)|p dθ < ε.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü rn → 1, rn < 1. Ïîñêîëüêó f(rne
iθ)

ïî÷òè âñþäó ñõîäèòñÿ ê f(eiθ), òî ïî òåîðåìå Åãîðîâà ([45, ñòð. 269]) íàéäåòñÿ
òàêîå ìíîæåñòâî ω1, mesω1 < δ, ÷òî íà ìíîæåñòâå E = [0, 2π] \ ω1 ñõîäèìîñòü
f(rne

iθ)→ f(eiθ) áóäåò ðàâíîìåðíîé. Ïîýòîìó

(7.26) lim
n→∞

∫
E

|f(rne
iθ)|p dθ =

∫
E

|f(eiθ)|p dθ.

Èç (7.23) è (7.26) ñëåäóåò, ÷òî

lim
n→∞

∫
ω1

|f(rne
iθ)|p dθ =

∫
ω1

|f(eiθ)|p dθ < ε.

Âûáåðåì N1 òàê, ÷òîáû äëÿ âñåõ n > N1 âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî∫
ω1

|f(rne
iθ)|p dθ < ε.

Â ñèëó ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè f(rne
iθ) íàéäåòñÿ N2 òà-

êîå, ÷òî äëÿ âñåõ n > N2 íà E áóäåò âûïîëíÿòñÿ íåðàâåíñòâî

|f(rne
iθ)− f(eiθ)|p < ε.

Ïîëîæèì N = max{N1, N2}. Òîãäà, ïîëüçóÿñü ëåãêî äîêàçûâàåìûì íåðàâåí-
ñòâîì

|a− b|p ≤ 2p(|a|p + |b|p),
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áóäåì èìåòü∫ 2π

0

|f(rne
iθ)− f(eiθ)|p dθ ≤

∫
E

|f(rne
iθ)− f(eiθ)|p dθ

+ 2p
∫
ω1

(|f(rne
iθ)|p + |f(eiθ)|p) dθ ≤ 2πε+ 2p2ε.

Îòñþäà â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε > 0 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè rn âûòåêàåò (7.24).
�

Òåîðåìà 7.31. Äëÿ ôóíêöèé f(·) ∈ Hp, 1 ≤ p ≤ ∞, èìååò ìåñòî ôîðìóëà
Ïóàññîíà

(7.27) f(reiθ) =
1

2π

∫ 2π

0

f(eit)P (r, t− θ) dt.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òîãî, ÷òî äëÿ 1 < p ≤ ∞ Hp ⊂ H1, äîñòàòî÷íî
äîêàçàòü òåîðåìó äëÿ H1. Ïóñòü f(·) ∈ H1. Ïîëîæèì äëÿ 0 < ρ < 1 fρ(z) =

f(ρz). Ôóíêöèÿ fρ(·) àíàëèòè÷íà â D è ïîýòîìó äëÿ íåå èìååò ìåñòî ôîðìóëà
Ïóàññîíà

fρ(re
iθ) =

1

2π

∫ 2π

0

fρ(e
it)P (r, t− θ) dt.

Òåì ñàìûì

f(ρreiθ) =
1

2π

∫ 2π

0

f(ρeit)P (r, t− θ) dt.

Òîãäà∣∣∣∣f(ρreiθ)− 1

2π

∫ 2π

0

f(eit)P (r, t− θ) dt
∣∣∣∣ ≤ 1

2π

∫ 2π

0

|f(ρeit)− f(eit)|P (r, t− θ) dt

≤ 1 + r

1− r
1

2π

∫ 2π

0

|f(ρeit)− f(eit)| dt.

Óñòðåìëÿÿ ρ ê åäèíèöå è ïîëüçóÿñü (7.24) ïðè p = 1, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî (7.27)
�

Òåîðåìà 7.32. Äëÿ ôóíêöèé f(·) ∈ Hp, 1 ≤ p ≤ ∞, èìååò ìåñòî ôîðìóëà
Êîøè

(7.28) f(z) =
1

2πi

∫
|ξ|=1

f(ξ)

ξ − z
dξ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü z = reiθ, a ξ = eit. Òîãäà â ñèëó òîãî, ÷òî

P (r, t− θ) =
1− |z|2

|1− ξz|2
,

ðàâåíñòâî (7.27) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

(7.29) f(z) =
1

2πi

∫
|ξ|=1

f(ξ)
1− |z|2

(ξ − z)(1− ξz)
dξ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(·) ∈ Hp, 1 ≤ p ≤ ∞. Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî z ∈ D ðàññìîò-
ðèì ôóíêöèþ

gz(ζ) =
1

1− |z|2
(1− zζ)f(ζ).

î÷åâèäíî, ÷òî gz(·) ∈ Hp. Çàïèñûâàÿ äëÿ íåå ðàâåíñòâî (7.29), ïîëó÷èì (7.28).
�
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7.7. Çàäà÷à Íåâàíëèííû-Ïèêà

Îáîçíà÷èì ÷åðåç HR
∞ ìíîæåñòâî ôóíêöèé èç H∞, âåùåñòâåííûõ íà âå-

ùåñòâåííîé îñè. Ïóñòü z0, z1, . . . , zn � ðàçëè÷íûå òî÷êè èç èíòåðâàëà (−1, 1).
Ïîëîæèì

An = { (f(z0), f(z1), . . . , f(zn)) : f(·) ∈ HR
∞ }.

Ìíîæåñòâî An ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì ìíîæåñòâîì èç Rn+1. Â ñèëó ïðèíöè-
ïà êîìïàêòíîñòè îíî çàìêíóòî. Êðîìå òîãî, ýòî ìíîæåñòâî âûïóêëî. Äåéñòâè-
òåëüíî, åñëè (a

(j)
0 , a

(j)
1 , . . . , a

(j)
n ) ∈ An, j = 1, 2, òî íàéäóòñÿ ôóíêöèè fj(·) ∈ HR

∞,

j = 1, 2, òàêèå, ÷òî fj(zk) = a
(j)
k , k = 0, 1, . . . , n, j = 1, 2. Òîãäà äëÿ âñåõ λ ∈ [0, 1]

(1− λ)(a
(1)
0 , a

(1)
1 , . . . , a(1)

n ) + λ(a
(2)
0 , a

(2)
1 , . . . , a(2)

n ) ∈ An,

òàê êàê ôóíêöèÿ f(·) = (1− λ)f1(·) + λf2(·) ∈ HR
∞ è f(zk) = (1− λ)a

(1)
k + λa

(2)
k ,

k = 0, 1, . . . , n.

Òåîðåìà 7.33. Êàæäîé ãðàíè÷íîé òî÷êå ìíîæåñòâà An ñîîòâåòñòâóåò
åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ f(·) ∈ HR

∞ âèäà

(7.30) f(z) = λ
zm + p1z

m−1 + . . .+ pm
1 + p1z + . . .+ pmzm

,

ãäå λ = ±1, m ≤ n, à p1, . . . , pm ∈ R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (c0, c1, . . . , cn) � ãðàíè÷íàÿ òî÷êà An è f(·) ∈
HR
∞ òàêîâà, ÷òî f(zj) = cj , j = 0, 1, . . . , n. Åñëè õîòÿ áû äëÿ îäíîãî èç ÷èñåë
|cj | = 1, òî f(z) = c0 = c1 = . . . = cn. Òåì ñàìûì ôóíêöèÿ f(·) èìååò âèä (7.30)
ñ m = 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî |cj | < 1, j = 0, 1, . . . , n. Ïîëîæèì

f1(z) =

f(z)− c0
1− c0f(z)
z − z0

1− z0z

, c
(1)
j =

cj − c0
1− c0cj
zj − z0

1− z0zj

, j = 1, . . . , n.

Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî f1(·) ∈ HR
∞ è èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà f1(zj) = c

(1)
j ,

j = 1, . . . , n. Åñëè õîòÿ áû äëÿ îäíîãî èç ÷èñåë |c(1)
j | = 1, òî f1(z) = c

(1)
1 = . . . =

c
(1)
n . Â ýòîì ñëó÷àå èìååì äëÿ ôóíêöèè f(·)

f(z) =
c0 + c

(1)
1

z − z0

1− z0z

1 + c0c
(1)
1

z − z0

1− z0z

.

Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ f(·) èìååò âèä (7.30) ñ m = 1.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî |c(1)

j | < 1, j = 1, . . . , n. Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, íà k-îì
øàãå áóäåì èìåòü

fk(z) =

fk−1(z)− c(k−1)
k−1

1− c(k−1)
k−1 fk−1(z)
z − zk−1

1− zk−1z

, c
(k)
j =

c
(k−1)
j − c(k−1)

k−1

1− c(k−1)
k−1 c

(k−1)
j

zj − zk−1

1− zk−1zj

, j = k, . . . , n.

Äëÿ fk(·) ∈ HR
∞ èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà fk(zj) = c

(k)
j , j = k, . . . , n. Åñëè õîòÿ

áû äëÿ îäíîãî èç ÷èñåë |c(k)
j | = 1, òî fk(z) = c

(k)
k = . . . = c

(k)
n . Â ýòîì ñëó÷àå

ïåðåõîäèì îò ôóíêöèè fk(·) ê ôóíêöèè fk−1(·), çàòåì ê fk−2(·) è òàê äàëåå,
ïîêà íå ïðèäåì ê âûðàæåíèþ äëÿ f(·). Ïðè ýòîì íà êàæäîì ýòàïå ýòè ôóíêöèè
ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå (7.30) ñ ñîîòâåòñòâóþùèì m.
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Åñëè æå, ïðèäÿ ê ïîñëåäíåìó n-îìó ýòàïó, îêàæåòñÿ, ÷òî |c(n)
n | < 1,

òî ýòî æå íåðàâåíñòâî è âñå ïðåäûäóùèå ñòðîãèå íåðàâåíñòâà äëÿ c
(k)
j áó-

äóò âûïîëíÿòüñÿ äëÿ ëþáûõ òî÷åê (c∗0, c
∗
1, . . . , c

∗
n) äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê òî÷-

êå (c0, c1, . . . , cn). Òîãäà, ïîëîæèâ fn(z) = (c
(n)
n )∗ è ïðèìåíèâ ðåêóððåíòíóþ

ïðîöåäóðó, ïðèäåì ê ôóíêöèè f∗(·) ∈ HR
∞, ïðèíèìàþùåé â çàäàííûõ òî÷êàõ

çíà÷åíèÿ c∗0, c
∗
1, . . . , c

∗
n, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî òî÷êà (c0, c1, . . . , cn) ÿâëÿ-

åòñÿ ãðàíè÷íîé. Åäèíñòâåííîñòü âûòåêàåò èç ïðîâåäåííîãî âûøå àíàëèçà âèäà
ôóíêöèè f(·). �

Ðàññìîòðèì èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì Ëàãðàíæà (ñì. (1.1))

Ln(z) =

n∑
j=0

lj(z)cj , lj(z) =

n∏
k=0
k 6=j

z − zk
zj − zk

.

Èìååì
Ln(zj) = cj , j = 0, 1, . . . , n.

Ïîëîæèì
Mj = sup

|z|≤1

|lj(z)|, j = 0, 1, . . . , n.

Òîãäà

‖Ln(·)‖H∞ ≤
√
M2

0 +M2
1 + . . .+M2

n

√
|c0|2 + |c1|2 + . . .+ |cn|2.

Ñëåäîâàòåëüíî, âñå òî÷êè (c0, c1, . . . , cn), äîñòàòî÷íî áëèçêèå ê íóëþ, ëåæàò â
ìíîæåñòâå An. Òåì ñàìûì (0, 0, . . . , 0) � âíóòðåííÿÿ òî÷êà ìíîæåñòâà An.

Ïóñòü R = R(c0, c1, . . . , cn) � âåðõíÿÿ ãðàíèöà ÷èñåë r > 0 òàêèõ, ÷òî
(rc0, rc1, . . . , rcn) ∈ An. ×èñëî R êîíå÷íî è ïîëîæèòåëüíî, ïîñêîëüêó An îãðà-
íè÷åíî è èìååò íà÷àëî êîîðäèíàò ñâîåé âíóòðåííåé òî÷êîé. Â ñèëó âûïóê-
ëîñòè ìíîæåñòâà An (rc0, rc1, . . . , rcn) ∈ An ïðè âñåõ r ≤ R. À â ñèëó çà-
ìêíóòîñòè (Rc0, Rc1, . . . , Rcn) ∈ An. Èç îïðåäåëåíèÿ R ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà
(Rc0, Rc1, . . . , Rcn) ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íîé.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ξ : Rn+1 → Rn+1, îïðåäåëåííîå ðàâåíñòâîì

ξ(c0, c1, . . . , cn) = (c∗0, c
∗
1, . . . , c

∗
n),

ãäå (c∗0, c
∗
1, . . . , c

∗
n) = (Rc0, Rc1, . . . , Rcn).

Òåîðåìà 7.34. Îòîáðàæåíèå ξ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì òî÷êó c = (c0, c1, . . . , cn). Ïóñòü åé ñîîò-
âåòñòâóåò ãðàíè÷íàÿ òî÷êà c∗ = (c∗0, c

∗
1, . . . , c

∗
n). Åñëè òî÷êà d = (d0, d1, . . . , dn)

äîñòàòî÷íî áëèçêà ê òî÷êå c = (c0, c1, . . . , cn), òî óãîë α ìåæäó ýòèìè âåêòî-
ðàìè äîñòàòî÷íî ìàë. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåêòîðû c è d íå êîëëèíåàðíû, òàê
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êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå α = 0 è îáðàçû âåêòîðîâ ñîâïàäàþò. Ðàññìîòðèì ïëîñ-
êîñòü, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç ýòè äâà âåêòîðà (ñì. ðèñ. 7.7.1). Èç òîãî, ÷òî íà÷àëî
êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé, âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå øàðà íåêîòî-
ðîãî ðàäèóñà r, ëåæàùåãî â ìíîæåñòâå An. Â ïîñòðîåííîé ïëîñêîñòè ïðîâåäåì
èç òî÷êè c∗ êàñàòåëüíûå ê êðóãó ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò l1 è
l2. ×åðåç d∗ îáîçíà÷èì ãðàíè÷íóþ òî÷êó, ñîîòâåòñòâóþùóþ âåêòîðó d. Â ñèëó
âûïóêëîñòè òî÷êà d∗ äîëæíà ëåæàòü íà ëó÷å, ñîåäèíÿþùèì íà÷àëî êîîðäèíàò
ñ òî÷êîé d, â òîé æå ïîëóïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé l1, ÷òî è ñàì êðóã (â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå òî÷êà c∗ íå ÿâëÿëàñü áû ãðàíè÷íîé). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îíà
äîëæíà ëåæàòü â òîé ïîëóïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé l2, êîòîðàÿ íå ñîäåð-
æèò êðóã (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èç-çà âûïóêëîñòè íà ëó÷å, ñîåäèíÿþùåì íà÷àëî
êîîðäèíàò ñ òî÷êîé d, íàøëàñü áû òî÷êà èç An áîëåå óäàëåííàÿ îò íà÷àëà êî-
îðäèíàò). Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà d∗ ëåæèò íà ÷àñòè ëó÷à, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ â
ïåðåñå÷åíèè äâóõ óïîìÿíóòûõ ïîëóïëîñêîñòåé (íà ðèñ. 7.7.1 ýòî îòðåçîê AB).
Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî âñå òî÷êè îòðåçêà AB ñòðåìÿòñÿ ê c∗ ïðè α → 0. Ýòèì
äîêàçàíà íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ ξ. �

Êàê áûëî äîêàçàíî â òåîðåìå 7.33 êàæäîé ãðàíè÷íîé òî÷êå ìíîæåñòâà An
ìîæíî ïîñòàâèòü åäèíñòâåííóþ ôóíêöèþ âèäà (7.30). Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî
íåñîêðàòèìàÿ äðîáü (7.30) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì Áëÿøêå

Bm(z) = λ

m∏
j=1

z − αj
1− αjz

, αj ∈ D, j = 1, . . .m.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå η : Rn+1 → Bn (çäåñü ïîä Bn ìû ïîíèìàåì ìíî-
æåñòâî ïðîèçâåäåíèé Áëÿøêå ïîðÿäêà íå âûøå n), êîòîðîå êàæäîé òî÷êå
c = (c0, c1, . . . , cn) ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ïðîèçâåäåíèå Áëÿøêå, ñîîòâåòñòâóþ-
ùåå ãðàíè÷íîé òî÷êå ξ(c0, c1, . . . , cn). Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî η(·) � íå÷åòíîå
îòîáðàæåíèå.

Òåîðåìà 7.35. Äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà E ⊂ D

‖η(d0, d1, . . . , dn)(·)− η(c0, c1, . . . , cn)(·)‖C(E) → 0

ïðè (d0, d1, . . . , dn)→ (c0, c1, . . . , cn).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ ξ äîñòàòî÷íî
äîêàçàòü óòâåðæäåíèå òåîðåìû ëèøü äëÿ ãðàíè÷íûõ òî÷åê. Ïóñòü d∗ =
(d∗0, d

∗
1, . . . , d

∗
n) è c∗ = (c∗0, c

∗
1, . . . , c

∗
n) � ãðàíè÷íûå òî÷êè è èì ñîîòâåòñòâóþò

ïðîèçâåäåíèÿ Áëÿøêå

Bk(z) = λ

k∏
j=1

z − αj
1− αjz

, Bl(z) = µ

l∏
j=1

z − βj
1− βjz

, |λ| = |µ| = 1, k, l ≤ n.

Èìååì

(7.31) |Bk(z)−Bl(z)| =
|Q(z)|∏k

j=1 |1− αjz|
∏l
j=1 |1− βjz|

≥ |Q(z)|,

ãäå

Q(z) = λ

k∏
j=1

(z − αj)
l∏

j=1

(1− βjz)− µ
l∏

j=1

(z − βj)
k∏
j=1

(1− αjz).

Ïóñòü |c∗ − d∗| < ε. Òîãäà |c∗j − d∗j | < ε, j = 0, 1, . . . , n. Ñëåäîâàòåëüíî,

|Bk(zj)−Bl(zj)| = |c∗j − d∗j | < ε, j = 0, 1, . . . , n.
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Èç (7.31) âûòåêàåò, ÷òî |Q(zj)| < ε, j = 0, 1, . . . , n. Ëåãêî óáåäèòüñÿ èç âèäà
Q(·), ÷òî äëÿ ëþáîãî z ∈ C, z 6= 0, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Q

(
1

z

)
= − Q(z)

λµzk+l
.

Òî÷êè zj ∈ (−1, 1), j = 0, 1, . . . , n, ïî óñëîâèþ âñå ðàçëè÷íûå. Áåç îãðàíè÷åíèÿ
îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî zj 6= 0, j = 1, . . . , n. Òîãäà∣∣∣∣Q( 1

zj

)∣∣∣∣ =
|Q(zj)|
|zj |k+l

<
ε

ρn
, ρ = min

1≤j≤n
|zj |.

Ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà Q(·) ðàâíà m + l ≤ 2n. Ïîýòîìó åãî ìîæíî çàïèñàòü ÷å-
ðåç èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà, èíòåðïîëèðóÿ â 2n + 1-îé òî÷êå
z0, z1, . . . , zn, z

−1
1 , . . . , z−1

n

Q(z) =

n∑
j=0

lj(z)Q(zj) +

n∑
j=1

lj+n(z)Q(z−1
j ).

Ïîëîæèâ
Mj = sup

z∈E
|lj(z)|, j = 0, 1, . . . , 2n,

ïîëó÷èì

(7.32) ‖Q(·)‖C(E) < max
0≤j≤2n

Mj
ε

ρn
.

Ïîëîæèì
r = max

z∈E
|z|.

Òîãäà |1− γz| ≥ 1− r äëÿ ëþáîãî γ ∈ D. Èç (7.31) è (7.31) ïîëó÷àåì

‖Bk(·)−Bl(·)|C(E) ≤
‖Q(·)‖C(E)

(1− r)2n
< Cε,

ãäå

C =
1

ρn(1− r)2n
max

0≤j≤2n
Mj .

�

7.8. Íåðàâåíñòâî Ôåéåðà�Ðèññà

Òåîðåìà 7.36 (Íåðàâåíñòâî Ôåéåðà�Ðèññà). Äëÿ âñåõ f ∈ Hp, 0 < p <∞,

(7.33)
∫ 1

−1

|f(x)|p dx ≤ 1

2

∫ 2π

0

|f(eiθ)|p dθ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé p = 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
f(·) âåùåñòâåííà íà âåùåñòâåííîé îñè. Òîãäà ïî òåîðåìå Êîøè äëÿ èíòåãðàëà
ïî ãðàíèöå âåðõíåãî ïîëóêðóãà ðàäèóñà r < 1 áóäåì èìåòü∫ r

−r
f2(x) dx+ i

∫ π

0

f2(reiθ)eiθ dθ = 0.

Îòñþäà ∫ r

−r
f2(x) dx ≤

∫ π

0

|f(reiθ)|2 dθ.

Ñêëàäûâàÿ ýòî íåðàâåíñòâî ñ àíàëîãè÷íûì, ïîëó÷åííûì äëÿ íèæíåãî ïîëó-
êðóãà, ïîëó÷àåì

2

∫ r

−r
f2(x) dx ≤

∫ 2π

0

|f(reiθ)|2 dθ.
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Èç òåîðåìû 7.23 è (7.23) ïîëó÷àåì

2

∫ r

−r
f2(x) dx ≤

∫ 2π

0

|f(eiθ)|2 dθ.

Óñòðåìëÿÿ r → 1, ïîëó÷àåì äîêàçûâàåìîå íåðàâåíñòâî.
Ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç H2 ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

f(z) =

∞∑
n=0

(αn + iβn)zn =

∞∑
n=0

αnz
n + i

∞∑
n=0

βnz
n = g(z) + ih(z),

ãäå g(·), h(·) ∈ H2 è âåùåñòâåííû íà âåùåñòâåííîé îñè. Òîãäà ïî äîêàçàííîìó∫ 1

−1

|f(x)|2 dx =

∫ 1

−1

g2(x) dx+∫ 1

−1

h2(x) dx ≤ 1

2

∫ 2π

0

|g(eiθ)|2 dθ +
1

2

∫ 2π

0

|h(eiθ)|2 dθ

=
1

2

∫ 2π

0

|f(eiθ)|2 dθ − i

2

∫ 2π

0

(h(eiθ)g(e−iθ)− g(eiθ)h(e−iθ)) dθ.

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë â ñèëó íå÷åòíîñòè ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè ðàâåí íóëþ.
Òåì ñàìûì äëÿ p = 2 íåðàâåíñòâî (7.33) äîêàçàíî.

Åñëè f(·) ∈ Hp è íå èìååò íóëåé â D, òî fp/2(·) ∈ H2. Ïðèìåíÿÿ äîêàçàííîå
äëÿ p = 2 íåðàâåíñòâî, ïîëó÷àåì (7.33). Åñëè f(·) ∈ Hp èìååò íóëè â D, òî
âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäñòàâëåíèåì f(·) = B(·)g(·) (ñì. òåîðåìó 7.28), ãäå B(·) �
ïðîèçâåäåíèå Áëÿøêå, à g(·) ∈ Hp è íå èìååò íóëåé â D. Òîãäà∫ 1

−1

|f(x)|p dx ≤
∫ 1

−1

|g(x)|p dx ≤ 1

2

∫ 2π

0

|g(eiθ)|p dθ =
1

2

∫ 2π

0

|f(eiθ)|p dθ.

�

7.9. Òåîðåìû îòäåëèìîñòè

Ïóñòü A è B � íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà X.
Ãîâîðÿò, ÷òî íåíóëåâîé ôóíêöèîíàë x∗ ∈ X∗ îòäåëÿåò ìíîæåñòâà A è B,
åñëè

sup
x∈A
〈x∗, x〉 ≤ inf

x∈B
〈x∗, x〉.

Åñëè íåðàâåíñòâî ñòðîãîå, òî ãîâîðÿò, ÷òî x∗ ñòðîãî îòäåëÿåò A è B.
Ïóñòü ÷èñëî γ ∈ R òàêîâî, ÷òî

sup
x∈A
〈x∗, x〉 ≤ γ ≤ inf

x∈B
〈x∗, x〉.

Òîãäà, ãåîìåòðè÷åñêè, îòäåëèìîñòü ìíîæåñòâ A è B îçíà÷àåò, ÷òî îíè ðàñïî-
ëîæåíû ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ãèïåðïëîñêîñòè

{x ∈ X : 〈x∗, x〉 = γ }.

Åñëè A � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî èç X, òî òî÷êà x̂ ∈ A íàçûâàåòñÿ âíóò-
ðåííåé òî÷êîé A, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ε > 0, ÷òî Bε(x̂) ⊂ A. Ìíîæåñòâî
âíóòðåííèõ òî÷åê A îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç intA.

Íàïîìíèì ôîðìóëèðîâêó ïåðâîé òåîðåìû îòäåëèìîñòè (ñì. [45, ñòð. 243]).

Òåîðåìà 7.37 (Ïåðâàÿ òåîðåìà îòäåëèìîñòè). Ïóñòü A è B � íåïóñòûå
âûïóêëûå ïîäìíîæåñòâà íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà X, ïðè÷åì intA 6= ∅
è B ∩ intA = ∅. Òîãäà ìíîæåñòâà A è B îòäåëèìû.

Îòñþäà ñëåäóåò
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Òåîðåìà 7.38 (Âòîðàÿ òåîðåìà îòäåëèìîñòè). Ïóñòü A � íåïóñòîå çà-
ìêíóòîå âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà X è x̂ /∈ A.
Òîãäà ìíîæåñòâà A è x̂ ñòðîãî îòäåëèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê A çàìêíóòî, òî äîïîëíåíèå ê A îòêðûòî è
ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òàêîå r > 0, ÷òî îòêðûòûé øàð BX(x̂, r) íå ïåðåñåêàåòñÿ
ñ A. Òîãäà ïî ïåðâîé òåîðåìå îòäåëèìîñòè ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé ôóíêöèîíàë
x∗ ∈ X∗ òàêîé, ÷òî

sup
x∈A
〈x∗, x〉 ≤ inf

x∈BX(x̂,r)
〈x∗, x〉.

Íî
inf

x∈BX(x̂,r)
〈x∗, x〉 < 〈x∗, x̂〉,

òàê êàê íåíóëåâîé ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë íå ìîæåò äîñòèãàòü
òî÷íîé íèæíåé ãðàíè âî âíóòðåííåé òî÷êå. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâà A è x̂
ñòðîãî îòäåëèìû. �

7.10. Àôôèííûå ïîäïðîñòðàíñòâà

Ïîäìíîæåñòâî Y ⊂ X íàçûâàåòñÿ àôôèííûì ïîäïðîñòðàíñòâîì X, åñëè
äëÿ ëþáûõ x, y ∈ Y òî÷êà (1− α)x+ αy ∈ Y ïðè âñåõ α ∈ R.

Àôôèííîé êîìáèíàöèåé òî÷åê x1, . . . , xn íàçûâàåòñÿ òî÷êà

(7.34) x =

n∑
j=1

αjxj ,

n∑
j=1

αj = 1, α1, . . . , αn ∈ R.

Ïðåäëîæåíèå 7.39. Åñëè Y � àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî, òî ëþáàÿ àô-
ôèííàÿ êîìáèíàöèÿ òî÷åê x1, . . . , xn ∈ Y ïðèíàäëåæèò Y .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî ÷èñëó òî÷åê.
Ïðè n = 1 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ
ëþáîé àôôèííîé êîìáèíàöèè èç íå áîëåå, ÷åì n − 1 òî÷åê. Ïóñòü èìååòñÿ
òî÷êà x âèäà (7.34) è n > 1. Ñðåäè α1, . . . , αn íàéäåòñÿ îòëè÷íîå îò åäèíèöû.
Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî α1 6= 1. Ïîëîæèì

α̃j =
αj

1− α1
, j = 2, . . . , n.

Â ñèëó òîãî, ÷òî
n∑
j=2

α̃j = 1,

èç ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè âûòåêàåò, ÷òî

x̃ =

n∑
j=2

α̃jxj ∈ Y.

Òîãäà èç òîãî, ÷òî Y àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî ñëåäóåò, ÷òî

x =

n∑
j=1

αjxj = α1x1 + (1− α1)x̃ ∈ Y.

�

Ìíîæåñòâî âñåõ àôôèííûõ êîìáèíàöèé òî÷åê èç ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ
àôôèííîé îáîëî÷êîé aff A ìíîæåñòâà A

aff A =

{
x ∈ X : x =

n∑
j=1

αjxj , x1, . . . , xn ∈ A,
n∑
j=1

αj = 1, n ∈ N
}
.
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Ïðåäëîæåíèå 7.40. Êàæäîå àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî Y ⊂ X ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ â âèäå Y = a + LY , ãäå a � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà èç Y , à LY �
ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî èç X, ïðè÷åì LY îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî (íå çàâè-
ñèò îò a).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a ∈ Y . Ïîëîæèì
LY = {x ∈ X : x = y − a, y ∈ Y }.

Äîêàæåì, ÷òî LY � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî X. Ïóñòü x ∈ LY . Òîãäà x =
y − a, ãäå y ∈ Y . Äëÿ ëþáîãî λ ∈ R â ñèëó òîãî, ÷òî λy + (1− λ)a ∈ Y , èìååì

λx = λ(y − a) = λy + (1− λ)a− a ∈ LY .
Ïóñòü òåïåðü x1, x2 ∈ LY è x1 = y1 − a, à x2 = y2 − a, ãäå y1, y2 ∈ Y . Òàê

êàê (y1 + y2)/2 ∈ Y , òî
x1 + x2

2
=
y1 + y2

2
− a ∈ LY .

Èç äîêàçàííîãî âûøå, ïîëîæèâ λ = 2, ïîëó÷àåì, ÷òî x1 + x2 ∈ LY .
Ïîëîæèì

MY = {x ∈ X : x = y − b, y ∈ Y },
ãäå b ∈ Y . Â ñèëó òîãî, ÷òî b− a ∈ LY , èìååì

b+ LY = a+ (b− a) + LY = a+ LY = Y.

Ñëåäîâàòåëüíî, MY = LY . �

Ðàçìåðíîñòüþ àôôèííîãî ïîäïðîñòðàíñòâà Y íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòü ñî-
îòâåòñòâóþùåãî ëèíåéíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà LY :

dimY = dimLY .

Ðàçìåðíîñòüþ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòü åãî àô-
ôèííîé îáîëî÷êè aff A:

dimA = dim aff A.

Ïîñêîëüêó coA ⊂ aff A, òî

dimA = dim coA = dim aff A.

7.11. Òåîðåìà Êàðàòåîäîðè

Òåîðåìà 7.41 (Êàðàòåîäîðè). Åñëè dim coA = d, òî ëþáîé ýëåìåíò ìíî-
æåñòâà coA ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå âûïóêëîé êîìáèíàöèè íå áîëåå, ÷åì d+1
ýëåìåíòà ìíîæåñòâà A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì Y = aff A. Òîãäà dimY = d. Ïóñòü

x =

n∑
j=1

αjxj , αj ≥ 0,

n∑
j=1

αj = 1, n ≥ d+ 2, xj ∈ A.

Òîãäà ýëåìåíòû x2− x1, . . . , xn− x1 ïðèíàäëåæàò ëèíåéíîìó ïðîñòðàíñòâó LY
(ñì. ïðåäëîæåíèå 7.40), ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî d. Ñëåäîâàòåëüíî, îíè ëèíåéíî
çàâèñèìû. Òåì ñàìûì ñóùåñòâóþò β2, . . . , βn, íå âñå ðàâíûå íóëþ, äëÿ êîòîðûõ

n∑
j=2

βj(xj − x1) = 0.

Ïîëîæèì

γ1 = −
n∑
j=2

βj , γj = βj , j = 2, . . . , n.
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Òîãäà
n∑
j=1

γjxj = 0,

n∑
j=1

γj = 0,

ïðè÷åì γ1, . . . , γn íå âñå ðàâíû íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäè ÷èñåë γ1, . . . , γn
ñóùåñòâóþò îòðèöàòåëüíûå ÷èñëà. Ïóñòü

a = min

{
−αj
γj

: γj < 0

}
= −αk

γk
.

Òîãäà αj + aγj ≥ 0 äëÿ âñåõ j = 1, . . . , n. Êðîìå òîãî,

x =

n∑
j=1

(αj + aγj)xj ,

n∑
j=1

(αj + aγj) = 1.

Òàê êàê αk + aγk = 0, òî x ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå âûïóêëîé êîìáèíàöèè èç
n− 1 òî÷êè. Åñëè n− 1 > d+ 1, òî ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ ïðèäåì ê òîìó, ÷òî
x ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå âûïóêëîé êîìáèíàöèè íå áîëåå, ÷åì d + 1 ýëåìåíòà
ìíîæåñòâà A. �

7.12. Àôôèííàÿ íåçàâèñèìîñòü. Ñèìïëåêñû

Ïóñòü X � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî. Âåêòîðû x1, . . . , xk+1 ∈ X íàçûâàþòñÿ
àôôèííî íåçàâèñèìûìè, åñëè èç òîãî, ÷òî

(7.35)
k+1∑
j=1

λjxj = 0 è
k+1∑
j=1

λj = 0,

ñëåäóåò, ÷òî λ1 = . . . = λk+1 = 0.

Ïðåäëîæåíèå 7.42. Âåêòîðû x1, . . . , xk+1 àôôèííî íåçàâèñèìû â òîì
è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè âåêòîðû xj − x1, 2 ≤ j ≤ k + 1, � ëèíåéíî
íåçàâèñèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x1, . . . , xk+1 àôôèííî íåçàâèñèìû è

(7.36)
k+1∑
j=2

λj(xj − x1) = 0.

Òîãäà

(7.37)
k+1∑
j=2

λjxj −
(k+1∑
j=2

λj

)
x1 = 0.

Èç àôôèííîé íåçàâèñèìîñòè x1, . . . , xk+1 âûòåêàåò, ÷òî λ2 = . . . = λk+1 = 0.
Ïóñòü òåïåðü âåêòîðû xj−x1, 2 ≤ j ≤ k+1, � ëèíåéíî íåçàâèñèìû è âûïîë-

íÿþòñÿ óñëîâèÿ (7.35). Òîãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (7.37), êîòîðîå ýêâèâàëåíò-
íî ðàâåíñòâó (7.36). Èç ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ xj−x1, 2 ≤ j ≤ k+1,
ïîëó÷àåì, ÷òî λ2 = . . . = λk+1 = 0. Êðîìå òîãî,

λ1 = −
k+1∑
j=2

λj = 0.

�
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Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà àôôèííî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ x1, . . . , xk+1 íàçûâà-
åòñÿ k-ìåðíûì ñèìïëåêñîì, à âåêòîðû x1, . . . , xk+1 � âåðøèíàìè ñèìïëåêñà.
Ëþáîé âåêòîð èç ýòîãî ñèìïëåêñà åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèì â âèäå

x =

k+1∑
j=1

λjxj ,

k+1∑
j=1

λj = 1, λj ≥ 0, j = 1, . . . , k + 1.

×èñëà λ1, . . . , λk+1 íàçûâàþòñÿ áàðèöåíòðè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè âåêòîðà x.

Ïðåäëîæåíèå 7.43. Ïóñòü X � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè d.
Äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ X íàéäåòñÿ d-ìåðíûé ñèìïëåêñ, ñîäåðæàùèé íåêîòî-
ðóþ îêðåñòíîñòü x.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü e1, . . . , ed � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà X. Ðàññìîòðèì
d-ìåðíûé ñèìïëåêñ A ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ 0, e1, . . . , ed è òî÷êó

x̃ =
1

d+ 1

d∑
j=1

ej .

Î÷åâèäíî, ÷òî x̃ ∈ A. Ôóíêöèÿ

ϕ(ξ) =

∥∥∥∥ d∑
j=1

ξjej

∥∥∥∥
X

, ξ = (ξ1, . . . , ξd) ∈ Rd,

íåïðåðûâíà íà åäèíè÷íîé ñôåðå Rd è â ñèëó òåîðåìû Âåéåðøòðàññà äîñòèãàåò
ìèíèìóìó íà íåé, êîòîðûé îáîçíà÷èì ÷åðåç m > 0. Òåì ñàìûì èìååò ìåñòî
íåðàâåíñòâî

(7.38)

∥∥∥∥ d∑
j=1

ξjej

∥∥∥∥
X

≥ m
( d∑
j=1

ξ2
j

)1/2

.

Ïîëîæèì äëÿ x ∈ X è ε > 0

Bε(x̂) = {x ∈ X : ‖x− x̂‖X < ε }.
Åñëè

xξ =

d∑
j=1

ξjej ∈ Bε(0),

òî èç íåðàâåíñòâà (7.38) ïîëó÷àåì

|ξj | ≤
( d∑
j=1

ξ2
j

)1/2

<
ε

m
.

Âûáåðåì ε < m/(d(d+ 1)). Òîãäà äëÿ âñåõ xξ ∈ Bε(0) èìååì

x̃+ xξ =

d∑
j=1

(
1

d+ 1
+ ξj

)
ej .

Èç òîãî, ÷òî
1

d+ 1
+ ξj >

1

d+ 1
− ε

m
>

d− 1

d(d+ 1)
≥ 0,

à
d∑
j=1

(
1

d+ 1
+ ξj

)
<

d

d+ 1
+ d

ε

m
< 1,

âûòåêàåò, ÷òî ñèìïëåêñ A ñîäåðæèò øàð Bε(x̃). Ñäâèíóâ ñèìïëåêñ A íà âåêòîð
x−x̃, ïîëó÷èì d-ìåðíûé ñèìïëåêñ ñ âåðøèíàìè a0 = x−x̃, ej+x−x̃, j = 1, . . . , d,
ñîäåðæàùèé øàð Bε(x). �
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7.13. Âûïóêëûå ôóíêöèè

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèè, êîòîðûå ïðèíèìàþò íå òîëüêî êî-
íå÷íûå çíà÷åíèÿ. Ñ ýòîé öåëüþ ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ðàñøèðåííîé ïðÿìîé R =
R ∪ {−∞} ∪ {+∞}. Àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè è íåðàâåíñòâà äëÿ ýëåìåíòîâ
ðàñøèðåííîé ïðÿìîé ïîíèìàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: −∞ < a < +∞, a ∈ R,
a+ (±∞) = ±∞ äëÿ âñåõ a ∈ R,

a(±∞) =


±∞, a > 0,

0, a = 0,

∓∞, a < 0,

,

+∞+ (+∞) = +∞, −∞+ (−∞) = −∞.
Ïóñòü X � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî è f : X → R. Ìíîæåñòâà

dom f = {x ∈ X : f(x) < +∞},
epi f = { (x, α) ∈ X × R : α ≥ f(x), x ∈ dom f }

íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ýôôåêòèâíûì ìíîæåñòâîì è íàäãðàôèêîì (èëè
ýïèãðàôîì) ôóíêöèè f . Ôóíêöèþ f íàçûâàþò ñîáñòâåííîé, åñëè dom f 6= ∅ è
f(x) > −∞ ïðè âñåõ x ∈ X.

Ôóíêöèÿ f : X → R íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé, åñëè åå íàäãðàôèê âûïóêëîå
ìíîæåñòâî â X × R. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f âûïóêëà òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ dom f è ëþáîãî 0 ≤ α ≤ 1 âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî

f((1− α)x1 + αx2) ≤ (1− α)f(x1) + αf(x2),

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì Éåíñåíà.
Åñëè ôóíêöèÿ f âûïóêëà òîãäà äëÿ ëþáûõ x1, . . . , xk ∈ dom f è ëþáûõ

αj ≥ 0 òàêèõ, ÷òî
k∑
j=1

αj = 1

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

(7.39) f

( k∑
j=1

αjxj

)
≤

k∑
j=1

αjf(xj).

Äîêàæåì ýòî íåðàâåíñòâî ïî èíäóêöèè. Ïðè k = 2 îíî íåïîñðåäñòâåííî âû-
òåêàåò èç íåðàâåíñòâà Éåíñåíà. Ïóñòü íåðàâåíñòâî äîêàçàíî äëÿ k ≤ n − 1.
Äîêàæåì åãî äëÿ k = n. Ïðè α1 = 1 îíî î÷åâèäíî. Ïóñòü α1 < 1. Ïîëîæèì

α̃j =
αj

1− α1
, j = 2, . . . , n, x̃ =

n∑
j=2

α̃jxj .

Èìååì

f

( n∑
j=1

αjxj

)
= f

(
α1x1 + (1− α1)

n∑
j=2

αj
1− α1

xj

)
= f(α1x1 + (1− α1)x̃)

≤ α1f(x1) + (1− α1)f(x̃) ≤
n∑
j=1

αjf(xj).

Ïðåäëîæåíèå 7.44. Ïóñòü X � êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå
ïðîñòðàíñòâî è f : X → R � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà f íåïðåðûâíà â ëþáîé
òî÷êå x̂ ∈ X.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì äîêàçûâàòü íåïðå-
ðûâíîñòü â òî÷êå x̂ = 0. Ïóñòü dimX = d. Èç ïðåäëîæåíèÿ 7.43 ñëåäóåò,
÷òî ñóùåñòâóåò d-ìåðíûé ñèìïëåêñ, ñîäåðæàùèé íåêîòîðûé øàð Br(0). Åñ-
ëè a0, a1, . . . , ad � âåðøèíû ýòîãî ñèìïëåêñà, òî äëÿ âñåõ òî÷åê x ∈ Br(0),
ó÷èòûâàÿ (7.39), èìååì

|f(x)| = |f(α0a0+. . .+αdad)| ≤ |α0f(a0)+. . .+αdf(ad)| ≤ C, C = max
0≤j≤d

|f(aj)|.

Ïóñòü 0 < ε ≤ 1, à x ∈ Br(0). Òîãäà

f(εx) = f(εx+ (1− ε)0) ≤ εf(x) + (1− ε)f(0).

Îòñþäà

(7.40) f(εx)− f(0) ≤ ε(f(x)− f(0)) ≤ ε(C − f(0)).

Êðîìå òîãî,

f(0) = f

(
1

ε+ 1
εx+

ε

ε+ 1
(−x)

)
≤ 1

ε+ 1
f(εx) +

ε

ε+ 1
f(−x).

Ñëåäîâàòåëüíî,
(ε+ 1)f(0) ≤ f(εx) + εf(−x).

Òåì ñàìûì
f(εx)− f(0) ≥ ε(f(0)− f(−x)) ≥ ε(f(0)− C).

Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà, ó÷èòûâàÿ (7.40), ïîëó÷àåì

|f(εx)− f(0)| ≤ ε(C − f(0)).

Äëÿ âñåõ y ∈ Bεr(0) y/ε ∈ Br(0), ïîýòîìó

|f(y)− f(0)| = |f(ε(y/ε))− f(0)| ≤ ε(C − f(0)).

Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè f â íóëå. �

7.14. Äâîéñòâåííîñòü âûïóêëûõ ôóíêöèé

Ôóíêöèÿ f : X → R íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé, åñëè ìíîæåñòâî epi f çàìêíóòî
â X × R.

Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ a(x) = 〈x∗, x〉+α, ãäå x∗ ∈ X∗, à α ∈ R, íàçûâàåòñÿ
àôôèííîé.

Òåîðåìà 7.45 (î ïîòî÷å÷íîé âåðõíåé ãðàíè àôôèííûõ ôóíêöèé). Ôóíê-
öèÿ f : X → R∪{+∞} ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé è çàìêíóòîé òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îíà åñòü ïîòî÷å÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü àôôèííûõ ôóíêöèé, íå ïðåâîñõîäÿ-
ùèõ f .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè f � ïîòî÷å÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ñåìåéñòâà àôôèí-
íûõ ôóíêöèé, òî åå íàäãðàôèê åñòü ïåðåñå÷åíèå íàäãðàôèêîâ ýòèõ ôóíêöèé,
êîòîðûå, î÷åâèäíî, âûïóêëû è çàìêíóòû è ïîýòîìó ôóíêöèÿ f âûïóêëà è çà-
ìêíóòà.

Îáðàòíî, ïóñòü ôóíêöèÿ f âûïóêëà è çàìêíóòà. Åñëè f(x) ≡ +∞, òî îíà
åñòü, íàïðèìåð, ïîòî÷å÷íûé ïðåäåë êîíñòàíò. Ïóñòü ôóíêöèÿ f íå ðàâíà òîæ-
äåñòâåííî +∞ è x0 ∈ X, α0 ∈ R òàêèå, ÷òî α0 < f(x0). ßñíî, ÷òî (x0, α0) /∈ epi f .
Ïî âòîðîé òåîðåìå îòäåëèìîñòè (òåîðåìà 7.38) íàéäåòñÿ x∗ ∈ X∗ è γ ∈ R, íå
ðàâíûå îäíîâðåìåííî íóëþ, òàêèå, ÷òî

(7.41) sup
(x,α)∈epi f

(〈x∗, x〉+ γα) < 〈x∗, x0〉+ γα0.

Çàìåòèì, ÷òî γ ≤ 0, èáî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, óâåëè÷èâàÿ α, ïðèøëè áû ê
ïðîòèâîðå÷èþ ñ íåðàâåíñòâîì (7.41).
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Ïóñòü f(x0) < +∞. Ïîäñòàâëÿÿ òî÷êó (x0, f(x0)) ∈ epi f â (7.41), ïîëó÷àåì,
÷òî γ(α0−f(x0)) > 0. Íî α0−f(x0) < 0 è ïîýòîìó â äàííîì ñëó÷àå γ < 0. Ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî γ = −1 (äåëÿ, åñëè íåîáõîäèìî, îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà (7.41) íà
−γ). Òîãäà, îáîçíà÷àÿ ÷åðåç c âåðõíþþ ãðàíü â (7.41), ýòî íåðàâåíñòâî ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå äâóõ íåðàâåíñòâ

(7.42) 〈x∗, x0〉 − c > α0, 〈x∗, x〉 − c ≤ α ∀ (x, α) ∈ epi f.

Ðàññìîòðèì àôôèííóþ ôóíêöèþ a(x) = 〈x∗, x〉 − c. Åñëè f(x) = +∞, òî, î÷å-
âèäíî, a(x) < f(x). Åñëè f(x) < +∞, òî èç âòîðîãî íåðàâåíñòâà â (7.42) ïðè
α = f(x) ñëåäóåò, ÷òî a(x) ≤ f(x). Òàêèì îáðàçîì, ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåò-
ñÿ äëÿ âñåõ x ∈ X. Èç ïåðâîãî íåðàâåíñòâà â (7.42) ñëåäóåò, ÷òî α0 < a(x0), è
çíà÷èò, α0 < a(x0) ≤ f(x0). Âûáèðàÿ α0 ñêîëü óãîäíî áëèçêî ê f(x0), ïîëó÷àåì,
÷òî âî âñåõ òî÷êàõ, ãäå ôóíêöèÿ f êîíå÷íà, îíà åñòü ïîòî÷å÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü
ñåìåéñòâà àôôèííûõ ôóíêöèé, íå ïðåâîñõîäÿùèõ f .

Ïóñòü òåïåðü f(x0) = +∞. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû â ýòîì ñëó÷àå
íàäî äëÿ ëþáîãî α0 ∈ R ïîñòðîèòü àôôèííóþ ôóíêöèþ, íå ïðåâîñõîäÿùóþ
f , çíà÷åíèå êîòîðîé â òî÷êå x0 áîëüøå α0. Ïóñòü α0 ∈ R. Åñëè â (7.41) γ < 0
(êàê è âûøå, ñ÷èòàåì òîãäà, ÷òî γ = −1), òî èç (7.42) âûòåêàåò, ÷òî a(x0) =
〈x∗, x0〉 − c > α0 è âñå äîêàçàíî. Åñëè æå γ = 0 (îòäåëÿþùàÿ ãèïåðïëîñêîñòü
�âåðòèêàëüíà�), òî (7.41) çàïèøåòñÿ òàê

(7.43) 〈x∗, x0〉 − c > 0, 〈x∗, x〉 − c ≤ 0 ∀ (x, α) ∈ epi f.

Ïî äîêàçàííîìó âûøå ñóùåñòâóåò àôôèííàÿ ôóíêöèÿ a, êîòîðàÿ âñþäó íå
ïðåâîñõîäèò f . Äëÿ êàæäîãî µ > 0 ðàññìîòðèì àôôèííóþ ôóíêöèþ aµ(x) =
a(x) + µ(〈x∗, x〉 − c). Èç âòîðîãî íåðàâåíñòâà â (7.43) ñëåäóåò, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ
òàêæå âñþäó íå ïðåâîñõîäèò f , à èç ïåðâîãî, ÷òî aµ(x0) = a(x0) + µ(〈x∗, x0〉 −
c) > α0 äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ µ. Èòàê, f åñòü ïîòî÷å÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü
ñåìåéñòâà àôôèííûõ ôóíêöèé, åå íå ïðåâîñõîäÿùèõ. �

7.15. Èíòåãðàëüíîå íåðàâåíñòâî Éåíñåíà

Òåîðåìà 7.46 (íåðàâåíñòâî Éåíñåíà). Ïóñòü v(·) ∈ L1(T, µ), ãäå µ � âå-
ðîÿòíîñòíàÿ ìåðà (µ(T ) = 1), à ϕ : R→ R � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà

(7.44) ϕ

(∫
T

v(x) dµ(x)

)
≤
∫
T

ϕ(v(x)) dµ(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 7.44 âûòåêàåò, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ(·) íåïðåðûâ-
íà. Ñëåäîâàòåëüíî, îíà çàìêíóòà. Êðîìå òîãî, ϕ(v(·)) � èçìåðèìà (ñì. [45, ñòð.
266]). Â ñèëó âûïóêëîñòè è çàìêíóòîñòè ϕ(·) îíà ÿâëÿåòñÿ ïîòî÷å÷íîé âåðõíåé
ãðàíüþ àôôèííûõ ôóíêöèé (ñì. òåîðåìó 7.45). Òåì ñàìûì äëÿ âñåõ t0 ∈ R

ϕ(t0) = sup{ at0 + b : at+ b ≤ ϕ(t), t ∈ R }
Ïóñòü at+ b ≤ ϕ(t) äëÿ âñåõ t ∈ R. Òîãäà ðàññìîòðèì èçìåðèìóþ ôóíêöèþ

g(x) = ϕ(v(x))− av(x)− b ≥ 0.

Åñëè ∫
T

g(x) dµ(x) = +∞,
òî è ∫

T

ϕ(v(x)) dµ(x) = +∞.

Ïîýòîìó íåðàâåíñòâî (7.44) î÷åâèäíûì îáðàçîì âûïîëíåíî. Â ïðîòèâíîì ñëó-
÷àå ϕ(v(·)) � èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, è

a

∫
T

v(x) dµ(x) + b =

∫
T

(av(x) + b) dµ(x) ≤
∫
T

ϕ(v(x)) dµ(x).
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Ïåðåõîäÿ â ëåâîé ÷àñòè ê òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè, ïîëó÷àåì (7.44). �

7.16. Íåðàâåíñòâî Þíãà äëÿ ñâåðòîê

Òåîðåìà 7.47. Ïóñòü 1 ≤ q ≤ ∞, f(·) ∈ L1(T) è g(·) ∈ Lq(T). Òîãäà

(7.45) ‖(f ∗ g)(·)‖Lq(T) ≤ ‖f(·)‖L1(T)‖g(·)‖Lq(T).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

‖(f ∗ g)(·)‖qLq(T) ≤
∫
T

(∫
T
|f(t− θ)||g(θ)| dθ

)q
dt

=

∫
T

(∫
T

(|f(t− θ)||g(θ)|q)1/q |f(t− θ)|1−1/q dθ

)q
dt.

Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà, ïîëó÷àåì∫
T

(|f(t− θ)||g(θ)|q)1/q |f(t− θ)|1−1/q dθ

≤
(∫

T
|f(t− θ)||g(θ)|q dθ

)1/q(∫
T
|f(t− θ)| dθ

)1−1/q

=

(∫
T
|f(t− θ)||g(θ)|q dθ

)1/q

‖f(·)‖1−1/q
L1(T) .

Îòñþäà

‖(f ∗ g)(·)‖qLq(T) ≤ ‖f(·)‖q−1
L1(T)

∫
T

(∫
T
|f(t− θ)||g(θ)|q dθ

)
dt

= ‖f(·)‖q−1
L1(T)

∫
T

(
|g(θ)|q

∫
T
|f(t− θ)| dt

)
dθ = ‖f(·)‖q−1

L1(T)‖f(·)‖L1(T)‖g(·)‖qLq(T)

= ‖f(·)‖qL1(T)‖g(·)‖qLq(T).

�

7.17. Íåðàâåíñòâà äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

Ïóñòü ak ≥ 0, k = 1, . . . , N .

Ïðåäëîæåíèå 7.48. Åñëè 0 < p ≤ q, òî( N∑
k=1

aqk

)1/q

≤
( N∑
k=1

apk

)1/p

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
N∑
k=1

apk > 0

(â ïðîòèâíîì ñëó÷àå a1 = . . . = aN = 0 è óòâåðæäåíèå ïðåäëîæåíèÿ î÷åâèäíî
ñïðàâåäëèâî). Ïîëîæèì

αk =
ak(

N∑
k=1

apk

)1/p
.

Òîãäà
N∑
k=1

αpk = 1.
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Ïîýòîìó αk ≤ 1, k = 1, . . . , N . Ñëåäîâàòåëüíî, αqk ≤ α
p
k. Îòñþäà

N∑
k=1

αqk ≤
N∑
k=1

αpk = 1.

Òåì ñàìûì ( N∑
k=1

αqk

)1/q

≤ 1.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî (
N∑
k=1

aqk

)1/q

(
N∑
k=1

apk

)1/p
≤ 1.

Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà î÷åâèäíûì îáðàçîì âûòåêàåò äîêàçûâàåìîå íåðàâåíñòâî.
�

Ñëåäñòâèå 7.49. Åñëè q ≥ 1, òî

N∑
k=1

aqk ≤
( N∑
k=1

ak

)q
.

Ïóñòü ak, bk ≥ 0, k = 1, . . . , N .

Ïðåäëîæåíèå 7.50. Åñëè α, β ≥ 0 è α+ β = 1, òî

N∑
k=1

aαk b
β
k ≤

( N∑
k=1

ak

)α( N∑
k=1

bk

)β
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè α = 0 èëè β = 0, òî î÷åâèäíî, ÷òî íåðàâåíñòâî
îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî α > 0 è β > 0. Ïîëîæèì p = 1/α,
q = 1β. Òîãäà p > 1, q > 1 è

1

p
+

1

q
= 1.

Ïîëîæèì

tk = aαk , sk = bβk .

Ïî íåðàâåíñòâó Ãåëüäåðà èìååì

N∑
k=1

tksk ≤
( N∑
k=1

tpk

)1/p( N∑
k=1

sqk

)1/q

.

Âîçâðàùàÿñü ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì {ak} è {bk}, ïîëó÷àåì äîêàçûâàåìîå íåðà-
âåíñòâî. �

Ïðåäëîæåíèå 7.51. Åñëè α, β ≥ 0 è α+ β ≥ 1, òî

N∑
k=1

aαk b
β
k ≤

( N∑
k=1

ak

)α( N∑
k=1

bk

)β
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

α′ =
α

α+ β
, β′ =

β

α+ β
.
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Òîãäà èç ïðåäëîæåíèÿ 7.51 è ñëåäñòâèÿ 7.49 èìååì

N∑
k=1

aαk b
β
k =

N∑
k=1

(
aα+β
k

)α′ (
bα+β
k

)β′
≤
( N∑
k=1

aα+β
k

)α′( N∑
k=1

bα+β
k

)β′

≤
( N∑
k=1

ak

)(α+β)α′( N∑
k=1

bk

)(α+β)β′

=

( N∑
k=1

ak

)α( N∑
k=1

bk

)β
.

�

Ñëåäñòâèå 7.52. Åñëè α, β ≥ 0, α+ β ≥ 1, à ðÿäû
∞∑
k=1

ak,

∞∑
k=1

bk

ñõîäÿòñÿ, òî
∞∑
k=1

aαk b
β
k ≤

( ∞∑
k=1

ak

)α( ∞∑
k=1

bk

)β
.



Ãëàâà 8

Äîïîëíåíèå II. Ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè

8.1. Ïåðèîäû ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. ×èñëî T òàêîå,
÷òî äëÿ âñåõ çíà÷åíèé z èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

f(z + T ) = f(z),

íàçûâàåòñÿ ïåðèîäîì ôóíêöèè f(·). Òðèâèàëüíûì ïåðèîäîì íàçûâàåòñÿ ïå-
ðèîä T = 0. Ôóíêöèÿ f(·) íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé, åñëè ó íåå ñóùåñòâóåò
íåòðèâèàëüíûé ïåðèîä.

Ïðåäëîæåíèå 8.1. Åñëè T1, . . . , Tk � ïåðèîäû ôóíêöèè f(·), òî

T = n1T1 + . . .+ nkTk

òàêæå ïåðèîä ýòîé ôóíêöèè äëÿ ëþáûõ nj ∈ Z, j = 1, . . . , k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè nj ≥ 0, òî î÷åâèäíî, ÷òî f(z + njTj)) = f(z).
Ïóñòü nj < 0. Òîãäà äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî −Tj ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäîì f(·).
Èìååì

f(z − Tj) = f(z − Tj + Tj) = f(z).

�

Ëåììà 8.2. Ìíîæåñòâî ïåðèîäîâ ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè f(z) 6≡ C íå ìî-
æåò ñîäåðæàòü íèêàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñõîäÿùåéñÿ ê êîíå÷íîé òî÷êå
ïëîñêîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ïåðèîäîâ Tj , j = 1, 2, . . ., ñõîäÿùàÿñÿ ê êîíå÷íîé òî÷êå T , è z0

� òî÷êà èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ f(·). Ñõîäÿùàÿñÿ ê íóëþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
T̃j = Tj+1 − Tj ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïåðèîäîâ. Ïîýòîìó f(z0 + T̃j) =

f(z0). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü z0 + T̃j ñõîäèòñÿ ê òî÷êå z0 è â òî÷êàõ ýòîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè f(·) ïðèíèìàåò îäíî è òî æå çíà÷åíèå. Ïî òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè
îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî f(z) ≡ C, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ óòâåðæäåíèÿ. �

Òåîðåìà 8.3 (Àáåëü). Äëÿ âñÿêîé ïåðèîäè÷åñêîé ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè
f(z) 6≡ C ñóùåñòâóþò äâà ïåðèîäà τ è τ ′ òàêèå, ÷òî ëþáîé ïåðèîä T ôóíêöèè
f(·) èìååò âèä

T = nτ + n′τ ′,

ãäå n, n′ ∈ Z.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü T0 � êàêîé-íèáóäü ïåðèîä f(·). Â ñèëó ëåì-
ìû 8.2 íà îòðåçêå [0, T0] ñóùåñòâóåò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ïåðèîäîâ. Îáîçíà÷èì
÷åðåç τ íàèìåíüøèé ïî ìîäóëþ èç íèõ. Ïóñòü L � ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç
òî÷êè 0 è T0. Òîãäà òî÷êè T = nτ , n = 0,±1,±2, . . ., ëåæàùèå íà ýòîé ïðÿìîé,
ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäàìè ôóíêöèè f(·). Ïîêàæåì, ÷òî äðóãèõ ïåðèîäîâ íà ïðÿìîé
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L íåò. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü T ′ � ïåðèîä ôóíêöèè f(·), êîòîðûé íà-
õîäèòñÿ ìåæäó ïåðèîäàìè nτ è (n+ 1)τ . Òîãäà T ′ = (n+ r)τ , ãäå 0 < r < 1. Â
ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 8.1 òî÷êà

T ′0 = T ′ − nτ = rτ

ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäîì f(·), à ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî τ íàèìåíüøèé ïî ìîäóëþ
ïåðèîä íà L. Åñëè ó ôóíêöèè f(·) íåò ïåðèîäîâ, íå ëåæàùèõ íà L, òî òåîðåìà
äîêàçàíà.

Ïóñòü ó ôóíêöèè f(·) ñóùåñòâóåò ïåðèîä T ′, íå ëåæàùèé íà ïðÿìîé L.
Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè 0, τ , T ′. Èç ïðåäëîæåíèÿ 8.1 ñëåäóåò,
÷òî â ýòîì òðåóãîëüíèêå ìîæåò áûòü ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ïåðèîäîâ. Åñëè â
íåì ñóùåñòâóåò ïåðèîä T ′′, íå ëåæàùèé â âåðøèíàõ òðåóãîëüíèêà, òî çàìåíèì
âåðøèíó T ′ íà T ′′. Â ñèëó òîãî, ÷òî âíóòðè îòðåçêà [0, τ ] ïåðèîäîâ íåò, ïîëó÷èò-

a

a

0

τ

τ + τ ′τ ′

��
���

��
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
���

���

@
@
@
@@a

a
a
τ0

τ + τ ′ − τ0
a

Ðèñ. 8.1.1

ñÿ íåòðèâèàëüíûé òðåóãîëüíèê, â êîòîðîì ïåðèîäîâ ìåíüøå, ÷åì â èñõîäíîì.
Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ìû ïîëó÷èì òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè 0, τ , τ ′, â êî-
òîðîì íåò ïåðèîäîâ, êðîìå òåõ, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ â âåðøèíàõ. Äîñòðîèì ýòîò
òðåóãîëüíèê äî ïàðàëëåëîãðàììà ñ âåðøèíàìè 0, τ , τ ′, τ + τ ′. Ïîêàæåì, ÷òî
â òðåóãîëüíèêå τ , τ ′, τ + τ ′ íåò ïåðèîäîâ, êðîìå âåðøèí. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
áû òî÷êà τ0 èç ýòîãî òðåóãîëüíèêà áûëà áû ïåðèîäîì, òî òî÷êà τ + τ ′− τ0 ïðè-
íàäëåæàëà áû òðåóãîëüíèêó ñ âåðøèíàìè 0, τ , τ ′ è áûëà áû òîæå ïåðèîäîì, à
ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïîñòðîåíèþ òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè 0, τ , τ ′.

Ïóñòü T � ïðîèçâîëüíûé ïåðèîä ôóíêöèè f(·). Òîãäà åãî ìîæíî çàïèñàòü
â âèäå

T = ατ + βτ ′.

Çàïèøåì α è β â âèäå

α = n+ r, β = n′ + r′, 0 ≤ r, r′ < 1.

Èìååì
T = nτ + n′τ ′ + rτ + r′τ ′.

Èç ïðåäëîæåíèÿ 8.1 ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà rτ + r′τ ′ ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäîì f(·). Ýòà
òî÷êà ëåæèò â ïàðàëëåëîãðàììå ñ âåðøèíàìè 0, τ , τ ′, τ + τ ′. Íî â íåì íå
ñîäåðæèòñÿ ïåðèîäîâ êðîìå åãî âåðøèí. Ïîýòîìó r = r′ = 0. Òåì ñàìûì

T = nτ + n′τ ′.

�

×èñëà τ è τ ′ èç äîêàçàííîé òåîðåìû íàçûâàþòñÿ îñíîâíûìè ïåðèîäàìè
ôóíêöèè f(·). Òàêèì îáðàçîì, ïåðèîäè÷åñêèå ìåðîìîðôíûå ôóíêöèè äåëÿòñÿ
íà äâà êëàññà: îäíîïåðèîäè÷åñêèå, ó êîòîðûõ îäèí îñíîâíîé ïåðèîä (τ ′ = 0)
è äâîÿêîïåðèîäè÷åñêèå, èìåþùèå äâà îñíîâíûõ ïåðèîäà. Äâîÿêîïåðèîäè÷åñêèå
ìåðîìîðôíûå ôóíêöèè íàçûâàþòñÿ ýëëèïòè÷åñêèìè.
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8.2. Îáùèå ñâîéñòâà ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé

Ïðåäëîæåíèå 8.4. Ïóñòü f(·) è g(·) � ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè ñ ïåðèî-
äàìè τ è τ ′. Òîãäà ôóíêöèè

f(·)± g(·), f(·)g(·), f(·)
g(·)

, f ′(·),

ÿâëÿþòñÿ òàêæå ýëëèïòè÷åñêèìè ñ òåìè æå ïåðèîäàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî ñâîéñòâà ìåðî-
ìîðôíîñòè è ïåðèîäè÷íîñòè ïðè óêàçàííûõ îïåðàöèÿõ íå ìåíÿþòñÿ.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè ñ îñíîâíûìè ïåðèîäàìè τ
è τ ′. Óñëîâèìñÿ ñ÷èòàòü, ÷òî îòíîøåíèå τ ′/τ èìååò ïîëîæèòåëüíóþ ìíèìóþ
÷àñòü. Âîçüìåì â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè íåêîòîðóþ òî÷êó c è ïîñòðîèì ïà-
ðàëëåëîãðàìì ñ âåðøèíàìè c, c + τ , c + τ + τ ′, c + τ ′. Â ñèëó óñëîâèé íà τ
è τ ′ ïåðåõîä îò âåðøèíå ê âåðøèíå, ñîîòâåòñòâóþùèé íàïèñàííîìó ïîðÿäêó
âåðøèí, îòâå÷àåò îáõîäó ãðàíèöû ïàðàëëåëîãðàììà â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâ-
ëåíèè. Èç ÷åòûðåõ âåðøèí ê ïàðàëëåëîãðàììó îòíåñåì òîëüêî âåðøèíó c, à èç
÷åòûðåõ ñòîðîí îòíåñåì òå, êîòîðûå ñõîäÿòñÿ â òî÷êå c. Îïðåäåëåííîå òàêèì
îáðàçîì òî÷å÷íîå ìíîæåñòâî íàçîâåì ïàðàëëåëîãðàììîì ïåðèîäîâ.

Íà÷àëüíàÿ âåðøèíà c ïàðàëëåëîãðàììà ïðîèçâîëüíà. Áëàãîäàðÿ ýòîìó
ìîæíî ñòðîèòü ïàðàëëåëîãðàìì ïåðèîäîâ òàê, ÷òîáû íà åãî ñòîðîíàõ ôóíêöèÿ
íå ïðèíèìàëà êàêèõ-ëèáî íàïåðåä óêàçàííûõ çíà÷åíèé, íàïðèìåð, íå îáðàùà-
ëàñü â áåñêîíå÷íîñòü. Òàêîé âûáîð ïàðàëëåëîãðàììà ïåðèîäîâ âîçìîæåí, òàê
êàê ýëëèïòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, êàê âñÿêàÿ ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ (îòëè÷íàÿ îò
ïîñòîÿííîé), ïðèíèìàåò â êîíå÷íîé îáëàñòè êàæäîå ñâîå çíà÷åíèå êîíå÷íîå
÷èñëî ðàç.

Òåîðåìà 8.5 (Ëèóâèëëü). Åñëè ýëëèïòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ öåëîé,
òî îíà ïîñòîÿííà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàêàÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ äîëæíà áûòü îãðàíè-
÷åíà â ïàðàëëåëîãðàììå ïåðèîäîâ. Òîãäà îíà îãðàíè÷åíà âî âñåé ïëîñêîñòè è,
ñëåäîâàòåëüíî, ïîñòîÿííà. �

Ñëåäñòâèå 8.6. Ïóñòü ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè f(·) è g(·) ñ îäíèìè è
òåìè æå ïåðèîäàìè èìåþò â ïàðàëëåëîãðàììå ïåðèîäîâ ñîâïàäàþùèå íóëè è
ïîëþñû ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè. Òîãäà íàéäåòñÿ ïîñòîÿííàÿ C òàêàÿ, ÷òî

f(·) = Cg(·).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ýëëèïòè÷åñêóþ ôóíêöèþ f(·)/g(·). Ó íåå
íåò ïîëþñîâ â ïàðàëëåëîãðàììå ïåðèîäîâ. Òåì ñàìûì îíà ÿâëÿåòñÿ öåëîé. Ïî
òåîðåìå 8.5 f(·)/g(·) = C. Îòñþäà âûòåêàåò óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ. �

Òåîðåìà 8.7. Ñóììà âû÷åòîâ ýëëèïòè÷åñêîé ôóíêöèè îòíîñèòåëüíî
âñåõ åå ïîëþñîâ â ïàðàëëåëîãðàììå ïåðèîäîâ ðàâíà íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì ïàðàëëåëîãðàìì ïåðèîäîâ òàê, ÷òîáû ýëëèï-
òè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f(·) áûëà ðåãóëÿðíà íà åãî ñòîðîíàõ. Òîãäà èíòåãðàë ïî
êîíòóðó Γ ýòîãî ïàðàëëåëîãðàììà ïî òåîðåìå Êîøè ðàâåí ñóììå âû÷åòîâ f(·)
îòíîñèòåëüíî âñåõ ïîëþñîâ, ëåæàùèõ âíóòðè ïàðàëëåëîãðàììà, óìíîæåííîé
íà 2πi. Èìååì
(8.1)∫

Γ

f(u) du =

∫ c+τ

c

f(u) du+

∫ c+τ+τ ′

c+τ

f(u) du+

∫ c+τ ′

c+τ+τ ′
f(u) du+

∫ c

c+τ ′
f(u) du.
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Ñäåëàâ çàìåíó u = v + τ ′, ïîëó÷èì∫ c+τ ′

c+τ+τ ′
f(u) du =

∫ c

c+τ

f(v + τ ′) dv = −
∫ c+τ ′

c

f(v) dv.

Òåì ñàìûì ïåðâûé è òðåòèé èíòåãðàëû â ïðàâîé ÷àñòè (8.1) ñîêðàùàþòñÿ.
Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ ïðîèñõîäèò ñî âòîðûì è ÷åòâåðòûì èíòåãðàëîì. Ñëå-
äîâàòåëüíî,

(8.2)
∫

Γ

f(u) du = 0.

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ïàðàëëåëîãðàììà ïåðèîäîâ èç äâóõ ïàðàëëåëüíûõ ñòî-
ðîí ïàðàëëåëîãðàììó ïåðèîäîâ ïðèíàäëåæèò òîëüêî îäíà. Ïîýòîìó äîêàçàí-
íîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî è â òîì ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ èìååò ïîëþñû íà
ãðàíèöå ïàðàëëåëîãðàììà. �

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(·) àíàëèòè÷íà âíóòðè îãðàíè÷åííîé îáëàñòè D âñþäó,
êðîìå êîíå÷íîãî ÷èñëà ïîëþñîâ, íåïðåðûâíà íà ãðàíèöå ýòîé îáëàñòè Γ è íå
îáðàùàåòñÿ íà Γ â 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f ′(·) òîæå íåïðåðûâíà íà Γ. Òîãäà
èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [50, ñòð. 88], ÷òî

1

2π

∫
Γ

f ′(u)

f(u)
du = N − P,

ãäå N � ïîëíîå ÷èñëî íóëåé, à P � ïîëíîå ÷èñëî ïîëþñîâ âíóòðè îáëàñòè D.
Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 8.7 ê ýëëèïòè÷åñêîé ôóíêöèè f ′(·)/f(·), ïîëó÷àåì

Òåîðåìà 8.8. Ïîëíîå ÷èñëî ïîëþñîâ ýëëèïòè÷åñêîé ôóíêöèè â ïàðàëëå-
ëîãðàììå ïåðèîäîâ ðàâíî ïîëíîìó ÷èñëó íóëåé.

8.3. Ýëëèïòè÷åñêèé ñèíóñ

Ýëëèïòè÷åñêèì èíòåãðàëîì ïåðâîãî ðîäà íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

(8.3) F (z, k) =

∫ z

0

dz√
(1− z2)(1− k2z2)

,

ãäå k ∈ (0, 1) � ïàðàìåòð (áåðåòñÿ òà âåòâü êîðíÿ, êîòîðàÿ íà îòðåçêå [0, 1]
ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ). Êîãäà òî÷êà z = x äâèãàåòñÿ ïî îòðåçêó
[0, 1] îò 0 äî 1, èíòåãðàë

F (x, k) =

∫ x

0

dx√
(1− x2)(1− k2x2)

ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ, èçìåíÿÿñü îò 0 äî äî çíà÷åíèÿ

K =

∫ 1

0

dx√
(1− x2)(1− k2x2)

.

Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó z = 1 ìíîæèòåëü 1 − x ìåíÿåò çíàê. Òàê êàê ðàñ-
ñìàòðèâàåìàÿ âåòâü êîðíÿ àíàëèòè÷íà â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, òî ìû äîëæ-
íû ñ÷èòàòü, ÷òî òàêîé ïåðåõîä ïðîèñõîäèò â ðåçóëüòàòå îáõîäà òî÷êè z = 1 ïî
ìàëîé ïîëóîêðóæíîñòè γ (ñì. ðèñ. 8.3.2).

Â ðåçóëüòàòå òàêîãî îáõîäà arg(1 − z) ìåíÿåòñÿ îò 0 äî −π, à àðãóìåíòû
îñòàëüíûõ ìíîæèòåëåé íå ìåíÿþòñÿ. Ïîýòîìó íà îòðåçêå II = [1, 1/k] àðãóìåíò
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-

6

x

y

qq
0 1−1

q qq
1/k−1/k

w
γI ′ I IIII ′ IIIIII ′

Ðèñ. 8.3.2

-

6

u

v

q q
0 K−K

q�

q I ′ I

II

K + iK ′−K + iK ′

II ′

q IIIIII ′ -

Ðèñ. 8.3.3

êîðíÿ ðàâåí −π/2, à àðãóìåíò ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ â (8.3) ðàâåí π/2.
Òåì ñàìûì çíà÷åíèÿ F (x, k) íà îòðåçêå II ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

F (x, k) =

∫ 1

0

dx√
(1− x2)(1− k2x2)

+

∫ x

1

dx√
(1− x2)(1− k2x2)

= K + i

∫ x

1

dx√
(x2 − 1)(1− k2x2)

,

ãäå â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå êîðåíü ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ïðè äâèæåíèè òî÷êè x ïî îòðåçêó [1, 1/k] îò 1 äî 1/k òî÷êà F (x, k)
äâèãàåòñÿ ïî îòðåçêó [K,K + iK ′] îò K äî K + iK ′, ãäå

K ′ =

∫ 1/k

1

dx√
(x2 − 1)(1− k2x2)

.

Âåëè÷èíà K íàçûâàåòñÿ ïîëíûì ýëëèïòè÷åñêèì èíòåãðàëîì ïåðâîãî ðîäà
äëÿ ìîäóëÿ k. Ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííîé x = (1 − k′2t2)−1/2, ãäå k′ =√

1− k2, âåëè÷èíà K ′ ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

K ′ =

∫ 1

0

dt√
(1− t2)(1− k′2t2)

.

Òåì ñàìûì K ′ åñòü òîæå ïîëíûé ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà, íî äëÿ
äîïîëíèòåëüíîãî ìîäóëÿ k′.

Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó z = 1/k ìíîæèòåëü 1 − kx ìåíÿåò çíàê. Êàê
è âûøå, ìîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ âåòâü êîðíÿ íà ëó÷å
III = [1/k,+∞) èìååò àðãóìåíò −π, ò.å. ïðèíèìàåò îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ.
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Òàêèì îáðàçîì, íà ýòîì ëó÷å

(8.4) F (x, k) =

∫ 1

0

dx√
(1− x2)(1− k2x2)

+

∫ 1/k

1

dx√
(1− x2)(1− k2x2)

+

∫ x

1/k

dx√
(1− x2)(1− k2x2)

= K + iK ′ −
∫ x

1/k

dx√
(x2 − 1)(k2x2 − 1)

,

ãäå â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå êîðåíü ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Çàìåíà

ïåðåìåííûõ x =
1

kξ
ïîêàçûâàåò, ÷òî∫ +∞

1/k

dx√
(x2 − 1)(k2x2 − 1)

=

∫ 1

0

dξ√
(1− ξ2)(1− k2ξ2)

= K.

Ïîýòîìó ëó÷ III ôóíêöèÿ F (·, k) ïðåîáðàçóåò â ïîëóèíòåðâàë [K + iK ′, iK ′).
Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî F (·, k) ãîìåîìîðôíî ïðåîáðà-

çóåò îòðèöàòåëüíóþ ïîëóîñü â ëåâóþ ïîëîâèíó êîíòóðà ïðÿìîóãîëüíèêà, èçîá-
ðàæåííîãî íà ðèñ. 8.3.3.

Ïðèìåíÿÿ ïðèíöèï ñîîòâåòñòâèÿ ãðàíèö, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ýëëèï-
òè÷åñêèé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà F (·, k) ðåàëèçóåò êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå
âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè íà ïðÿìîóãîëüíèê R0 ñ âåðøèíàìè ±K, ±K + iK ′.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç

(8.5) w = sn(z, k)

(èëè, êîðî÷å, w = sn z) îáðàùåíèå èíòåãðàëà

(8.6) z =

∫ w

0

dw√
(1− w2)(1− k2w2)

.

Ôóíêöèÿ (8.5) íàçûâàåòñÿ ýëëèïòè÷åñêèì ñèíóñîì. Îíà ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷å-
ñêîé â ïðÿìîóãîëüíèêå R0 è îòîáðàæàåò åãî íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü.

-

-�

-� -� -�

a a a

a

0 K 2K 3K 4K 5K−K

−K − iK ′

−K + iK ′

−K + 2iK ′

R0

R1

R−1

R′0 R′′0
z0 z1

q

qz0

q q
z2

Ðèñ. 8.3.4

Òàê êàê ôóíêöèÿ sn z ïåðåâîäèò îòðåçîê [−K,K] â îòðåçîê [−1, 1], òî ê
íåé ïðèìåíèì ïðèíöèï ñèììåòðèè, ïî êîòîðîìó îíà àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæà-
åòñÿ â ïðÿìîóãîëüíèê R−1, ñèììåòðè÷íûé ñ R0 îòíîñèòåëüíî [−K,K], ïðè÷åì
ïðîäîëæåííàÿ ôóíêöèÿ (ìû ñíîâà îáîçíà÷àåì åå ÷åðåç sn z) îòîáðàæàåò R−1

íà íèæíþþ ïîëóïëîñêîñòü. Ôóíêöèÿ sn z ïåðåâîäèò îòðåçîê [K,K + iK ′] â
îòðåçîê [1, 1/k]. Ê íåé ñíîâà ìîæíî ïðèìåíèòü ïðèíöèï ñèììåòðèè, ïî êîòîðî-
ìó îíà ïðîäîëæàåòñÿ â ïðÿìîóãîëüíèê R1, ñèììåòðè÷íûé ñ R0 îòíîñèòåëüíî
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[K,K + iK ′], ïðè÷åì ïðîäîëæåííàÿ ôóíêöèÿ îòîáðàæàåò R1 òîæå íà íèæíþþ
ïîëóïëîñêîñòü. Ïðîäîëæåííóþ ôóíêöèþ ìîæíî ïðîäëèòü â ïðÿìîóãîëüíèê
R2.

Òî÷íî òàêæå ìû ìîæåì ïðîäëèòü ôóíêöèþ sn z â ïðÿìîóãîëüíèê R1. Òîëü-
êî òåïåðü ïðîäîëæåííàÿ ôóíêöèÿ áóäåò ìåðîìîðôíîé � â òî÷êå iK ′ îíà áóäåò
èìåòü ïîëþñ. Ðàññóæäàÿ òàêèì æå îáðàçîì, ìû ìîæåì ïðîäëèòü ýëëèïòè÷å-
ñêèé ñèíóñ íà âñþ ïëîñêîñòü C.

Îòìåòèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ïîëó÷åííîé ôóíêöèè. Â ñèëó ïðèíöèïà ñèì-
ìåòðèè òî÷êà z1 èç ïðÿìîóãîëüíèêà R1, ñèììåòðè÷íàÿ òî÷êå z0 îòíîñèòåëüíî
îòðåçêà [K,K + iK ′] ïåðåõîäèò â òî÷êó sn z0, à òî÷êà z2 = z0 + 4K, ñèììåò-
ðè÷íàÿ ñ z1 îòíîñèòåëüíî [3K, 3K + iK ′] � ñíîâà â òî÷êó sn z0. Òåì ñàìûì äëÿ
âñåõ z ∈ C

sn(z + 4K) = sn z.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

sn(z + 2iK ′) = sn z.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåííàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ýëëèïòè÷åñêîé ñ îñíîâíûìè
ïåðèîäàìè 4K è 2iK ′.

Òî÷êà z0, ñèììåòðè÷íàÿ òî÷êå z0 îòíîñèòåëüíî îòðåçêà [−K,K] ïåðåõîäèò
â òî÷êó sn z0. Ñëåäîâàòåëüíî, sn z0 = sn z0. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî sn z1 = sn z0.
Íî z1 = 2K − z0. Òåì ñàìûì sn(2K − z0) = sn z0. Îòñþäà äëÿ âñåõ z ∈ C

sn(2K − z) = sn z.

Ïîëó÷èì åùå îäíî ñîîòíîøåíèå. Ïóñòü x ∈ [1/k,+∞). Òîãäà èç (8.4) ñëå-
äóåò, ÷òî

z =

∫ x

0

dx√
(1− x2)(1− k2x2)

=

∫ 1

0

dx√
(1− x2)(1− k2x2)

+

∫ 1/k

1

dx√
(1− x2)(1− k2x2)

+

∫ x

1/k

dx√
(1− x2)(1− k2x2)

= K + iK ′ −
∫ x

1/k

dx√
(x2 − 1)(k2x2 − 1)

Ñäåëàâ â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå çàìåíó x =
1

kξ
, ïîëó÷àåì

z = K + iK ′ +

∫ 1
kx

1

dξ√
(1− ξ2)(1− k2ξ2)

= iK ′ +

∫ 1
kx

0

dξ√
(1− ξ2)(1− k2ξ2)

.

Îòñþäà ïîëó÷àåì x = sn z è

1

kx
= sn(z − iK ′) = sn(z + iK ′).

Â ñèëó ìåðîìîðôíîñòè ôóíêöèè sn z äëÿ âñåõ z ∈ C (êðîìå íóëåé sn z) ñïðà-
âåäëèâî ðàâåíñòâî

(8.7) sn(z + iK ′) =
1

k sn z
.

Èç (8.6) ñëåäóåò, ÷òî

dz

dw
=

1√
(1− w2)(1− k2w2)

.

Òåì ñàìûì
d sn z

dz
=
√

(1− sn2 z)(1− k2 sn2 z).
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Â ÷àñòíîñòè,
(sn z)′|z=0 = 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, íóëè ôóíêöèè sn z èìåþò êðàòíîñòü åäèíèöà. Â ñèëó ðàâåíñòâà
(8.7) ïîëþñà ýòîé ôóíêöèè òàêæå îäíîêðàòíûå.

Èòàê, âûÿñíåíî, ÷òî ôóíêöèÿ sn z ÿâëÿåòñÿ ýëëèïòè÷åñêîé, èìååò ïàðàë-
ëåëîãðàìì ïåðèîäîâ ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ 0, 4K, 2iK ′, 4K + 2iK ′ (íàïîìíèì,
÷òî èç íåãî óäàëåíû îòðåçêè [4K, 4K+ 2iK ′] è [2iK ′, 4K+ 2iK ′]). Â ïàðàëëåëî-
ãðàììå ïåðèîäîâ ó sn z äâà îäíîêðàòíûõ íóëÿ (z = 0, 2K) è äâà îäíîêðàòíûõ
ïîëþñà (z = iK ′, 2K + iK ′).

8.4. Ïåðâîå ãëàâíîå ïðåîáðàçîâàíèå n-îé ñòåïåíè

Ïðåäëîæåíèå 8.9. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(8.8) sn(u+ v) sn(u− v) =
sn2 u− sn2 v

1− k2 sn2 u sn2 v
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ôóíêöèè

f(z) = sn(z + v) sn(z − v), g(z) =
sn2 z − sn2 v

1− k2 sn2 z sn2 v
.

Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 8.4 îáå ýòè ôóíêöèè ýëëèïòè÷åñêèå ñ ïåðèîäàìè 4K, 2iK ′

(íà ñàìîì äåëå äàæå ñ ïåðèîäîì 2K, íî ýòî íå èãðàåò îñîáîãî çíà÷åíèÿ). Íóëè
ôóíêöèè f(·) èìåþò âèä z = ±v + 2Kn + 2iK ′m, n,m ∈ Z. Òå æå íóëè èìååò
ôóíêöèÿ g(·). Ïîëþñû ôóíêöèè f(·) èìåþò âèä z = ±v + 2Kn + (2m + 1)iK ′,
n,m ∈ Z. Â ñèëó ðàâåíñòâà (8.7) òå æå ïîëþñû èìååò ôóíêöèÿ g(·). Âñå íóëè è
ïîëþñû ó ýòèõ ôóíêöèé êðàòíîñòè åäèíèöà. Òîãäà èç ñëåäñòâèÿ 8.6 íàéäåòñÿ
ïîñòîÿííàÿ C òàêàÿ, ÷òî f(z) = Cg(z). Ïîäñòàâèâ z = 0, óáåæäàåìñÿ, ÷òî
C = 1. �

Ïóñòü ìîäóëü λ òàêîé, ÷òî

Λ′

Λ
= n

K ′

K
.

Ïîëîæèì

M =
K ′

Λ′
.

Òîãäà

Λ =
K

nM
.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f(z) =

n−1∏
j=0

sn(t− tj , k),

ãäå

tj = −K +
2j + 1

n
K, j = 0, 1, . . . , n− 1,

è ôóíêöèþ

g(z) = sn
( z
M
, λ
)
.

Âåëè÷èíû 4K è 2iK ′ ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäàìè äëÿ îáåèõ ôóíêöèé. Ïóñòü n =
2m+ 1. Ìíîæåñòâî íóëåé ôóíêöèè f(·) èìååò âèä

−K +
2j + 1

n
K + 2Ks+ 2iK ′r = 2ΛM(j −m+ sn) + 2iΛ′Mr,

j = 0, 1, . . . , n− 1, s, r ∈ Z.
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Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî êàæäûé òàêîé íóëü ÿâëÿåòñÿ íóëåì è äëÿ ôóíêöèè g(·).
Äëÿ ôóíêöèè g(·) ìíîæåñòâî íóëåé òàêîâî:

2ΛMp+ 2iΛ′Mq =
2K

n
p+ 2iK ′q, p, q ∈ Z.

Ïîêàæåì, ÷òî êàæäûé òàêîé íóëü ÿâëÿåòñÿ íóëåì ôóíêöèè f(·). Ïðåäñòàâèì
p+m â âèäå p+m = ns+ r, ãäå 0 ≤ r ≤ n− 1.Èìååì

sn

(
2K

n
p+ 2iK ′q − tr, k

)
= sn

(
2K

n
p+K − 2r + 1

n
K, k

)
= sn

(
2K

n
(p+m− r), k

)
= sn(2Ks, k) = 0.

Çàéìåìñÿ òåïåðü ïîëþñàìè ýòèõ ôóíêöèé. Ïîëþñû f(·) èìåþò âèä

−K +
2j + 1

n
K + 2sK + (2r + 1)iK ′ = 2ΛM(j −m+ sn) + iΛ′M(2r + 1),

j = 0, 1, . . . , n− 1, s, r ∈ Z.

Î÷åâèäíî, ÷òî êàæäûé èç òàêèõ ïîëþñîâ ÿâëÿåòñÿ ïîëèñîì ôóíêöèè g(·). Ïî-
ëþñû ôóíêöèè g(·) èìåþò âèä

2ΛMp+ iΛ′M(2q + 1) =
2K

n
p+ iK ′(2q + 1), p, q ∈ Z.

Êàê è âûøå, âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäñòàâëåíèåì p+m = ns+ r. Òîãäà

(8.9)
2K

n
p+ iK ′(2q + 1)− tr = 2Ks+ iK ′(2q + 1),

à ýòî òî÷êà ÿâëÿåòñÿ ïîëþñîì äëÿ sn(z, k). Äëÿ îñòàëüíûõ ìíîæèòåëåé ôóíê-
öèè f(·) òî÷êà

2K

n
p+ iK ′(2q + 1)

íå ÿâëÿåòñÿ íóëåì, ò.ê. íà ïðÿìîé z = iK ′ ó ôóíêöèè sn(z, k) íåò íóëåé. Ñëå-
äîâàòåëüíî, òî÷êà (8.9) � ïîëþñ f(·).

Èç ñëåäñòâèÿ 8.6 ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C òàêàÿ, ÷òî g(z) =
Cf(z). Çàìåòèì, ÷òî tm = 0 è tm−j = −tm+j , j = 1, . . . ,m. Ó÷èòûâàÿ (8.8),
èìååì

f(z) = sn(z, k)

2m∏
j=m+1

sn2(z, k)− sn2(tj , k)

1− k2 sn2(tj , k) sn2(z, k)
.

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C òàêàÿ, ÷òî

(8.10) sn
( z
M
, λ
)

= C sn(z, k)

m∏
r=1

sn2(z, k)− c22r
1− k2c22r sn2(z, k)

,

ãäå

cr = sn

(
rK

n
, k

)
.

Ïîäñòàâèâ z = −iK ′/2 â (8.7), ïîëó÷èì, ÷òî

(8.11) sn

(
iK ′

2
, k

)
=

i√
k
.

Ïîëîæèâ â (8.10) z = iK ′/2, èìååì

i√
λ

= Ci
(−1)m

km+1/2
.
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Îòñþäà

C = (−1)m
kn/2√
λ
.

Èòàê, äëÿ n = 2m+ 1 ìû ïîëó÷èëè ïðåäñòàâëåíèå (íàì óäîáíåå z çàìåíèòü íà
Kz)

(8.12)
√
λ sn(nΛz, λ) = (−1)mkn/2 sn(Kz, k)

m∏
r=1

sn2(Kz, k)− c22r
1− k2c22r sn2(Kz, k)

.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà n = 2m. Ôóíêöèþ g(·) îïðåäåëèì ñëåäó-
þùèì îáðàçîì

g(z) = sn
( z
M

+ Λ, λ
)
.

Ìíîæåñòâî íóëåé ôóíêöèè f(·) â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå èìååò âèä

−K +
2j + 1

n
K + 2Ks+ 2iK ′r = 2ΛM(j −m+ sn) + ΛM + 2iΛ′Mr,

j = 0, 1, . . . , n− 1, s, r ∈ Z.

Êàæäûé òàêîé íóëü ÿâëÿåòñÿ íóëåì è äëÿ ôóíêöèè g(·). Äëÿ ôóíêöèè g(·)
ìíîæåñòâî íóëåé òàêîâî:

ΛM(2p+ 1) + 2iΛ′Mq =
K

n
(2p+ 1) + 2iK ′q, p, q ∈ Z.

Ïîêàæåì, ÷òî êàæäûé òàêîé íóëü ÿâëÿåòñÿ íóëåì ôóíêöèè f(·). Ïðåäñòàâèì
p+m â âèäå p+m = ns+ r, ãäå 0 ≤ r ≤ n− 1. Èìååì

sn

(
K

n
(2p+ 1) + 2iK ′q − tr, k

)
= sn

(
K

n
(2p+ 1) +K − 2r + 1

n
K, k

)
= sn

(
2K

n
(p+m− r), k

)
= sn(2Ks, k) = 0.

Çàéìåìñÿ òåïåðü ïîëþñàìè ýòèõ ôóíêöèé. Ïîëþñû f(·) èìåþò âèä

−K +
2j + 1

n
K + 2sK + (2r+ 1)iK ′ = 2ΛM(j−m+ sn) + ΛM + iΛ′M(2r+ 1),

j = 0, 1, . . . , n− 1, s, r ∈ Z.

Î÷åâèäíî, ÷òî êàæäûé èç òàêèõ ïîëþñîâ ÿâëÿåòñÿ ïîëèñîì ôóíêöèè g(·). Ïî-
ëþñû ôóíêöèè g(·) èìåþò âèä

ΛM(2p+ 1) + iΛ′M(2q + 1) =
K

n
(2p+ 1) + iK ′(2q + 1), p, q ∈ Z.

Êàê è âûøå, âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäñòàâëåíèåì p+m = ns+ r. Òîãäà

(8.13)
K

n
(2p+ 1) + iK ′(2q + 1)− tr = 2Ks+ iK ′(2q + 1),

à ýòî òî÷êà ÿâëÿåòñÿ ïîëþñîì äëÿ sn(z, k). Äëÿ îñòàëüíûõ ìíîæèòåëåé ôóíê-
öèè f(·) òî÷êà

K

n
(2p+ 1) + iK ′(2q + 1)

íå ÿâëÿåòñÿ íóëåì, ò.ê. íà ïðÿìîé z = iK ′ ó ôóíêöèè sn(z, k) íåò íóëåé. Ñëå-
äîâàòåëüíî, òî÷êà (8.13) � ïîëþñ f(·).

Èç ñëåäñòâèÿ (8.6) ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C òàêàÿ, ÷òî
g(z) = Cf(z). Çàìåòèì, ÷òî tm−j = −tm+j , j = 1, . . . ,m. Ó÷èòûâàÿ (8.8), èìååì

f(z) =

2m∏
j=m+1

sn2(z, k)− sn2(tj , k)

1− k2 sn2(tj , k) sn2(z, k)
.
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Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C òàêàÿ, ÷òî

(8.14) sn
( z
M

+ Λ, λ
)

= C

m∏
r=1

sn2(z, k)− c22r−1

1− k2c22r−1 sn2(z, k)
.

Ïîäñòàâèâ z = K − iK ′/2 â (8.7), ïîëó÷èì, ÷òî

sn

(
K +

iK ′

2
, k

)
=

1

k sn

(
K − iK ′

2
, k

) = − 1

k sn

(
iK ′

2
−K, k

)
=

1

k sn

(
iK ′

2
+K, k

) .
Îòñþäà

sn

(
K +

iK ′

2
, k

)
=

1√
k
.

Ïîëîæèâ â (8.14) z = iK ′/2, èìååì

1√
λ

= C
(−1)m

km
.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ n = 2m ìû ïîëó÷èëè ïðåäñòàâëåíèå (ñíîâà z çàìåíèì íà
Kz)

(8.15)
√
λ sn(nΛz + Λ, λ) = (−1)mkn/2

m∏
r=1

sn2(Kz, k)− c22r−1

1− k2c22r−1 sn2(Kz, k)
.

8.5. Ïðîèçâåäåíèÿ Áëÿøêå�Çîëîòàðåâà

Ïóñòü k ∈ (0, 1), à K � ïîëíûé ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà äëÿ
ìîäóëÿ k. Ôóíêöèþ

Zn(z, k) =

n∏
j=1

z − zj
1− zjz

,

ãäå

zj =
√
k sn

(
−K +

2j − 1

n
K, k

)
,

áóäåì íàçûâàòü ïðîèçâåäåíèåì Áëÿøêå�Çîëîòàðåâà. Åñëè n = 2m + 1, òî
Zn(·, k) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Zn(z, k) = z

m∏
j=1

z2 − u2
j

1− u2
jz

2
, uj =

√
k sn

(
2j

n
K, k

)
.

Ïðè n = 2m ôóíêöèÿ Zn(·, k) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

Zn(z, k) =

m∏
j=1

z2 − v2
j

1− v2
j z

2
, vj =

√
k sn

(
2j − 1

n
K, k

)
.

Ïîäñòàâëÿÿ z =
√
k sn(Kt, k), ó÷èòûâàÿ (8.12) è (8.15), ïîëó÷àåì ïàðàìåòðè÷å-

ñêóþ çàïèñü äëÿ ïðîèçâåäåíèé Áëÿøêå�Çîëîòàðåâà

Zn(z, k) =

{
(−1)n/2

√
λ sn(nΛt+ Λ, λ), n = 2m,

(−1)(n−1)/2
√
λ sn(nΛt, λ), n = 2m+ 1,

ãäå λ îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì
Λ′

Λ
= n

K ′

K
,
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à Λ è Λ′ � ïîëíûå ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû ïåðâîãî ðîäà äëÿ ìîäóëåé λ è
λ′ =

√
1− λ2. Òàêèì îáðàçîì,

‖Zn(·, k)‖C([−
√
k,
√
k]) =

√
λ.

Âàæíûì ñâîéñòâîì ïðîèçâåäåíèé Áëÿøêå�Çîëîòàðåâà ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå ó
íèõ àëüòåðíàíñà, ò.å. òàêèõ òî÷åê

ξj =
√
k sn

(
−K +

2j

n
K, k

)
, j = 0, 1, . . . , n,

äëÿ êîòîðûõ

(8.16) Z(ξj , k) = (−1)j‖Zn(·, k)‖C([−
√
k,
√
k]), j = 0, 1, . . . , n.

8.6. Ôóíêöèÿ Âåéðøòðàññà ℘(·)

Ðàññìîòðèì ðÿä

(8.17)
∑
n,n′

′ 1

|2nω + 2n′ω′|3
,

ãäå ñóììèðîâàíèå áåðåòñÿ ïî âñåì öåëûì n è n′, êðîìå ïàðû n = n′ = 0 (ýòî
îòìå÷àåòñÿ øòðèõîì ó çíàêà ñóììû), à ÷èñëà ω è ω′ òàêîâû, ÷òî îòíîøåíèå
ω′/ω íå ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíûì ÷èñëîì.

Ïðåäëîæåíèå 8.10. Ðÿä (8.17) ñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

Sk =
∑
n,n′

1

|2nω + 2n′ω′|3
,

ãäå ñóììà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà òå n è n′, äëÿ êîòîðûõ

(8.18)

n = ±k, − k < n′ < k,

n′ = ±k, − k < n < k,

n = ±k, n′ = ±k.
×èñëî ïàð (n, n′), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (8.18), ðàâíî 8k, ïðè ýòîì äëÿ
òàêèõ ïàð

|2nω + 2n′ω′| ≥ kd,
ãäå d íàèìåíüøåå ðàññòîÿíèå äî íà÷àëà êîîðäèíàò ñðåäè òî÷åê

±2ω, ±(2ω + 2ω′), ±2ω′, ±(2ω − 2ω′).

Ïîýòîìó èìååò ìåñòî îöåíêà

Sk ≤ 8k · 1

(kd)3
=

8

d3
· 1

k2
.

Òåì ñàìûì ðÿä ∑
n,n′

′ 1

|2nω + 2n′ω′|3
=

∞∑
k=1

Sk

ñõîäèòñÿ. �

Ïðåäëîæåíèå 8.11. Ðÿä∑
n,n′

1

(u− 2nω − 2n′ω′)3

ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî â êàæäîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ïëîñêîñòè
u, åñëè èç íåãî óäàëèòü òî êîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ, êîòîðûå â ýòîé îáëàñòè
îáðàùàþòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì êðóã |u| ≤ R. Óäàëèì èç ðÿäà âñå ñëàãàå-
ìûå, äëÿ êîòîðûõ |2nω + 2n′ω′| ≤ 2R. Î÷åâèäíî, ÷òî èõ êîíå÷íîå ÷èñëî. Äëÿ
îñòàâøèõñÿ ñëàãàåìûõ

|u− 2nω − 2n′ω′| ≥ |2nω + 2n′ω′| − |u| ≥ 1

2
|2nω + 2n′ω′|.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ îñòàâøèõñÿ ñëàãàåìûõ
1

|u− 2nω − 2n′ω′|3
≤ 8

|2nω + 2n′ω′|3
.

Èç ñõîäèìîñòè ðÿäà (8.17) âûòåêàåò óòâåðæäåíèå ïðåäëîæåíèÿ. �

Ïîëîæèì

Q(u) = −2
∑
n,n′

1

(u− 2nω − 2n′ω′)3
.

Ýòà ôóíêöèÿ èìååò ïåðèîäû 2ω è 2ω′. Äåéñòâèòåëüíî,

Q(u+ 2ω) = −2
∑
n,n′

1

(u+ 2ω − 2nω − 2n′ω′)3
= −2

∑
m,n′

1

(u− 2mω − 2n′ω′)3
,

ãäå m = n− 1. Òàê êàê ïàðà (m,n′) ïðîáåãàåò òó æå ñîâîêóïíîñòü, ÷òî è ïàðà
(n, n′), òî

Q(u+ 2ω) = Q(u).

Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

Q(u+ 2ω′) = Q(u).

Ôóíêöèÿ Q(·) ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíîé. Äåéñòâèòåëüíî,

Q(−u) = 2
∑
n,n′

1

(u+ 2nω + 2n′ω′)3
= 2

∑
n,n′

1

(u− 2mω − 2m′ω′)3
,

ãäåm = −n èm′ = −n′. Òàê êàê îáå ïàðû ïðîáåãàþò îäíó è òó æå ñîâîêóïíîñòü,
òî

Q(−u) = −Q(u).

Ïîëîæèì

℘(u) =
1

u2
+

∫ u

0

(
Q(u) +

2

u3

)
du,

ãäå ïóòü èíòåãðèðîâàíèÿ íå ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíû ñåòêè ïåðèîäîâ, îòëè÷íûå
îò òî÷êè u = 0. Òàêèì îáðàçîì,

℘′(u) = Q(u).

Ïî÷ëåííîå èíòåãðèðîâàíèå äàåò

℘(u) =
1

u2
+
∑
n,n′

′
(

1

(u− 2nω − 2n′ω′)2
− 1

(2nω + 2n′ω′)2

)
.

Òàê êàê Q(·) � ôóíêöèÿ íå÷åòíàÿ, òî ℘(·) � ôóíêöèÿ ÷åòíàÿ.
Ïîñêîëüêó Q(·) èìååò ïåðèîä 2ω, òî

(8.19) ℘′(u+ 2ω) = ℘′(u).

Çíà÷èò,

(8.20) ℘(u+ 2ω) = ℘(u) + c,

ãäå c � êîíñòàíòà. Ïîëîæèâ â (8.20) u = −ω, ïîëó÷èì
℘(ω) = ℘(−ω) + c.

Îòñþäà â ñèëó ÷åòíîñòè ℘(·) âûòåêàåò, ÷òî c = 0, ò.å.

℘(u+ 2ω) = ℘(u).
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Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

℘(u+ 2ω′) = ℘(u).

Òàêèì îáðàçîì, ℘(·) ÿâëÿåòñÿ ýëëèïòè÷åñêîé ôóíêöèåé, ó êîòîðîé â ïàðàëëå-
ëîãðàììå ïåðèîäîâ îäèí ïîëþñ âòîðîãî ïîðÿäêà.

8.7. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè ℘(·)

Â îêðåñòíîñòè òî÷êè u = 0 ôóíêöèÿ ℘(·) èìååò âèä

℘(u) =
1

u2
+ 3u2

∑
n,n′

′ 1

(2nω + 2n′ω′)4
+ 5u4

∑
n,n′

′ 1

(2nω + 2n′ω′)6
+ . . . .

Ñëåäóÿ Âåéåðøòðàññó, ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

g2 = 60
∑
n,n′

′ 1

(2nω + 2n′ω′)4
, g3 = 140

∑
n,n′

′ 1

(2nω + 2n′ω′)6
.

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ

℘(u) =
1

u2
+
g2

20
u2 +

g3

28
u4 + . . . .

Îòñþäà

℘′(u) = − 2

u3
+
g2

10
u+

g3

7
u3 + . . . .

Ïîýòîìó

℘′
2
(u) =

4

u6

(
1− g2

10
u4 − g3

7
u6 + . . .

)
,

℘3(u) =
1

u6

(
1 +

3g2

20
u4 +

3g3

28
u6 + . . .

)
.

Â ñèëó ýòèõ ðàçëîæåíèé

℘′
2
(u)− 4℘3(u) + g2℘(u) = −g3 +Au2 +Bu4 + . . . .

Ëåâàÿ ÷àñòü ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà åñòü ýëëèïòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñ îñíîâ-
íûìè ïåðèîäàìè τ è τ ′. Åå ïîëþñàìè ìîãóò áûòü òîëüêî òî÷êè nτ +n′τ ′. À òàê
êàê â òî÷êå u = 0, êàê ïîêàçûâàåò íàïèñàííàÿ ôîðìóëà, ýòà ôóíêöèÿ ðåãóëÿð-
íà è ðàâíà −g3, òî îíà ðåãóëÿðíà âî âñÿêîì ïàðàëëåëîãðàììå ïåðèîäîâ, äëÿ
êîòîðîãî u = 0 åñòü âíóòðåííÿÿ òî÷êà. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Ëèóâèëëÿ
îíà åñòü êîíñòàíòà. Òåì ñàìûì

(8.21) ℘′
2
(u) = 4℘3(u)− g2℘(u)− g3.

Èíà÷å ãîâîðÿ, ℘(·) óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

z′
2

= 4z3 − g2z − g3.

Ïîëîæèì
4z3 − g2z − g3 = 4(z − e1)(z − e2)(z − e3).

Òîãäà

e1 + e2 + e3 = 0,

e1e2 + e2e3 + e3e1 = −1

4
g2,

e1e2e3 =
1

4
g3.

Ïîäñòàâëÿÿ â ðàâåíñòâî (8.19) u = −ω, ïîëó÷àåì

℘′(ω) = ℘′(−ω).
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Â ñèëó íå÷åòíîñòè ℘′(·) îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ℘(ω) = 0. Ïîäîáíûì îáðàçîì ìîæ-
íî ïîêàçàòü, ÷òî

℘′(ω′) = ℘′(ω + ω′) = 0.

Òåì ñàìûì òî÷êè ω, ω + ω′, ω′ ÿâëÿþòñÿ íóëÿìè ℘′(·) è ïðèòîì ïðîñòûìè
íóëÿìè, òàê êàê ℘′(·) � ýëëèïòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà.

Çàìåòèì, ÷òî âåëè÷èíû

(8.22) ℘(ω), ℘(ω + ω′), ℘(ω′)

âñå ðàçëè÷íû ìåæäó ñîáîé. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè, íàïðèìåð, ℘(ω) = ℘(ω + ω′),
òî ýëëèïòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ℘(·)− ℘(ω) èìåëà áû äâà íóëÿ ω,
ω + ω′ âòîðîãî ïîðÿäêà, ÷òî íåâîçìîæíî.

Â ñèëó (8.21) âåëè÷èíû (8.22) ñîâïàäàþò ñ êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà 4z3−g2z−
g3. Ïîýòîìó ÷èñëà e1, e2, e3 âñå ðàçëè÷íû ìåæäó ñîáîé.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ

ω1 = ω,

ω2 = −ω − ω′
(
τ =

ω3

ω1
, Im τ > 0

)
,

ω3 = ω′.

Çàìåòèì, ÷òî ω1 + ω2 + ω3 = 0. Â äàëüíåéøåì ñ÷èòàåì, ÷òî

(8.23) ek = ℘(ωk), k = 1, 2, 3.

8.8. Ôóíêöèÿ Âåéðøòðàññà ζ(·)

Ôóíêöèÿ ζ(·) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(8.24) ζ(u) =
1

u
−
∫ u

0

(
℘(u)− 1

u2

)
du,

ãäå ïóòü èíòåãðèðîâàíèÿ íå ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíû ñåòêè ïåðèîäîâ, îòëè÷íûå
îò òî÷êè u = 0. Òàêèì îáðàçîì,

(8.25) ζ ′(u) = −℘(u).

Ïî÷ëåííîå èíòåãðèðîâàíèå äàåò

ζ(u) =
1

u
+
∑
n,n′

′
(

1

u− 2nω − 2n′ω′
+

1

2nω + 2n′ω′
+

u

(2nω + 2n′ω′)2

)
.

Èç (8.24) ñëåäóåò, ÷òî ζ(·) � íå÷åòíàÿ ôóíêöèÿ. Â ñèëó (8.25)

(8.26)
ζ(u+ 2ω)− ζ(u) = 2η,

ζ(u+ 2ω′)− ζ(u) = 2η′,

ãäå η è η′ � íåêîòîðûå êîíñòàíòû. Ïîäñòàâëÿÿ u = −ω â ïåðâîå ðàâåíñòâî
è èñïîëüçóÿ íå÷åòíîñòü ζ(·), ïîëó÷àåì η = ζ(ω). Àíàëîãè÷íî íàõîäèì, ÷òî
η′ = ζ(ω′). Áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ

ηk = ζ(ωk), k = 1, 2, 3.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî
η1 + η2 + η3 = 0.

Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó (8.26)

ζ(u+ 2ω + 2ω′) = ζ(u+ 2ω) + 2η = ζ(u) + 2η + 2η′.

Ïîëàãàÿ u = −ω − ω′, íàõîäèì

η + η′ = ζ(ω + ω′).
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Ñëåäîâàòåëüíî,
η1 + η3 = −η2.

Äîêàæåì, ÷òî

(8.27) ηω′ − η′ω =
πi

2
.

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ îïðåäåëåííîñòè Imω′/ω > 0. Ðàññìîòðèì êàêîé-íèáóäü
ïàðàëëåëîãðàìì ïåðèîäîâ ñ âåðøèíàìè c, c + 2ω, c + 2ω + 2ω′, c + ω′, äëÿ
êîòîðîãî òî÷êà u = 0 ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé. Èíòåãðèðóÿ ïî êîíòóðó Γ ýòîãî
ïàðàëëåëîãðàììà, áóäåì èìåòü

2πi =

∫
Γ

ζ(u) du =

∫ c+2ω

c

ζ(u) du+

∫ c+2ω+2ω′

c+2ω

ζ(u) du

+

∫ c+2ω′

c+2ω+2ω′
ζ(u) du+

∫ c

c+2ω′
ζ(u) du.

Äåëàÿ â ïðàâîé ÷àñòè âî âòîðîì èíòåãðàëå ïîäñòàíîâêó u = 2ω+v, à â òðåòüåì
èíòåãðàëå ïîäñòàíîâêó u = 2ω′ + v, ïîëó÷àåì

2πi =

∫ c+2ω

c

(ζ(u)− ζ(u+ 2ω′)) du+

∫ c+2ω′

c

(ζ(u+ 2ω)− ζ(u)) du

=

∫ c+2ω′

c

2η du−
∫ c+2ω

c

2η′ du = 4(ηω′ − η′ω).

Òåì ñàìûì èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå (8.27).
Ñîîòíîøåíèå (8.27) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

(8.28) η1ω3 − η3ω1 =
πi

2
.

Ïîäñòàâëÿÿ â (8.28) ω3 = −ω1 − ω2 è η3 = −η1 − η2, ïîëó÷àåì

η1(−ω1 − ω2)− (−η1 − η2)ω1 =
πi

2
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

(8.29) η1ω2 − η2ω1 = −πi
2
.

8.9. Ôóíêöèÿ Âåéðøòðàññà σ(·)

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ σ(·) ðàâåíñòâîì

(8.30) ln
σ(u)

u
=

∫ u

0

(
ζ(u)− 1

u

)
du,

ãäå ïóòü èíòåãðèðîâàíèÿ íå ïðîõîäèò íè ÷åðåç îäíó âåðøèíó ñåòêè ïåðèîäîâ,
îòëè÷íóþ îò òî÷êè u = 0. Èç (8.30) ñëåäóåò, ÷òî

(8.31)
σ′(u)

σ(u)
= ζ(u).

Çàìåíÿÿ â (8.30) ôóíêöèþ ζ(·) åå ðàçëîæåíèåì íà ïðîñòåéøèå äðîáè è ïî÷ëåííî
èíòåãðèðóþ, ïîëó÷àåì

ln
σ(u)

u
=
∑
n,n′

′
(

ln

(
1− u

2nω + 2n′ω′

)
+

u

2nω + 2n′ω′
+

u2

2(2nω + 2n′ω′)2

)
.

Îòñþäà âûòåêàåò ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå ôóíêöèè σ(·) â áåñêîíå÷íîå ïðîèçâå-
äåíèå

σ(u) = u
∏
s

′ (
1− u

s

)
e
u
s+ u2

2s2 , s = 2nω + 2n′ω′.
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Èç ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ âèäíî, ÷òî σ(·) � öåëàÿ ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ ëèøü ïðî-
ñòûå íóëè, ëåæàùèå â âåðøèíàõ ñåòêè ïåðèîäîâ.

Èç (8.30) âûòåêàåò, ÷òî σ(·) � íå÷åòíàÿ ôóíêöèÿ.
Çàìåíèì â (8.31) u íà u+ 2ω. Â ñèëó (8.26) ïîëó÷èì

σ′(u+ 2ω)

σ(u+ 2ω)
=
σ′(u)

σ(u)
+ 2η.

Îòñþäà
lnσ(u+ 2ω) = lnσ(u) + 2ηu+ C.

Ñëåäîâàòåëüíî,
σ(u+ 2ω) = C ′e2ηuσ(u).

Ïîëàãàÿ çäåñü u = −ω, áóäåì èìåòü

σ(ω) = −σ(ω)C ′e−2ηω.

Òàê êàê σ(ω) 6= 0, òî C ′ = −e2ηω. Òåì ñàìûì

(8.32) σ(u+ 2ω) = −e2η(u+ω)σ(u).

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî âîîáùå

(8.33) σ(u+ 2ωk) = −e2ηk(u+ωk)σ(u).

8.10. Ñâÿçü ìåæäó ôóíêöèÿìè ℘(·) è σ(·). Ôóíêöèè σ1(·), σ2(·), σ3(·)

Ïðåäëîæåíèå 8.12. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(8.34) ℘(u)− ℘(v) = −σ(u− v)σ(u+ v)

σ2(u)σ2(v)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ôóíêöèè

f(u) = ℘(u)− ℘(v), g(u) =
σ(u− v)σ(u+ v)

σ2(u)
,

ãäå v ôèêñèðîâàíî è íå ñîâïàäàåò íè ñ îäíîé âåðøèíîé ñåòêè ïåðèîäîâ 2ω è
2ω′. Ôóíêöèÿ f(·) � ýëëèïòè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäàìè 2ω è 2ω′. Îíà èìååò ïîëþñû
âòîðîãî ïîðÿäêà â òî÷êàõ 2nω+2n′ω′ è ïðîñòûå íóëè â òî÷êàõ v+2nω+2n′ω′ è
−v+2nω+2n′ω′. Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ g(·) ÿâëÿåòñÿ ýëëèïòè÷åñêîé ôóíêöèåé
ñ òåìè æå ïåðèîäàìè. Â ñèëó (8.32) èìååì

σ(u+ 2ω − v)σ(u+ 2ω + v) = e2η(2u+2ω)σ(u+ v)σ(u− v).

Êðîìå òîãî,
σ2(u+ 2ω) = e2η(2u+2ω)σ2(u).

Òåì ñàìûì
g(u+ 2ω) = g(u).

Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

g(u+ 2ω′) = g(u).

Ó ôóíêöèè g(·) ïîëþñû âòîðîãî ïîðÿäêà â òî÷êàõ 2nω + 2n′ω′ è ïðîñòûå íóëè
â òî÷êàõ v + 2nω + 2n′ω′ è −v + 2nω + 2n′ω′. Èç ñëåäñòâèÿ 8.6 âûòåêàåò, ÷òî
íàéäåòñÿ ïîñòîÿííàÿ C òàêàÿ, ÷òî f(z) = Cg(z). Òàêèì îáðàçîì,

℘(u)− ℘(v) = C
σ(u− v)σ(u+ v)

σ2(u)
.

Óìíîæèì îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íà u2 è ïîäñòàâèì u = 0. Ïîëó÷èì 1 =
−Cσ2(v). Îòñþäà

C = − 1

σ2(v)
.

�



8.11. ÒÅÒÀ-ÔÓÍÊÖÈÈ 295

Èç (8.33) âûòåêàåò, ÷òî

σ(u+ ωk) = σ(u− ωk + 2ωk) = −e2ηkuσ(u− ωk).

Çàìåíÿÿ â ðàâåíñòâå (8.34) v íà ωk, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ℘(ωk) = ek, ïîëó÷àåì

℘(u)− ek = e2ηku

(
σ(u− ωk)

σ(ωk)σ(u)

)2

, k = 1, 2, 3.

Ââåäåì, êðîìå σ(·), åùå òðè ñèãìà-ôóíêöèè:

σk(u) = −eηkuσ(u− ωk)

σ(ωk)
, k = 1, 2, 3.

Çíàê ìèíóñ âçÿò äëÿ òîãî, ÷òîáû èìåëî ìåñòî ðàâåíñòâî σk(0) = 1. Ôóíêöèè
σk(·) � ÷åòíûå. Äåéñòâèòåëüíî,

σk(−u) = −e−ηkuσ(−u− ωk)

σ(ωk)
= e−ηku

σ(u+ ωk)

σ(ωk)

= −e−ηku e
2ηkuσ(u− ωk)

σ(ωk)
= σk(u).

Èç îïðåäåëåíèé ôóíêöèé σk(·)

(8.35) ℘(u)− ek =

(
σk(u)

σ(u)

)2

, k = 1, 2, 3.

Ïðèìåì òî îïðåäåëåíèå
√
℘(u)− ek, êîòîðîå â îêðåñòíîñòè òî÷êè u = 0 âåäåò

ñåáÿ êàê 1/u. Òîãäà

(8.36)
√
℘(u)− ek =

σk(u)

σ(u)
, k = 1, 2, 3.

8.11. Òåòà-ôóíêöèè

Â êà÷åñòâå îñíîâíîé òåòà-ôóíêöèè ïðèìåì

θ3(v) =

∞∑
m=−∞

e(m2τ+2mv)πi.

Çäåñü v � àðãóìåíò, à τ � ïàðàìåòð, äëÿ êîòîðîãî Im τ < 0. Ïðè òàêîì óñëî-
âèè âåëè÷èíà h = eπiτ ïî ìîäóëþ ìåíüøå åäèíèöû, ÷òî âëå÷åò àáñîëþòíóþ
ñõîäèìîñòü ðàññìàòðèâàåìîãî ðÿäà äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî v.

Íåòðóäíî ïðèâåñòè θ3(·) ê âèäó
θ3(v) = 1 + 2h cos 2πv + 2h4 cos 4πv + 2h9 cos 6πv + . . . .

Òàêèì îáðàçîì, θ3(·) � ÷åòíàÿ öåëàÿ ôóíêöèÿ ñ ïåðèîäîì 1.
Êðîìå θ3(·) ââîäÿòñÿ åùå òðè òåòà-ôóíêöèè

(8.37)

θ0(v) = θ3

(
v +

1

2

)
,

θ1(v) = ie−πi(v−τ/4)θ3

(
v +

1− τ
2

)
,

θ2(v) = e−πi(v−τ/4)θ3

(
v − τ

2

)
.

Íåòðóäíî ïîëó÷èòü ðàçëîæåíèÿ ýòèõ òåòà-ôóíêöèé â ðÿäû Ôóðüå

θ0(v) = 1− 2h cos 2πv + 2h4 cos 4πv − 2h9 cos 6πv + . . . ,

θ1(v) = 2h
1
4 sinπv − 2h

9
4 sin 3πv + 2h

25
4 sin 5πv − . . . ,

θ2(v) = 2h
1
4 cosπv + 2h

9
4 cos 3πv + 2h

25
4 cos 5πv + . . . .
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8.12. Ïðåäñòàâëåíèå òåòà-ôóíêöèé áåñêîíå÷íûìè ïðîèçâåäåíèÿìè

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

(8.38) f(s) =

∞∏
k=1

(1− h2k−1s)

∞∏
k=1

(1− h2k−1s−1),

ãäå h � êîíñòàíòà, ìîäóëü êîòîðîé ìåíüøå åäèíèöû, à s � êîìïëåêñíàÿ ïåðå-
ìåííàÿ. Íàïèñàííûå áåñêîíå÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî ïðè ëþ-
áîì s 6= 0, è ôóíêöèÿ f(·) ðåãóëÿðíà â êàæäîé êîíå÷íîé òî÷êå s 6= 0. Èç âèäà
ïðàâîé ÷àñòè (8.38) âûòåêàåò, ÷òî

(8.39) f(s) = −hsf(h2s).

Ðàçëîæèì f(·) â ðÿä Ëîðàíà

(8.40) f(s) =

∞∑
k=−∞

aks
k.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (8.39), ïîëó÷àåì
∞∑

k=−∞

aks
k = −

∞∑
k=−∞

akh
2k+1sk+1,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
ak = −ak−1h

2k−1.

Ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

(−1)kakh
−k2

= (−1)k−1ak−1h
−(k−1)2

.

Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíà (−1)kakh
−k2

îò k íå çàâèñèò, è, çíà÷èò,

(−1)kakh
−k2

= a0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçëîæåíèå (8.40) ïðèíèìàåò âèä

f(s) = a0

∞∑
k=−∞

(−1)khk
2

sk.

Îòñþäà

f(e2πiv) = a0

(
1 + 2

∞∑
k=1

(−1)khk
2

cos 2kπv

)
= a0θ0(v).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

f(e2πiv) =

∞∏
k=1

(1− h2k−1e2πiv)

∞∏
k=1

(1− h2k−1e−2πiv)

=

∞∏
k=1

(1− 2h2k−1 cos 2πv + h4k−2).

Òàêèì îáðàçîì,

θ0(v) =
1

a0

∞∏
k=1

(1− 2h2k−1 cos 2πv + h4k−2).

Íàéäåì ïîñòîÿííóþ a0. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

(8.41) fn(s) =

n∏
k=1

(1− h2k−1s)

n∏
k=1

(1− h2k−1s−1)
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Âûïîëíÿÿ ïåðåìíîæåíèå, ïîëó÷èì

fn(s) = a
(n)
0 + a

(n)
1

(
s+

1

s

)
+ . . .+ a(n)

n

(
sn +

1

sn

)
.

Ïðè ýòîì

(8.42) a(n)
n = (−1)nh1+3+...+2n−1 = (−1)nhn

2

.

Â ñèëó (8.41)
(sh− h2n)fn(h2s) = −(1− h2n+1)fn(s).

Ïîýòîìó

(sh− h2n)

n∑
k=−n

a
(n)
k h2ksk = −(1− h2n+1)

n∑
k=−n

a
(n)
k sk

(çäåñü a(n)
−k = a

(n)
k , k = 1, 2, . . . , n). Îòñþäà
n∑

k=−n

a
(n)
k (h2k+1 − h2n+1)sk+1 =

n∑
k=−n

a
(n)
k (h2k+2n − 1)sk.

Ñðàâíåíèå êîýôôèöèåíòîâ äàåò

a
(n)
k (h2k+1 − h2n+1) = a

(n)
k+1(h2(k+n+1) − 1).

Ïîëàãàÿ çäåñü ïîñëåäîâàòåëüíî k = 0, 1, . . . , n − 1 è ïåðåìíîæàÿ ïîëó÷åííûå
ðàâåíñòâà, áóäåì èìåòü

(−1)na
(n)
0

n∏
k=1

(h2k−1 − h2n+1) = a(n)
n

n∏
k=1

(1− h2(n+k)).

Îòñþäà â ñèëó (8.42)

a
(n)
0 =

hn
2

n∏
k=1

(1− h2(n+k))

n∏
k=1

(h2k−1 − h2n+1)

èëè

a
(n)
0 =

n∏
k=1

(1− h2(n+k))

n∏
k=1

(1− h2k)

.

Âåëè÷èíà a0, êîòîðóþ ìû èùåì, ðàâíà

a0 = lim
n→∞

a
(n)
0 .

Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó ôîðìóë, êîòîðûìè îïðåäåëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòû ðÿäà
Ëîðàíà

a0 =
1

2πi

∮
|s|=1

f(s)
ds

s
, a

(n)
0 =

1

2πi

∮
|s|=1

fn(s)
ds

s
,

à íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè fn(·) ñòðåìèòñÿ ê f(·) ðàâíîìåðíî ïðè n→∞. Òåì
ñàìûì

a0 = lim
n→∞

n∏
k=1

(1− h2(n+k))

n∏
k=1

(1− h2k)

=
1

∞∏
k=1

(1− h2k)

.
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Èòàê, îêîí÷àòåëüíàÿ ôîðìóëà èìååò âèä

θ0(v) = H0

∞∏
k=1

(1− h2k−1e2πiv)

∞∏
k=1

(1− h2k−1e−2πiv)

= H0

∞∏
k=1

(1− 2h2k−1 cos 2πv + h4k−2),

ãäå

H0 =

∞∏
k=1

(1− h2k).

Îòñþäà íåòðóäíî ïîëó÷èòü ðàçëîæåíèÿ äëÿ îñòàëüíûõ òåòà-ôóíêöèé. Âû-
âåäåì äëÿ ïðèìåðà ðàçëîæåíèå ôóíêöèè θ1(·). Âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâîì (ñì.
(8.37))

θ1(v) = ih1/4e−πivθ0

(
v − τ

2

)
.

Èìååì

θ1(v) = iH0h
1/4e−πiv

∞∏
k=1

(1− h2k−2e2πiv)
∞∏
k=1

(1− h2ke−2πiv)

= iH0h
1/4e−πiv(1− e2πiv)

∞∏
k=1

(1− h2ke2πiv)

∞∏
k=1

(1− h2ke−2πiv)

= 2H0h
1/4 sinπv

∞∏
k=1

(1− 2h2k cos 2πv + h4k).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèÿ

θ2(v) = 2H0h
1/4 cosπv

∞∏
k=1

(1 + 2h2k cos 2πv + h4k),

θ3(v) = H0

∞∏
k=1

(1 + 2h2k−1 cos 2πv + h4k−2).

Ëåììà 8.13. Äëÿ ëþáîãî h òàêîãî, ÷òî |h| < 1, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
∞∏
k=1

(1 + hk)

∞∏
k=1

(1− h2k−1) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

Π(h) =
∞∏
k=1

(1 + hk)
∞∏
k=1

(1− h2k−1).

Èìååì

Π(h) = (1 + h2)(1 + h4) . . . (1 + h)(1− h)(1 + h3)(1− h3) . . .

=

∞∏
k=1

(1 + h2k)

∞∏
k=1

(1− h2(2k−1)) = Π(h2).

Òàêèì îáðàçîì, Π(h) = Π(h2n) äëÿ ëþáîãî n ∈ N. Åñëè |c| < 1/2, òî∣∣∣∣ ln(1 + c)

c
− 1

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣− c2 +
c2

3
− . . .

∣∣∣∣ ≤ 1

22
+

1

23
+ . . . =

1

2
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

| ln(1 + c)| ≤ 3

2
|c|.
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Ïóñòü n òàêîâî, ÷òî |h|m < 1/2, m = 2n. Òîãäà

| ln(1 + hmk)| ≤ 3

2
|h|mk.

Îòñþäà
∞∑
k=1

| ln(1 + hmk)| ≤ 3

2

∞∑
k=1

|h|mk =
3

2
· |h|

m

1− |h|m
≤ 3|h|m.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî
∞∑
k=1

| ln(1− hm(2k−1))| ≤ 3

2

∞∑
k=1

|h|m(2k−1) =
3

2
· |h|m

1− |h|2m
≤ 2|h|m.

Òåì ñàìûì
| ln Π(h)| ≤ 5|h|2

n

.

Óñòðåìëÿÿ n→∞, ïîëó÷àåì, ÷òî ln Π(h) = 0, òî åñòü Π(h) = 1. �

Ïðîâåðèì, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(8.43) θ′1(0) = πθ0(0)θ2(0)θ3(0).

Èìååì

θ′1(0) = 2πH3
0h

1/4,

θ0(0) = H0

∞∏
k=1

(1− h2k−1)2,

θ2(0) = 2H0h
1/4

∞∏
k=1

(1 + h2k)2,

θ3(0) = H0

∞∏
k=1

(1 + h2k−1)2.

Â ñèëó ëåììû 8.13

πθ0(0)θ2(0)θ3(0) = 2πH3
0h

1/4
∞∏
k=1

(1 + h2k)2
∞∏
k=1

(1− h2(2k−1))2

= 2πH3
0h

1/4Π2(h2) = 2πH3
0h

1/4 = θ′1(0).

8.13. Ñâÿçü ìåæäó ñèãìà-ôóíêöèÿìè è òåòà-ôóíêöèÿìè

Ðàññìîòðèì ôóíêöèè σ(u) è θ1

( u
2ω

)
. Ó ýòèõ ôóíêöèé ïðîñòûå íóëè â

òî÷êàõ
u = 2nω + 2n′ω′, n, n′ = 0,±1,±2, . . . .

Ïîýòîìó ôóíêöèÿ

f(u) =
eαu

2

σ(u)

θ1

( u
2ω

) ,
ãäå α � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, ÿâëÿåòñÿ öåëîé.

Íàéäåì f(u+ 2ω) è f(u+ 2ω′):

f(u+ 2ω) =
eα(u+2ω)2

σ(u+ 2ω)

θ1

( u
2ω

+ 1
)

= eαu
2

e4ωα(u+ω)e2η(u+ω) σ(u)

θ1

( u
2ω

) = e2(2ωα+η)(u+ω)f(u),
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f(u+ 2ω′) =
eα(u+2ω′)2

σ(u+ 2ω′)

θ1

( u

2ω′
+ τ
)

= eαu
2

e4ω′α(u+ω′)e2η′(u+ω′) σ(u)

h−1e−
2πiu
2ω θ1

( u
2ω

) = e(2(2ω′α+η′)+πi/ω)(u+ω)f(u).

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (8.27), áóäåì èìåòü

2(2ω′α+ η′) +
πi

ω
= 2τ(2ωα+ η).

Ïîýòîìó, åñëè ïîëîæèòü

α = − η

2ω
,

òî ñòàíóò ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

f(u+ 2ω) = f(u), f(u+ 2ω′) = f(u).

Òàê êàê f(·) åñòü öåëàÿ ôóíêöèÿ, òî ïðè óêàçàííîì âûáîðå α îíà ïðåâðàùàåòñÿ
â êîíñòàíòó. Ñëåäîâàòåëüíî,

σ(u) = Ce
ηu2

2ω θ1

( u
2ω

)
.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîíñòàíòû C ïðîäèôôåðåíöèðóåì íàïèñàííîå ðàâåíñòâî
è ïîëîæèì u = 0. Ýòî äàåò

1 = C
1

2ω
θ′1(0),

îòêóäà

σ(u) =
2ω

θ′1(0)
e
ηu2

2ω θ1

( u
2ω

)
.

Íàéäåì àíàëîãè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ îñòàëüíûõ ñèãìà-ôóíêöèé. Èìååì

σk(u) = eηku
σ(ωk − u)

σ(ωk)
=

C

σ(ωk)
θ1

(
ωk − u

2ω

)
eηku+η

(ωk−u)2

2ω , k = 1, 2, 3.

Îòñþäà

σk(u) = Ckθ1

(
ωk − u

2ω

)
e
ηu2

2ω +(ηkω−ηωk) uω .

Ó÷èòûâàÿ (8.28) è (8.29), ïîëó÷àåì

σ1(u) = C1θ1

(
1

2
− u

2ω

)
e
ηu2

2ω ,

σ2(u) = C2e
πiu
2ω θ1

(
−1

2
− τ

2
− u

2ω

)
e
ηu2

2ω ,

σ3(u) = C3e
−πiu2ω θ1

(τ
2
− u

2ω

)
e
ηu2

2ω .

Ïåðåéäåì îò θ1(·) ê θ3(·), èñïîëüçóÿ (8.37),

(8.44) θ1

(ωk
2ω
− v
)

= ie−πi(
ωk
2ω−

τ
4−v)θ3

(
ωk
2ω

+
1− τ

2
− v
)
.

Ïîëîæèâ k = 1, ïîëó÷èì

θ1

(
1

2
− v
)

= ie−πi(
1
2−

τ
4−v)θ3

(
1

2
+

1− τ
2
− v
)

= ie−πi(
1
2−

τ
4−v)θ3

(
v +

τ

2

)
= eπi(2v+τ)θ2(v + τ) = θ2(v).

Ñëåäîâàòåëüíî,

σ1(u) = C1θ2

( u
2ω

)
e
ηu2

2ω .
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Ïîëîæèì òåïåðü â (8.44) k = 2

θ1

(
−1

2
− τ

2
− v
)

= ie−πi(−
1
2−

3τ
4 −v)θ3(τ + v) = −e−πτ/4e−πivθ3(v).

Îòñþäà

σ2(u) = C ′2θ3

( u
2ω

)
e
ηu2

2ω .

Íàêîíåö, ïîëîæèâ â (8.44) k = 3, ïîëó÷èì

θ1

(τ
2
− v
)

= ie−πi(
τ
4−v)θ3

(
1

2
− v
)

= ie−πi(
τ
4−v)θ0(v).

Òåì ñàìûì
σ3(u) = C ′3θ0

( u
2ω

)
e
ηu2

2ω .

Êîíñòàíòû C1, C
′
2, C

′
3 ëåãêî íàõîäÿòñÿ ïðè ïîäñòàíîâêå u = 0. Òàêèì îáðàçîì,

(8.45)

σ(u) =
2ω

θ′1(0)
θ1

( u
2ω

)
e
ηu2

2ω ,

σ1(u) =
1

θ2(0)
θ2

( u
2ω

)
e
ηu2

2ω ,

σ2(u) =
1

θ3(0)
θ3

( u
2ω

)
e
ηu2

2ω ,

σ3(u) =
1

θ0(0)
θ0

( u
2ω

)
e
ηu2

2ω .

8.14. Âûðàæåíèå e1, e2, e3 ÷åðåç çíà÷åíèÿ òåòà-ôóíêöèé

Èç ðàâåíñòâ (8.35) è (8.45) èìååì

(8.46) ℘(u)− e3 =
σ2

3(u)

σ2(u)
=

θ′1
2
(0)

4ω2θ2
0(0)

θ2
0

( u
2ω

)
θ2

1

( u
2ω

) .
Ïîäñòàâëÿÿ u = ω, ïîëó÷àåì

e1 − e3 =
θ′1

2
(0)

4ω2θ2
0(0)

θ2
0

(
1

2

)
θ2

1

(
1

2

) =
θ′1

2
(0)

4ω2θ2
0(0)

θ2
3(0)

θ2
2(0)

.

Ó÷èòûâàÿ (8.43), èìååì

(8.47) e1 − e3 =
( π

2ω

)2

θ4
3(0).

Ïîäñòàâèì â (8.46) u = ω2

e2 − e3 =
θ′1

2
(0)

4ω2θ2
0(0)

θ2
0

(
−1

2
− τ

2

)
θ2

1

(
−1

2
− τ

2

) =
θ′1

2
(0)

4ω2θ2
0(0)

θ2
2(0)

θ2
3(0)

.

Ïîäñòàâèâ ñíîâà âûðàæåíèå äëÿ θ′1(0), ïîëó÷èì

(8.48) e2 − e3 =
( π

2ω

)2

θ4
2(0).

Èç òîé æå ôîðìóëû (8.35) íàõîäèì

℘(u)− e2 =

(
σ2(u)

σ(u)

)2

=
θ′1

2
(0)

4ω2θ2
3(0)

θ2
3

( u
2ω

)
θ2

1

( u
2ω

) .
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Ïîäñòàâëÿÿ u = ω, ïîëó÷àåì

e1 − e2 =
θ′1

2
(0)

4ω2θ2
3(0)

θ2
3

(
1

2

)
θ2

1

(
1

2

) =
θ′1

2
(0)

4ω2θ2
3(0)

θ2
0(0)

θ2
2(0)

.

Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèå äëÿ θ′1(0), ïîëó÷èì

(8.49) e1 − e2 =
( π

2ω

)2

θ4
0(0).

8.15. Ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè ßêîáè snu, cnu, dnu

Â ï. 8.3 áûë îïðåäåëåí ýëëèïòè÷åñêèé ñèíóñ. Çäåñü ìû äàäèì äðóãîå (áîëåå
îáùåå) îïðåäåëåíèå ýòîé ôóíêöèè è òåñíî ñâÿçàííûõ ñ íèì ôóíêöèé. Ïóñòü τ �
êîìïëåêñíîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ Im τ > 0. Â êà÷åñòâå ω âîçüìåì
íåêîòîðîå ÷èñëî, çàâèñÿùåå îò τ , êîòîðîå áóäåò îïðåäåëåíî ïîçæå, à ÷èñëî ω′

îïðåäåëèì ðàâåíñòâîì ω′ = τω.
Ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè ßêîáè îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

(8.50)

snu =
σ(u)

σ3(u)
= 2ω

θ0(0)

θ′1(0)

θ1

( u
2ω

)
θ0

( u
2ω

) ,
cnu =

σ1(u)

σ3(u)
=
θ0(0)

θ2(0)

θ2

( u
2ω

)
θ0

( u
2ω

) ,
dnu =

σ2(u)

σ3(u)
=
θ0(0)

θ3(0)

θ3

( u
2ω

)
θ0

( u
2ω

) .
Èç ñâîéñòâ ôóíêöèé σ(·) è σk(·) âûòåêàåò, ÷òî snu � íå÷åòíàÿ ôóíêöèÿ, à cnu
è dnu � ÷åòíûå ôóíêöèè. Êðîìå òîãî,

sn 0 = 0, cn 0 = dn 0 = 1.

Èç ôîðìóë (8.36) âûòåêàåò, ÷òî

(8.51)

√
℘(u)− e3 =

1

snu
,√

℘(u)− e1 =
cnu

snu
,√

℘(u)− e2 =
dnu

snu
.

Èñêëþ÷àÿ èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé ôóíêöèþ ℘(·), ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà

(8.52)
cn2 u+ (e1 − e3) sn2 u = 1,

dn2 u+ (e2 − e3) sn2 u = 1.

×èñëî ω, îñòàâøååñÿ ïîêà íåîïðåäåëåííûì, âûáåðåì òàê, ÷òîáû e1−e3 = 1.
Èç (8.47) âûòåêàåò, ÷òî óñëîâèå, îïðåäåëÿþùåå ω ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ω =
π

2
θ2

3(0) =
π

2

( ∞∑
n=−∞

hn
2

)2

.
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Òîãäà èç (8.48) è (8.49)ñëåäóåò, ÷òî

(8.53)

e2 − e3 =
θ4

2(0)

θ4
3(0)

,

e1 − e2 =
θ4

0(0)

θ4
3(0)

,

e1 − e3 = 1.

Ðàâåíñòâà (8.52) ïðè ýòîì ïðèíèìàþò âèä

cn2 u+ sn2 u = 1,

dn2 u+ k2 sn2 u = 1,

ãäå

(8.54) k =
θ2

2(0)

θ2
3(0)

.

Âåëè÷èíà k íàçûâàåòñÿ ìîäóëåì ôóíêöèé snu, cnu, dnu, à âåëè÷èíà

k′ =
θ2

2(0)

θ2
3(0)

íàçûâàåòñÿ äîïîëíèòåëüíûì ìîäóëåì. Èç ôîðìóë (8.53) âèäíî, ÷òî èìååò ìå-
ñòî ñîîòíîøåíèå

k2 + k′
2

= 1.

Âåëè÷èíû ω è ω′ â òåîðèè ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé ßêîáè îáû÷íî îáîçíà-
÷àþòñÿ ÷åðåç K è iK ′ ñîîòâåòñòâåííî. Òåì ñàìûì

K = ω =
π

2
θ2

3(0), iK ′ = ω′ = ωτ =
πτ

2
θ2

3(0).

Ñëåäîâàòåëüíî,

K =
π

2

(
1 + 2

∞∑
n=1

hn
2

)2

k = 4h1/2

( ∑∞
n=0 h

n(n+1)

1 + 2
∑∞
n=1 h

n2

)2

.

Îòñþäà

(8.55) h =
1

16
k2 +O(k4)

è

(8.56) K ′ = −K
π

lnh = ln
4

k
+O

(
k2 ln

4

k

)
.

Ïîä ñèìâîëàìè
√
k,
√
k′,
√
k′/k áóäåì ïîíèìàòü ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ êîðíÿ

√
k =

θ2(0)

θ3(0)
,
√
k′ =

θ2(0)

θ3(0)
,

√
k′

k
=
θ0(0)

θ2(0)
.

Åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ðàâåíñòâàìè

2ω
θ0(0)

θ′1(0)
= πθ2

3(0)
θ0(0)

θ′1(0)
=
θ3(0)

θ2(0)
=

1√
k
,

θ0(0)

θ2(0)
=

√
k′

k
,

θ2(0)

θ3(0)
=
√
k′,
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òî ôîðìóëû (8.50) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

(8.57)

snu =
1√
k

θ1

( u
2ω

)
θ0

( u
2ω

) ,
cnu =

√
k′

k

θ2

( u
2ω

)
θ0

( u
2ω

) ,
dnu =

√
k′
θ3

( u
2ω

)
θ0

( u
2ω

) .
Èç ýòèõ ôîðìóë ñ ïîìîùüþ ñâîéñòâ òåòà-ôóíêöèé ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäó-

þùóþ òàáëèöó ïðåîáðàçîâàíèé ôóíêöèé snu, cnu, dnu.

u+K u+ iK ′ u+K + iK ′ u+ 2K u+ 2iK ′ u+ 2K + 2iK ′

sn
cnu

dnu

1

k

1

snu

1

k

dnu

cnu
− snu snu − snu

cn −k′ snu
dnu

− i
k

dnu

snu
−ik

′

k

1

cnu
− cnu − cnu snu

dn k′
1

dnu
−icnu

snu
−ik′ snu

cnu
dnu −dnu −dnu

Ïðèâåäåì åùå îäíó òàáëèöó

Íóëè Ïîëþñû Ïåðèîäû

snu 2nK + 2n′iK ′ 2nK + (2n′ + 1)iK ′ 4K, 2iK ′

cnu (2n+ 1)K + 2n′iK ′ 2nK + (2n′ + 1)iK ′ 4K, 2K + 2iK ′

dnu (2n+ 1)K + (2n′ + 1)iK ′ 2nK + (2n′ + 1)iK ′ 2K, 4iK ′

8.16. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ ôóíêöèé ßêîáè

Èç (8.21) è (8.51) èìååì

℘′
2
(u) = 4(℘(u)− e1)(℘(u)− e2)(℘(u)− e3) = 4

cn2 udn2 u

sn6 u
.

Â ñèëó òîãî, ÷òî
lim
u→0

u3℘′(u) = −2,

℘′(u) = −2
cnudnu

sn3 u
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äèôôåðåíöèðóÿ ðàâåíñòâî

℘(u)− e3 =
1

sn2(u)
,
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ïîëó÷àåì, ÷òî

℘′(u) = − 2

sn3 u

d

du
snu.

Ñðàâíåíèå äâóõ ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé äëÿ ôóíêöèè ℘′(·) äàåò ôîðìóëó

(8.58)
d

du
snu = cnudnu.

Äàëåå, äèôôåðåíöèðóÿ ðàâåíñòâà

cn2 u = 1− sn2 u, dn2 u = 1− k2 sn2 u

è ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (8.58), ïîëó÷àåì

(8.59)

d

du
snu = cnudnu,

d

du
cnu = − snudnu,

d

du
dnu = −k2 snu cnu.

Îòñþäà ëåãêî ïîëó÷èòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ êàæäîé èç ðàññìàò-
ðèâàåìûõ ôóíêöèé(

d

du
snu

)2

= (1− sn2 u)(1− k2 sn2 u),(
d

du
cnu

)2

= (1− cn2 u)(k′
2

+ k2 cn2 u),(
d

du
dnu

)2

= −(1− dn2 u)(k′
2 − dn2 u).

Òàêèì îáðàçîì, íàïðèìåð, ôóíêöèÿ w = snu ÿâëÿåòñÿ îáðàùåíèåì èíòå-
ãðàëà

u =

∫ w

0

dw√
(1− w2)(1− k2w2)

,

êàê îíà è îïðåäåëÿëàñü ðàíåå äëÿ k ∈ (0, 1) (ñì. (8.6)). Â ï. 8.3 äëÿ k ∈ (0, 1)
áûëè äîêàçàíû ðàâåíñòâà

K =

∫ 1

0

dx√
(1− x2)(1− k2x2)

, K ′ =

∫ 1

0

dx√
(1− x2)(1− k′2x2)

.

Ýòè ðàâåíñòâà îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè äëÿ âñåõ k èç îáëàñòè, â êîòîðîé èí-
òåãðàëû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ îò k.

Ââåäåííûå ôóíêöèè snu, cnu, dnu çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà τ . Íî äëÿ çàäàí-
íîãî k ìîæíî íàéòè K è K ′, à, ñëåäîâàòåëüíî, è τ = iK ′/K. Ïîýòîìó ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü ýòè ôóíêöèè çàâèñÿùèìè îò ïàðàìåòðà k. Â ñèëó ýòîãî ïðèíÿòû
îáîçíà÷åíèÿ sn(u, k), cn(u, k), dn(u, k).

8.17. Òåîðåìû ñëîæåíèÿ äëÿ ôóíêöèé ßêîáè

Ïóñòü v � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî èç äîñòàòî÷íî ìàëîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíî-
ñòè íóëÿ. Ðàññìîòðèì ôóíêöèè

ϕ1(u) = snu sn(u+ v), ϕ2(u) = cnu cn(u+ v), ϕ3(u) = dnudn(u+ v).

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòè ôóíêöèè èìåþ ïåðèîäû 2K è 2iK ′. Êðîìå òîãî,
ó ýòèõ ôóíêöèé â ïàðàëëåëîãðàììå ïåðèîäîâ ñ âåðøèíîé â òî÷êå −K äâà ïî-
ëþñà iK ′ è −v + iK ′. Äëÿ êàæäîé èç ôóíêöèé ñóììà âû÷åòîâ â ýòèõ ïîëþñàõ
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ðàâíà íóëþ (ñì. òåîðåìó 8.7). Ïîýòîìó ìîæíî íàéòè ïîñòîÿííûå A è B òà-
êèå, ÷òî ôóíêöèè ϕ2(·) +Aϕ1(·) è ϕ3(·) +Bϕ1(·) íå èìåþò ïîëþñîâ. Ïîñêîëüêó
ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè, íå èìåþùèå ïîëþñîâ, ïîñòîÿííû, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

(8.60)
cnu cn(u+ v) +A snu sn(u+ v) = A1,

dnudn(u+ v) +B snu sn(u+ v) = B1,

ãäå A1 è B1 ïîñòîÿííûå (íå çàâèñÿùèå îò u âåëè÷èíû). Ïîëàãàÿ u = 0, íàõîäèì

A1 = cn v, B1 = dn v.

Äèôôåðåíöèðóÿ ðàâåíñòâà (8.60), ó÷èòûâàÿ ôîðìóëû (8.59), ïîëó÷àåì

− snudnu cn(u+ v)− cnu sn(u+ v) dn(u+v) +A cnudnu sn(u+ v)

+A snu cn(u+ v) dn(u+ v) = 0,

−k2 snu cnudn(u+ v)− k2 dnu sn(u+v) cn(u+ v) +B cnudnu sn(u+ v)

+B snu cn(u+ v) dn(u+ v) = 0.

Ïîäñòàâèâ u = 0, íàõîäèì

A = dn v, B = k2 cnu.

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëû (8.60) ïðèíèìàþò âèä

(8.61)
cnu cn(u+ v) + dn v snu sn(u+ v) = cn v,

dnudn(u+ v) + k2 cn v snu sn(u+ v) = dn v.

Åñëè çàôèêñèðîâàòü u, òî â ïðàâûõ è ëåâûõ ÷àñòÿõ ñòîÿò ìåðîìîðôíûå ôóíê-
öèè îò ïåðåìåííîé v. Ïîýòîìó â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ïîëó÷åííûå ðàâåíñòâà
âåðíû äëÿ âñåõ v.

Çàìåíèì â ðàâåíñòâàõ (8.61) u íà −u, à v íà u+ v. Òîãäà ïîëó÷àåì

cnu cn v − dn(u+ v) snu sn v = cn(u+ v),

dnudn v − k2 cn(u+ v) snu sn v = dn(u+ v).

Èç ýòèõ ðàâåíñòâ íàõîäèì

cn(u+ v) =
cnu cn v − snudnu sn v dn v

1− k2 sn2 u sn2 v
,

dn(u+ v) =
dnudn v − k2 snu cnu sn v cn v

1− k2 sn2 u sn2 v
.

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ cn(u+ v) â ïåðâîå èç ðàâåíñòâ (8.61), ïîëó÷àåì

(8.62) sn(u+ v) =
snu cn v dn v + sn v cnudnu

1− k2 sn2 u sn2 v
.

8.18. Âòîðîå ãëàâíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðâîé ñòåïåíè

Ðàññìîòðèì äâå ôóíêöèè

f(u) = sn(iu, k′). g(u) = dn(u+K + iK ′, k).

Îáå ôóíêöèè èìååò ïåðèîäû 4iK ′ è 2K. Ìíîæåñòâî íóëåé ôóíêöèè f(·) èìååò
âèä

2nK + 2n′iK ′, n, n′ ∈ Z.
Ìíîæåñòâî íóëåé ôóíêöèè g(·) íàõîäèòñÿ èç ðàâåíñòâà

u+K + iK ′ = (2n+ 1)K + (2n′ + 1)iK ′, n, n′ ∈ Z.

Òåì ñàìûì ýòè ìíîæåñòâà ñîâïàäàþò. Ìíîæåñòâî ïîëþñîâ ôóíêöèè f(·) èìååò
âèä

(2n′ + 1)K + 2niK ′, n, n′ ∈ Z.
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Ìíîæåñòâî ïîëþñîâ ôóíêöèè g(·) íàõîäèòñÿ èç ðàâåíñòâà

u+K + iK ′ = 2nK + (2n′ + 1)iK ′, n, n′ ∈ Z.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ìíîæåñòâà ïîëþñîâ ýòèõ ôóíêöèé òàêæå ñîâïàäàþò.
Ïîýòîìó èç ñëåäñòâèÿ 8.6 âûòåêàåò, ÷òî íàéäåòñÿ ïîñòîÿííàÿ C òàêàÿ, ÷òî
f(·) = Cg(·). Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

sn(iu, k′) = C dn(u+K + iK ′, k).

Äëÿ íàõîæäåíèÿ êîíñòàíòû C ïîäñòàâèì â ýòî ðàâåíñòâî u = −iK ′. Ïîëó÷àåì

−1 = Ck′.

Ñëåäîâàòåëüíî,

sn(iu, k′) = − 1

k′
dn(u+K + iK ′, k).

Â ñèëó òîãî, ÷òî

dn(u+K + iK ′, k) = −ik′ sn(u, k)

cn(u, k)
,

èìååì

(8.63) sn(iu, k′) = i
sn(u, k)

cn(u, k)
.

Îòñþäà

(8.64)

cn(iu, k′) =
1

cn(u, k)
,

dn(iu, k′) =
dn(u, k)

cn(u, k)
.

Âû÷èñëèì sn(K/2, k), ïîëüçóÿñü ðàâåíñòâîì (8.63). Èç (8.11) âûòåêàåò, ÷òî

sn

(
iK

2
, k′
)

=
i√
k′
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèìåíÿÿ (8.63), ïîëó÷àåì

i√
k′

= sn

(
iK

2
, k′
)

= i

sn

(
K

2
, k

)
cn

(
K

2
, k

) .
Îòñþäà

sn2

(
K

2
, k

)
1− sn2

(
K

2
, k

) =
1

k′
.

Òåì ñàìûì

(8.65) sn

(
K

2
, k

)
=

1√
1 + k′

.
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8.19. Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàíäåíà è Ãàóññà

Ðàññìîòðèì ïåðâîå ãëàâíîå ïðåîáðàçîâàíèå n-îé ñòåïåíè ïðè n = 2, íàçû-
âàåìîå ïðåîáðàçîâàíèåì Ëàíäåíà. Èç (8.15) èìååì

√
λ sn(2Λz + Λ, λ) = −k sn2(Kz, k)− c21

1− k2c21 sn2(Kz, k)
,

ãäå

c1 = sn

(
K

2
, k

)
,

Λ′

Λ
= 2

K ′

K
.

Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî (8.8), ïîëó÷àåì

√
λ sn(2Λz + Λ, λ) = −k sn

(
Kz +

K

2
, k

)
sn

(
Kz − K

2
, k

)
.

Ïîäñòàâèâ â ýòî ðàâåíñòâî z = u+ 1/2, áóäåì èìåòü

√
λ sn(2Λu+ 2Λ, λ) = −k sn(Ku+K, k) sn(Ku, k).

Îòñþäà

(8.66)
√
λ sn(2Λu, λ) = k

cn(Ku, k) sn(Ku, k)

dn(Ku, k)
.

Ïîäñòàâèâ u = 1/2, ïîëó÷èì

√
λ = k

cn

(
K

2
, k

)
sn

(
K

2
, k

)
dn

(
K

2
, k

) .

Îòñþäà, â ñèëó (8.65), íàõîäèì

λ =
1− k′

1 + k′
.

×òîáû ïåðåéòè ê ïðåîáðàçîâàíèþ Ãàóññà, çàïèøåì ðàâåíñòâî (8.66) â âèäå

√
λ′ sn(2Λ′iu, λ′) = k′

cn(K ′iu, k′) sn(K ′iu, k′)

dn(K ′iu, k′)

è âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâàìè (8.63), (8.64). Ïîëó÷èì

√
λ′

sn(2Λ′u, λ)

cn(2Λ′u, λ)
= k′

sn(K ′u, k)

cn(K ′u, k) dn(K ′u, k)
.

Ïðè ýòîì

λ′ =
1− k
1 + k

.

Òàêèì îáðàçîì,

(8.67)
sn(K ′u, k)

cn(K ′u, k) dn(K ′u, k)
=

1

1 + k

sn(2Λ′u, λ)

cn(2Λ′u, λ)
, λ =

2
√
k

1 + k
.
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8.20. Ðàçëîæåíèå ýëëèïòè÷åñêîãî ñèíóñà â ðÿä Ôóðüå

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

sn

(
2Kv

π
, k

)
,

ãäå K � ïîëíûé ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà äëÿ ìîäóëÿ k. Ýòà
ôóíêöèÿ èìååò ïåðèîäû 2π è πiK ′/K è äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå

sn

(
2Kv

π
, k

)
=

∞∑
n=1

cn sinnv.

Çàìåíÿÿ v íà π − v, ïîëó÷èì

sn

(
2Kv

π
, k

)
=

∞∑
n=1

(−1)n−1cn sinnv.

Ñëåäîâàòåëüíî, c2n = 0, n = 1, 2, . . ., è

sn

(
2Kv

π
, k

)
=

∞∑
n=1

c2n−1 sin(2n− 1)v.

Äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå c2n−1 èìååì ðàâåíñòâà

c2n−1 =
2

π

∫ π

0

sn

(
2Kv

π
, k

)
sin(2n− 1)v dv =

2

πi

∫ π

0

sn

(
2Kv

π
, k

)
e(2n−1)iv dv

=
2

πi

∫ π/2

−π/2
sn

(
2Kv

π
, k

)
e(2n−1)iv dv.

Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ

−π
2
,

π

2
,

π

2
+
πiK ′

K
, −π

2
+
πiK ′

K
.

Èíòåãðèðóÿ ôóíêöèþ

sn

(
2Kv

π
, k

)
e(2n−1)iv

ïî ãðàíèöå ýòîãî ïðÿìîóãîëüíèêà è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ôóíêöèÿ
èìååò ïåðèîä π, â ñèëó ÷åãî èíòåãðàëû ïî áîêîâûì ñòîðîíàì ñîêðàòÿòñÿ, íà-
õîäèì

(8.68)

2

πi

∫ π/2

−π/2
sn

(
2Kv

π
, k

)
e(2n−1)iv dv+

2

πi

∫ −π/2+πiK′/K

π/2+πiK′/K

sn

(
2Kv

π
, k

)
e(2n−1)iv dv

= 4 rez
πiK′
2K

(
sn

(
2Kv

π
, k

)
e(2n−1)iv

)
.

Òàê êàê

rez
πiK′
2K

(
sn

(
2Kv

π
, k

)
e(2n−1)iv

)
=

π

2kK
hn−1/2,

òî èç (8.68) ïîëó÷àåì

c2n−1(1− h2n−1) =
2π

kK
hn−1/2.

Èòàê, ðàçëîæåíèå èìååò âèä
(8.69)

sn

(
2Kv

π
, k

)
=

2π

kK

∞∑
n=1

hn−1/2

1− h2n−1
sin(2n− 1)v =

π

kK

∞∑
n=1

sin(2n− 1)v

sh

(
(2n− 1)

πK ′

2K

) .
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Äîïîëíåíèå III. Ñôåðè÷åñêèå ãàðìîíèêè.

Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà Ëàïëàñà

9.1. Îäíîðîäíûå ìíîãî÷ëåíû

Îäíîðîäíûì ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè k â ïðîñòðàíñòâå Rd íàçûâàåòñÿ ìíî-
ãî÷ëåí âèäà

P (x) =
∑
|α|=k

cαx
α,

ãäå α = (α1, . . . , αd) � ìóëüòèèíäåêñ, αj ∈ Z+, j = 1, . . . , d, |α| = α1 + . . .+ αd,
xα = xα1

1 . . . xαdd , cα ∈ R. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Pk ìíîæåñòâî âñåõ îäíîðîäíûõ
ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè k. Î÷åâèäíî, ÷òî Pk � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî.

Ïîëîæèì

Dα =
∂|α|

∂xα1
1 . . . ∂xαdd

.

Åñëè P (·) ∈ Pk, òî
P (D) =

∑
|α|=k

cαD
α

� äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð. Â ÷àñòíîñòè, åñëè

P (x) = |x|2 = x2
1 + . . .+ x2

d,

òî P (D) = ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà.
Ââåäåì â ïðîñòðàíñòâå Pk ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, ïîëîæèâ

〈P (·), Q(·)〉 = P (D)Q(·), P (·), Q(·) ∈ Pk.
Ïðîâåðèì, ÷òî ââåäåííàÿ îïåðàöèÿ äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíûì ïðîèç-
âåäåíèåì. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî

Dαxβ =

{
0, α 6= β,

α! = α1! . . . αd!, α = β.

Òåì ñàìûì 〈P (·), Q(·)〉 ïðèíèìàåò ñêàëÿðíûå çíà÷åíèÿ. Ëèíåéíîñòü ôóíêöèè
〈P (·), Q(·)〉 î÷åâèäíà, à èç ðàâåíñòâà

Dαxβ = Dβxα

âûòåêàåò êîììóòàòèâíîñòü. Ïîñêîëüêó

〈P (·), P (·)〉 =
∑
|α|=k

|cα|2α!,

òî 〈P (·), P (·)〉 = 0 â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè P (·) = 0.
Â ïðîñòðàíñòâå Pk îäíî÷ëåíû xα, |α| = k, îáðàçóþò îðòîãîíàëüíóþ ñè-

ñòåìó è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûì áàçèñîì ýòîãî ïðîñòðàí-
ñòâà. ×èñëî òàêèõ îäíî÷ëåíîâ dk ðàâíî ÷èñëó ðàçëè÷íûõ ìóëüòèèíäåêñîâ
α = (α1, . . . , αd) òàêèõ, ÷òî α1 + . . . + αd = k. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ýòîãî ÷èñëà
ðàññìîòðèì d+k−1 óðíó, âûáåðåì íàóäà÷ó d−1 óðíó, à â îñòàëüíûå ïîëîæèì
ïî îäíîìó øàðó.

310
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u. . . u e u. . . u e u. . . . . . u e u. . . u1 2 d− 1

α1 α2 . . . αd

Ðèñ. 9.1.1

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ. ÷òî ÷èñëî dk ðàâíî ÷èñëó ñïîñîáîâ âûáîðà d−1 óðíû
èç d+ k − 1 óðí, ò.å.

dk = Cd−1
d+k−1 =

(d+ k − 1)!

(d− 1)!k!
.

9.2. Îäíîðîäíûå ãàðìîíè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû

Îäíîðîäíûìè ãàðìîíè÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè ñòåïåíè k íàçûâàþòñÿ òàêèå
ìíîãî÷ëåíû P (·) ∈ Pk, ÷òî ∆P (·) = 0. Ìíîæåñòâî îäíîðîäíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ
ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè k îáîçíà÷èì ÷åðåç Ak. ßñíî, ÷òî Ak ⊂ Pk.

Òåîðåìà 9.1. Âñÿêèé ìíîãî÷ëåí P (·) ∈ Pk ïðåäñòàâèì â âèäå

(9.1) P (x) = P0(x) + |x|2P1(x) + . . .+ |x|2lPl(x),

ãäå Pj(·) ∈ Ak−2j, j = 0, . . . , l.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî k ≥ 2 (ïðè k = 0, 1 Pk = Ak).
Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî

|x|2Pk−2 = {P (·) ∈ Pk : P (x) = |x|2Q(x), Q(·) ∈ Pk−2 }.
Äîêàæåì, ÷òî åãî îðòîãîíàëüíûì äîïîëíåíèåì ÿâëÿåòñÿ Ak. Ïóñòü P1(·) ∈ Pk
è äëÿ âñåõ Q(·) ∈ Pk−2

(9.2) 〈R(·), P1(·)〉 = 0,

ãäå R(x) = |x|2Q(x). Íî

(9.3) 〈R(·), P1(·)〉 = ∆Q(D)P1(·) = Q(D)∆P1(·) = 〈Q(·),∆P1(·)〉.
Âûáåðåì Q(·) ∈ Pk−2 òàê, ÷òîáû Q(·) = ∆P1(·). Èç (9.3) âûòåêàåò, ÷òî

〈∆P1(·),∆P1(·)〉 = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ∆P1(·) = 0 è P1(·) ∈ Ak. Èç (9.3) âûòåêàåò òàêæå, ÷òî âåðíî è
îáðàòíîå, ò.å. åñëè ∆P1(·) = 0, òî äëÿ âñåõ Q(·) ∈ Pk−2 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
(9.2). Èòàê, äîêàçàíî, ÷òî

(9.4) Pk = Ak ⊕ |x|2Pk−2.

Ïóñòü P (·) ∈ Pk. Òîãäà íàéäóòñÿ òàêèå îäíîðîäíûå ìíîãî÷ëåíû P0(·) ∈ Ak
è Q1(·) ∈ Pk−2, ÷òî

P (x) = P0(x) + |x|2Q1(x).

Åñëè k ≥ 4, òî ìîæíî â àíàëîãè÷íîì âèäå ïðåäñòàâèòü Q1(·)
Q1(x) = P1(x) + |x|2Q2(x), P1(·) ∈ Ak−2, Q1(·) ∈ Pk−4.

Òåì ñàìûì
P (x) = P0(x) + |x|2P1(x) + |x|4Q1(x).

Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ïðèõîäèì ê ïðåäñòàâëåíèþ (9.1). �

Ñëåäñòâèå 9.2. Ïðè âñåõ k ≥ 2

(9.5) ak = dimAk = dk − dk−2 = (d+ 2k − 2)
(d+ k − 3)!

(d− 2)!k!
.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (9.4) èìååì

dk = dimPk = dimAk + dim |x|kPk−2 = dimAk + dk−2.

Îòñþäà ñëåäóåò (9.5). �

Â ñèëó òîãî, ÷òî Ak = Pk ïðè k = 0, 1, èìååì

a0 = dimA0 = 1, a1 = dimA1 = d.

9.3. Ñôåðè÷åñêèå ãàðìîíèêè

Ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ èç Ak, ñóæåííîå íà ñôåðó
Sd−1 = {x ∈ Rd : |x| = 1 }

íàçûâàåòñÿ ñôåðè÷åñêèìè ãàðìîíèêàìè ïîðÿäêà k è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Hk.
Ðàññìîòðèì ñóæåíèå Y (·) ìíîãî÷ëåíà P (·) ∈ Ak (ïðè x′ ∈ Sd−1 Y (x′) = P (x′)).
Â ñèëó îäíîðîäíîñòè P (x) = |x|kY (x/|x|) ïðè x 6= 0. Òåì ñàìûì ðàññìàòðèâàå-
ìîå ñóæåíèå ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. Ïîýòîìó

dimHk = dimAk = ak.

Òåîðåìà 9.3. Ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé èç
∪∞k=0Hk ïëîòíî â L2(Sd−1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ïëîòíî
â L2(Sd−1), äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü
ïðèáëèæåíà êîíå÷íûìè ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè èç ∪∞k=0Hk. Ïî òåîðåìå
Âåéåðøòðàññà ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ïðèáëèæåíà â íîðìå
L∞(Sd−1) (à çíà÷èò, è â íîðìå L2(Sd−1)) ìíîãî÷ëåíàìè, ñóæåííûìè íà Sd−1. Â
ñèëó òåîðåìû 9.1 ýòè ñóæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûìè ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè
ýëåìåíòîâ èç ∪∞k=0Hk. �

Òåîðåìà 9.4. Ïóñòü Y (k)(·) ∈ Hk è Y (l)(·) ∈ Hl, k 6= l. Òîãäà∫
Sd−1

Y (k)(x′)Y (l)(x′)dx′ = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì ïðè x 6= 0

u(x) = |x|kY (k)

(
x

|x|

)
, v(x) = |x|lY (l)

(
x

|x|

)
.

Åñëè x = 0 è k 6= 0, ïîëîæèì u(0) = 0. Ïðè k = 0 Y (k) ≡ C, ïîýòîìó â
ýòîì ñëó÷àå ïîëàãàåì u(0) = C. Àíàëîãè÷íî äîîïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèå v(·) â
íóëå. Âåêòîð n = (x1, . . . , xd) ïðè x = (x1, . . . , xd) ∈ Sd−1 ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì
âåêòîðîì âíåøíåé íîðìàëè ê Sd−1 â òî÷êå x. Ïðè âñåõ x ∈ Sd−1

(9.6) (gradu(x), n) =

d∑
j=1

xj
∂u(x)

∂xj
= ku(x)

(çäåñü (·, ·) � ñòàíäàðòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â Rd). Àíàëîãè÷íî ïîëó÷à-
åì, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ Sd−1

(grad v(x), n) = lv(x).

Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé Ãàóññà∫
Sd−1

(F (x′), n) dx′ =

∫
Bd

divF (x) dx,

ãäå
Bd = {x ∈ Rd : |x| < 1 },
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ïîëó÷àåì

(k − l)
∫
Sd−1

u(x′)v(x′) dx′

=

∫
Sd−1

(v(x′) gradu(x′)− u(x′) grad v(x′), n) dx′

=

∫
Bd

div((v(x′) gradu(x′)− u(x′) grad v(x′)) dx

=

∫
Bd

d∑
j=1

∂

∂xj

(
v(x)

∂u(x)

∂xj
− u(x)

∂v(x)

∂xj

)
dx

=

∫
Bd

(v(x)∆u(x)− u(x)∆v(x)) dx = 0.

Òàêèì îáðàçîì,∫
Sd−1

Y (k)(x′)Y (l)(x′)dx′ =

∫
Sd−1

u(x′)v(x′) dx′ = 0.

�

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü Hk êàê ïîäïðîñòðàíñòâî L2(Sd−1) ñî ñêàëÿðíûì ïðî-
èçâåäåíèåì

(f(·), g(·))L2(Sd−1) =

∫
Sd−1

f(x′)g(x′) dx′.

Ïóñòü Y
(k)
1 (·), . . . , Y (k)

ak (·) � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â Hk. Òîãäà èç òåî-
ðåìû 9.3 âûòåêàåò, ÷òî ñèñòåìà îäíîðîäíûõ ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê Y

(k)
j (·),

k = 0, 1, . . ., j = 1, . . . , ak, ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì â L2(Sd−1).
Òåì ñàìûì äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f(·) ∈ L2(Sd−1) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

f(·) =

∞∑
k=0

ak∑
j=1

ckjY
(k)
j (·),

ãäå

ckj = (f(·), Y (k)
j (·))L2(Sd−1) =

∫
Sd−1

f(x′)Y
(k)
j (x′) dx′.

9.4. Çîíàëüíûå ãàðìîíèêè

Ïóñòü Y (k)
1 (·), . . . , Y (k)

ak (·) � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â Hk. Çàôèêñèðóåì
x′ ∈ Sd−1. Ñôåðè÷åñêàÿ ãàðìîíèêà

Z
(k)
x′ (t′) =

ak∑
j=1

Y
(k)
j (x′)Y

(k)
j (t′)

íàçûâàåòñÿ çîíàëüíîé ãàðìîíèêîé ñòåïåíè k ñ ïîëþñîì â òî÷êå x′.

Ëåììà 9.5. Äëÿ ëþáûõ Y (·) ∈ Hk
Y (x′) = (Y (·), Z(k)

x′ (·))L2(Sd−1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

(Y (·), Z(k)
x′ (·))L2(Sd−1) =

ak∑
j=1

Y
(k)
j (x′)(Y (·), Y (k)

j (·))L2(Sd−1) = Y (x′).

�

Âðàùåíèåì íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ρ : Rd → Rd òàêîå, ÷òî
(1) äëÿ âñåõ x, y ∈ Rd (ρx, ρy) = (x, y);
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(2) det ρ = 1.

Ëåììà 9.6. Åñëè ρ � âðàùåíèå, òî

Z
(k)
ρx′(ρt

′) = Z
(k)
x′ (t′).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñäåëàâ çàìåíó ïåðåìåííûõ w′ = ρt′, äëÿ âñåõ Y (·) ∈
Hk áóäåì èìåòü∫

Sd−1

Z
(k)
ρx′(ρt

′)Y (t′) dt′ =

∫
Sd−1

Z
(k)
ρx′(w

′)Y (ρ−1w′) dw′

= Y (ρ−1(ρx′)) = Y (x′) =

∫
Sd−1

Z
(k)
x′ (t′)Y (t′) dt′.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèè Z(k)
ρx′(ρt

′) è Z(k)
x′ (t′) ñîâïàäàþò. �

Ëåììà 9.7. Äëÿ âñåõ x′ ∈ Sd−1

ak∑
j=1

|Y (k)
j (x′)|2 =

ak
ωd−1

,

ãäå

ωd−1 =
2πd/2

Γ(d/2)

� ïëîùàäü ñôåðû Sd−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x1 è x2 � ïðîèçâîëüíûå òî÷êè íà Sd−1. Ñóùå-
ñòâóåò âðàùåíèå ρ òàêîå, ÷òî x2 = ρx1. Òîãäà èç ëåììû 9.6

Z(k)
x2

(x2) = Z(k)
ρx1

(ρx1) = Z(k)
x1

(x1).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè âñåõ x′ ∈ Sd−1

Z
(k)
x′ (x′) = c.

Èç îïðåäåëåíèÿ çîíàëüíûõ ãàðìîíèê
ak∑
j=1

|Y (k)
j (x′)|2 = Z

(k)
x′ (x′) = c.

Â ñèëó îðòîíîðìèðîâàííîñòè ñèñòåìû Y
(k)
1 (·), . . . , Y (k)

ak (·) èìååì

cωd−1 =

∫
Sd−1

ak∑
j=1

|Y (k)
j (x′)|2 dx′ = ak.

Îòñþäà

c =
ak
ωd−1

.

�

9.5. Çàäà÷à Äèðèõëå

Êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ åäèíè÷íîãî øàðà â Rd ñîñòîèò â íà-
õîæäåíèè ôóíêöèè, íåïðåðûâíîé ïðè |x| ≤ 1 è ãàðìîíè÷åñêîé ïðè |x| < 1,
ñîâïàäàþùåé íà ãðàíèöå ñ çàäàííîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé f(·). Õîðîøî èç-
âåñòíî, ÷òî ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è äàåòñÿ èíòåãðàëîì
Ïóàññîíà

u(x) =

∫
Sd−1

p(s, x)f(s) ds,
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ãäå

p(s, x) =
1

ωd−1
· 1− |x|2

|x− s|d
� ÿäðî Ïóàññîíà äëÿ åäèíè÷íîãî øàðà.

Ïóñòü f(·) ∈ L2(Sd−1). Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó Äèðèõëå: íàéòè
ôóíêöèþ u(·), ãàðìîíè÷åñêóþ âíóòðè åäèíè÷íîãî øàðà, äëÿ êîòîðîé

lim
r→1−0

∫
Sd−1

|u(rx′)− f(x′)|2 dx′ = 0.

Ïóñòü Y (k)
j (·), k = 0, 1, . . ., j = 1, . . . , ak, � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â

L2(Sd−1). Òîãäà

f(x′) =

∞∑
k=0

ak∑
j=1

ckjY
(k)
j (x′)

è

‖f(·)‖L2(Sd−1) =

∞∑
k=0

ak∑
j=1

|ckj |2.

Äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ

(9.7) u(x) =

∞∑
k=0

|x|k
ak∑
j=1

ckjY
(k)
j

(
x

|x|

)
(äîîïðåäåëåííàÿ â íóëå ïî íåïðåðûâíîñòè) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ïîñòàâëåííîé
çàäà÷è.

Èç ëåììû 9.7 âûòåêàåò, ÷òî ïðè âñåõ x∣∣∣∣Y (k)
j

(
x

|x|

)∣∣∣∣ ≤√ ak
ωd−1

.

Òåì ñàìûì ïðè âñåõ x òàêèõ, ÷òî |x| ≤ r, 0 < r < 1,

|x|k
∣∣∣∣Y (k)
j

(
x

|x|

)∣∣∣∣ ≤ rk√ ak
ωd−1

.

Èç òîãî, ÷òî ðÿä
∞∑
k=0

rkak

√
ak
ωd−1

ñõîäèòñÿ âûòåêàåò ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäà (9.7) íà ìíîæåñòâå |x| ≤ r
ïðè âñåõ 0 < r < 1. Òåì ñàìûì u(x) � ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïðè |x| < 1.

Ïðè âñåõ 0 < r < 1

u(rx′)− f(x′) =

∞∑
k=0

(rk − 1)

ak∑
j=1

ckjY
(k)
j (x′).

Ïîýòîìó

a(r) = ‖u(rx′)− f(x′)‖2L2(Sd−1) =

∞∑
k=0

(rk − 1)2
ak∑
j=1

|ckj |2.

Ïóñòü çàäàíî ε > 0. Âûáåðåì N òàê, ÷òîáû
∞∑
k=N

ak∑
j=1

|ckj |2 < ε.

Òîãäà

a(r) <

N∑
k=0

(rk − 1)2
ak∑
j=1

|ckj |2 + ε.
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Èç òîãî, ÷òî

lim
r→1−0

N∑
k=0

(rk − 1)2
ak∑
j=1

|ckj |2 = 0,

âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå rε ∈ (0, 1) òàêîãî, ÷òî äëÿ âñåõ r ∈ (rε, 1)

N∑
k=0

(rk − 1)2
ak∑
j=1

|ckj |2 < ε.

Òåì ñàìûì a(r) < 2ε. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

lim
r→1−0

‖u(rx′)− f(x′)‖2L2(Sd−1) = lim
r→1−0

a(r) = 0.

Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è Äèðèõëå. Äëÿ ýòî-
ãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ãàðìîíè÷åñêàÿ âíóòðè åäèíè÷íîãî øàðà ôóíêöèÿ
u(·) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

(9.8) lim
r→1−0

‖u(rx′)‖L2(Sd−1) = 0

òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ.
Åñëè |x| = r < 1, òî

p(s, x) ≤ 1 + r

ωd−1(1− r)d−1
.

Çàôèêñèðóåì x0, |x0| = r0 < 1. Ôóíêöèÿ u(rx) ïðè âñåõ r < 1 ÿâëÿåòñÿ ãàð-
ìîíè÷åñêîé â åäèíè÷íîì øàðå è íåïðåðûâíîé ïðè |x| ≤ r. Ïîýòîìó åå ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå

u(rx) =

∫
Sd−1

p(s, x)u(rs) ds.

Òåì ñàìûì ïðè r > r0

u(x0) =

∫
Sd−1

p
(
s,
x0

r

)
u(rs) ds.

Îòñþäà

|u(x0)| ≤ 1 + r0/r

ωd−1(1− r0/r)d−1

∫
Sd−1

|u(rs)| ds.

Äëÿ r äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê åäèíèöå, ïîëüçóÿñü íåðàâåíñòâîì Êîøè�
Áóíÿêîâñêîãî, ïîëó÷àåì

|u(x0)| ≤ 2(1 + r0)
√
ωd−1(1− r0)d−1

‖u(rs)‖L2(Sd−1).

Èç óñëîâèÿ (9.8) âûòåêàåò, ÷òî u(x0) = 0.

9.6. Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà Ëàïëàñà�Áåëüòðàìè

Ñôåðè÷åñêèé ëàïëàñèàí èëè îïåðàòîð Ëàïëàñà�Áåëüòðàìè ∆S îïðåäåëÿ-
åòñÿ äëÿ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà åäèíè÷íîé ñôåðå, ñëåäóþùèì îáðàçîì

∆SY (x′) = ∆Y

(
x

|x|

)∣∣x=x′
.

Ïðåäëîæåíèå 9.8. Ïóñòü Y (k)(·) ∈ Hk. Òîãäà

∆SY
(k)(·) = −ΛkY

(k)(·),

ãäå
Λk = k(k + d− 2).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

∆SY
(k)(x′) = ∆(|x|−kY (k)(x)) = Y (k)(x)∆(|x|−k) + |x|−k∆Y (k)(x)

+ 2

d∑
j=1

∂

∂xj
|x|−k ∂

∂xj
Y (k)(x) = Y (k)(x)∆(|x|−k)− 2k

|x|k+2

d∑
j=1

xj
∂

∂xj
Y (k)(x)

= (∆(|x|−k)− 2k2|x|−k−2)Y (k)(x).

Îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ ëåãêî ïðîâåðÿåìûì ðàâåíñòâîì

∆(|x|−k) = (k2 + 2k − dk)|x|−k−2.

�

Ïóñòü Y (k)
j (·), k = 0, 1, . . ., j = 1, . . . , ak, � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â

L2(Sd−1). Äëÿ α > 0 îïåðàòîð (−∆S)α/2 îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

(−∆S)α/2Y (·) =

∞∑
k=1

Λ
α/2
k

ak∑
j=1

ckjY
(k)
j (·),

ãäå

Y (·) =

∞∑
k=0

ak∑
j=1

ckjY
(k)
j (·).

Ïóñòü f(·) ∈ L2(Sd−1). Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó: íàéòè ôóíêöèþ
u(x′, t), x′ ∈ Sd−1, óäîâëåòâîðÿþùóþ ïðè t > 0 óðàâíåíèþ

(9.9) ut + (−∆S)α/2u = 0,

äëÿ êîòîðîé

(9.10) lim
t→0

∫
Sd−1

|u(x′, t)− f(x′)|2 dx′ = 0.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè α = 2 óðàâíåíèå (9.9) ïåðåõîäèò â óðàâíåíèå òåïëîïðîâîä-
íîñòè.

Ïóñòü Y (k)
j (·), k = 0, 1, . . ., j = 1, . . . , ak, � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â

L2(Sd−1) è

f(x′) =

∞∑
k=0

ak∑
j=1

ckjY
(k)
j (x′).

Òîãäà, èñïîëüçóÿ ìåòîä Ôóðüå è ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íûå òåì, êîòîðûå ïðè-
âîäèëèñü äëÿ çàäà÷è Äèðèõëå, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèåì ïîñòàâëåííîé
çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

(9.11) u(x′, t) =

∞∑
k=0

e−Λ
α/2
k t

ak∑
j=1

ckjY
(k)
j (x′).

9.7. Ôóíêöèè Áåññåëÿ

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âèäà

(9.12) t2y′′(t) + ty′(t) + (t2 − p2)y(t) = 0, t > 0, p ≥ 0,

íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Áåññåëÿ p-ãî ïîðÿäêà. Ïîäåëèâ ýòî óðàâíåíèå íà t 6= 0,
ïîëó÷èì

ty′′(t) + y′(t) +

(
t− p2

t

)
y(t) = 0.
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Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

(9.13) (ty′(t))′ +

(
t− p2

t

)
y(t) = 0.

Óðàâíåíèå Áåññåëÿ (9.12), çàïèñàííîå â âèäå (9.13), íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì
Áåññåëÿ â ñàìîñîïðÿæåííîì âèäå.

Óðàâíåíèå Áåññåëÿ (9.12) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó, íå ñîäåðæàùåìó
ïåðâîé ïðîèçâîäíîé. Ââåäåì äëÿ ýòîãî ôóíêöèþ

Z(t) =
√
ty(t).

Èìååì

ty′(t) =
√
tZ ′(t)− 1

2
√
t
Z(t), (ty′(t))′ =

√
tZ ′′(t) +

1

4t3/2
Z(t).

Ïîäñòàâèâ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå äëÿ (ty′(t))′ â (9.13), áóäåì èìåòü

(9.14) Z ′′(t) +

(
1− 4p2 − 1

4t2

)
Z(t) = 0.

Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàþò óðàâíåíèåì Áåññåëÿ â ïðèâåäåííîì âèäå.
Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (9.12) â âèäå ðÿäà

y(t) = tσ
∞∑
k=0

akt
k,

ãäå σ � íåêîòîðûé ïàðàìåòð, à a0 6= 0 (èíà÷å ìîæíî èçìåíèòü σ). Ïîäñòàâëÿÿ
y(·) â óðàâíåíèå (9.12), ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ak,
k = 0, 1, . . .,

(9.15)

a0(σ2 − p2) = 0,
a1((σ + 1)2 − p2) = 0,
a2((σ + 2)2 − p2) + a0 = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ak((σ + k)2 − p2) + ak−2 = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà σ = p. Èç óðàâíåíèé (9.15) ïîëó÷àåì, ÷òî âñå
íå÷åòíûå êîýôôèöèåíòû ðàâíû íóëþ, à äëÿ ÷åòíûõ êîýôôèöèåíòîâ ñïðàâåä-
ëèâî ðàâåíñòâî

a2k =
(−1)ka0

22kk!(p+ 1)(p+ 2) . . . (p+ k)
.

Ïîëîæèì (äëÿ áîëåå ïðîñòîé çàïèñè ÷ëåíîâ ðÿäà)

a0 =
1

2pΓ(p+ 1)
.

Òîãäà

a2k =
(−1)k

22k+pΓ(k + 1)Γ(k + p+ 1)
.

Òåì ñàìûì ôóíêöèÿ

(9.16) Jp(t) =

∞∑
k=0

(−1)k

Γ(k + 1)Γ(k + p+ 1)

(
t

2

)2k+p

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (9.12). Ôóíêöèÿ Jp(·) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Áåñ-
ñåëÿ ïåðâîãî ðîäà p-ãî ïîðÿäêà.
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9.8. Îðòîãîíàëüíîñòü ôóíêöèé Áåññåëÿ

Òåîðåìà 9.9. Äëÿ ëþáûõ µ1, µ2 > 0 äëÿ ôóíêöèè Áåññåëÿ Jp(·) èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî

∫ 1

0

Jp(µ1t)Jp(µ2t)t dt =


µ2Jp(µ1)J ′p(µ2)− µ1J

′
p(µ1)Jp(µ2)

µ2
1 − µ2

2

, µ1 6= µ2,

1

2

(
J ′p(µ1)

)2 − 1

2

(
1− p2

µ2
1

)
J2
p (µ1), µ1 = µ2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ Jp(t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Áåññåëÿ, çà-
ïèñàííîìó â ñàìîñîïðÿæåííîé ôîðìå (9.13)

d

dt

(
t
dJp(t)

dt

)
+

(
t− p2

t

)
Jp(t) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ Jp(µ1t) áóäåò óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ

(9.17)
d

dt

(
t
dJp(µ1t)

dt

)
+

(
µ2

1t−
p2

t

)
Jp(µ1t) = 0.

Äëÿ ôóíêöèè Jp(µ2t) ñïðàâåäëèâî àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèå

(9.18)
d

dt

(
t
dJp(µ2t)

dt

)
+

(
µ2

2t−
p2

t

)
Jp(µ2t) = 0.

Óìíîæèì ðàâåíñòâî (9.17) íà Jp(µ2t), ðàâåíñòâî (9.18) � íà Jp(µ1t), à çàòåì
âû÷òåì îäíî èç äðóãîãî. Ïîëó÷èì

d

dt

(
µ2tJp(µ1t)J

′
p(µ2t)− µ1tJp(µ2t)J

′
p(µ1t)

)
= (µ2

1 − µ2
2)tJp(µ1t)Jp(µ2t).

Ïðîèíòåãðèðîâàâ ýòî ðàâåíñòâî ïî îòðåçêó [0, 1], áóäåì èìåòü
(9.19)(

µ2tJp(µ1t)J
′
p(µ2t)− µ1tJp(µ2t)J

′
p(µ1t)

) ∣∣∣∣1
0

= (µ2
1 − µ2

2)

∫ 1

0

tJp(µ1t)Jp(µ2t) dt.

Èç ïðåäñòàâëåíèÿ (9.16) âûòåêàåò, ÷òî

Jp(µt) =
1

Γ(p+ 1)

(
µt

2

)p
+O(tp+2), µtJ ′p(µt) =

p

Γ(p+ 1)

(
µt

2

)p
+O(tp+2).

Òåì ñàìûì

µ2tJp(µ1t)J
′
p(µ2t)− µ1tJp(µ2t)J

′
p(µ1t) = O(tp+2).

Ñëåäîâàòåëüíî, ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (9.19) ïðè t = 0 îáðàùàåòñÿ â íóëü.
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

(µ2
1 − µ2

2)

∫ 1

0

tJp(µ1t)Jp(µ2t) dt = µ2Jp(µ1)J ′p(µ2)− µ1Jp(µ2)J ′p(µ1),

èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî∫ 1

0

Jp(µ1t)Jp(µ2t)t dt =
µ2Jp(µ1)J ′p(µ2)− µ1Jp(µ2)J ′p(µ1)

µ2
1 − µ2

2

.

Ïåðåéäåì â ïîëó÷åííîì ðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè µ2 → µ1, ïðèìåíÿÿ ïðà-
âèëî Ëîïèòàëÿ. Èìååì∫ 1

0

J2
p (µ1t)t dt = lim

µ2→µ1

Jp(µ1)J ′p(µ2) + µ2Jp(µ1)J ′′p (µ2)− µ1J
′
p(µ2)J ′p(µ1)

−2µ2

=
1

2
(J ′p(µ1))2 − 1

2µ1
Jp(µ1)J ′p(µ1)− 1

2
Jp(µ1)J ′′p (µ1).
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Ïîäñòàâèâ â ýòî âûðàæåíèå

J ′′p (µ1) = − 1

µ1
J ′p(µ1)−

(
1− p2

µ2
1

)
Jp(µ1),

íàõîäèì ∫ 1

0

J2
p (µ1t)t dt =

1

2

(
J ′p(µ1)

)2 − 1

2

(
1− p2

µ2
1

)
J2
p (µ1).

�

Ñëåäñòâèå 9.10. Äëÿ ëþáûõ êîðíåé µ1, µ2 > 0 ôóíêöèè Áåññåëÿ Jp(·)
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∫ 1

0

Jp(µ1t)Jp(µ2t)t dt =


0, µ1 6= µ2,

1

2

(
J ′p(µ1)

)2
, µ1 = µ2.

9.9. Òåîðåìà Øòóðìà î ñðàâíåíèè

Òåîðåìà 9.11 (Øòóðìà î ñðàâíåíèè). Ïóñòü äàíû óðàâíåíèÿ

(9.20) x′′ + q(t)x = 0

è

(9.21) x′′ +Q(t)x = 0,

ãäå ôóíêöèè q(·) è Q(·) íåïðåðûâíû. Åñëè íåíóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (9.20)
îáðàùàåòñÿ â íóëü â òî÷êàõ a è b, à Q(t) > q(t) íà îòðåçêå [a, b], òî ëþáîå
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (9.21) îáðàùàåòñÿ â íóëü íà èíòåðâàëå (a, b).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x(·) � íåíóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (9.20) òà-
êîå, ÷òî x(a) = x(b) = 0. Òàê êàê ôóíêöèè q(·) íåïðåðûâíà, ê ðåøåíèþ óðàâ-
íåíèÿ (9.20) ïðèìåíèìà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çà-
äà÷è Êîøè. Èç ýòîé òåîðåìû âûòåêàåò, ÷òî â íóëÿõ ôóíêöèè x(·) ïðîèçâîäíàÿ
x′(·) íå îáðàùàåòñÿ â íóëü è íóëè íå ìîãóò èìåòü òî÷êó ñãóùåíèÿ íà [a, b], è
òåì ñàìûì íóëåé êîíå÷íîå ÷èñëî. Ïîýòîìó â êà÷åñòâå a, b ìîæíî âçÿòü ñîñåä-
íèå íóëè. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî x(·) ïîëîæèòåëüíà
íà èíòåðâàëå (a, b), à òîãäà x′(a) > 0, x′(b) < 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðåøåíèå
X(·) óðàâíåíèÿ (9.21) íå èìååò íóëåé íà èíòåðâàëå (a, b). Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
X(t) > 0, t ∈ (a, b).

Óìíîæèì óðàâíåíèå (9.21) íàX(·), à âòîðîå íà x(·), è çàïèøåì èõ ðàçíîñòü:

x′′(t)X(t)−X ′′(t)x(t) = (Q(t)− q(t))X(t)x(t).

Èíòåãðèðóÿ ïî îòðåçêó [a, b], ïîëó÷èì∫ b

a

(x′′(t)X(t)−X ′′(t)x(t)) dt =

∫ b

a

(Q(t)− q(t))X(t)x(t) dt > 0.

Íî∫ b

a

(x′′(t)X(t)−X ′′(t)x(t)) dt =

∫ b

a

X(t) dx′(t)−
∫ b

a

x(t) dX ′

= X(b)x′(b)−X(a)x′(a) ≤ 0.

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. �
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9.10. Ñâîéñòâà íóëåé ôóíêöèè Áåññåëÿ

Ïðåäëîæåíèå 9.12. Âñå ïîëîæèòåëüíûå íóëè ôóíêöèé Áåññåëÿ ïðî-
ñòûå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî µ > 0 åñòü íóëü ôóíêöèè Áåññåëÿ
Jp(·) êðàòíîñòè n ≥ 2. Â ñèëó ãëàäêîñòè Jp(·) ïîëó÷àåì Jp(µ) = J ′p(µ) = 0.
Ñîãëàñíî åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïî-
ðÿäêà (9.12) îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Jp(t) ≡ 0. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäñòàâëåíèþ
(9.16). �

Ïðåäëîæåíèå 9.13. Ìíîæåñòâî íóëåé ôóíêöèè Áåññåëÿ Jp(·) íå ìîæåò
èìåòü êîíå÷íóþ ïðåäåëüíóþ òî÷êó.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Äîêàæåì, ÷òî òî÷êà t = 0 ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííûì
íóëåì Jp(·) ïðè p > 0. Èìååì

Jp(t) =

(
t

2

)p/2
ϕ(t), ϕ(t) =

∞∑
k=0

(−1)k

Γ(k + 1)Γ(k + p+ 1)

(
t

2

)2k

.

Ôóíêöèÿ ϕ(·) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé íà [0,+∞) è

ϕ(0) =
1

Γ(p+ 1)
> 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü (0, ε), ε > 0, â êîòîðîé ϕ(·) íå
îáðàùàåòñÿ â íóëü. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà t = 0 ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííûì
íóëåì Jp(·).

2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî µ > 0 � êîíå÷íàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà íóëåé Jp(·).
Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü tk íóëåé Jp(·), ñõîäÿùàÿñÿ ê µ. Â ñèëó
íåïðåðûâíîñòè Jp(·) ñàìà òî÷êà µ òàêæå ÿâëÿåòñÿ íóëåì Jp(·). Èìååì

J ′p(µ) = lim
k→∞

Jp(xk)− Jp(µ)

xk − µ
= 0.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà µ � íóëü êðàòíîñòè äâà, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäëîæå-
íèþ 9.12. �

Èç äîêàçàííîãî ïðåäëîæåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî íà ëþáîì îòðåçêå èç [0,∞)
ôóíêöèÿ Jp(·) ìîæåò èìåòü ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî íóëåé.

Ïðåäëîæåíèå 9.14. Ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ íóëåé ôóíêöèè Áåññå-
ëÿ Jp(·) ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ y(t) = sin t/2 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

y′′ +
1

4
y = 0.

Òî÷êè tk = 2πk, k = 1, 2, . . ., ÿâëÿþòñÿ íóëÿìè ôóíêöèè y(·). Äëÿ äîñòàòî÷íî
áîëüøèõ t

1− 4p2 − 1

4t2
>

1

4
.

Ïîýòîìó ïî òåîðåìå Øòóðìà î ñðàâíåíèè (òåîðåìà 9.11), íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî
N > 0, íà êàæäîì èíòåðâàëå (tk, tk+1), k ≥ N , ôóíêöèÿ

Zp(t) =
√
tJp(t)

áóäåò èìåòü õîòÿ áû îäèí íóëü. Òàê êàê íà ëþáîì îòðåçêå [tk, tk+1] ÷èñëî íóëåé
êîíå÷íî, òî îáùåå ÷èñëî ïîëîæèòåëüíûõ íóëåé ñ÷åòíî. �

Ïðåäëîæåíèå 9.15. Âåëè÷èíà íàèìåíüøåãî ïîëîæèòåëüíîãî íóëÿ ôóíê-
öèè Jp(·) íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò ïðè p→ +∞.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 0 < p1 < p2, è µ2 � íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé
êîðåíü ôóíêöèè Jp2

(·). Èç íåðàâåíñòâà

1− 4p2
1 − 1

4t2
> 1− 4p2

2 − 1

4t2

â ñèëó òåîðåìû Øòóðìà î ñðàâíåíèè (òåîðåìà 9.11) ñëåäóåò, ÷òî íà èíòåðâàëå
(0, µ2) èìååòñÿ õîòÿ áû îäèí íóëü ôóíêöèè Jp1

(·), â ÷àñòíîñòè åå ìèíèìàëüíûé
ïîëîæèòåëüíûé íóëü µ1. Òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî µ1 < µ2.

Äîêàæåì, ÷òî íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé íóëü ôóíêöèè Jp(·) ñòðåìèòñÿ
ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè p→ +∞. Èìååì

Jp(t) =

(
t

2

)p
1

Γ(p+ 1)
(1− ϕ(t)),

ãäå

ϕ(t) =

∞∑
k=1

(−1)k+1

k!(p+ 1) . . . (p+ k)

(
t

2

)2k

.

Äëÿ ôóíêöèè ϕ(·) ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà

|ϕ(t)| ≤
∞∑
k=1

1

k!(p+ 1)

(
t

2

)2k

=
et

2/4 − 1

p+ 1
.

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî äëÿ t, ïðè êîòîðûõ

et
2/4 − 1

p+ 1
< 1,

ôóíêöèÿ Jp(·) íå îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ñëåäîâàòåëüíî, íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëü-
íûé íóëü ôóíêöèè Jp(·) ëåæèò â ïðîìåæóòêå [2

√
ln(p+ 2),+∞). �

9.11. Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà Ëàïëàñà â øàðå

Ïóñòü Y (·) ∈ Ak. Áóäåì èñêàòü ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà Ëàïëàñà
â âèäå

u(x) = F (r)Y (x), r = |x|.
Èìååì

∆u(x) = Y (x)∆F (r) + 2

d∑
j=1

∂F (r)

∂xj

∂Y (x)

∂xj
.

Â ñèëó òîãî, ÷òî
∂F (r)

∂xj
= F ′(r)

xj
r
,

èñïîëüçóÿ îäíîðîäíîñòü Y (·) (ñì. (9.6)), ïîëó÷àåì

∆u(x) = Y (x)∆F (r) + 2kY (x)
F ′(r)

r
.

Èç òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ u(·) äîëæíà áûòü ñîáñòâåííîé, ò.å. ïðè íåêîòîðîì λ
äîëæíî èìåòü ìåñòî ðàâåíñòâî

∆u(·) = −λu(·),

ïîëó÷àåì óðàâíåíèå íà F (·)

(9.22) ∆F (r) + 2k
F ′(r)

r
+ λF (r) = 0.
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Èìååì

∆F (r) =

d∑
j=1

∂

∂xj

(
F ′(r)

xj
r

)
=

d∑
j=1

((
F ′(r)

r

)′ x2
j

r
+
F ′(r)

r

)

=

(
F ′(r)

r

)′
r +

d

r
F ′(r) = F ′′(r) +

d− 1

r
F ′(r).

Òåì ñàìûì óðàâíåíèå (9.22) ïðèíèìàåò âèä

F ′′(r) +
2k + d− 1

r
F ′(r) + λF (r) = 0.

Ïîëîæèì

F (r) = f(r)r−p, p = k +
d− 2

2
.

Òîãäà äëÿ ôóíêöèè f(·) ïîëó÷èì óðàâíåíèå

r2f ′′(r) + rf ′(r) + (λr2 − p2)f(r) = 0.

Ïîëîæèâ y(t) = f(t/
√
λ), äëÿ ôóíêöèè y(·) ïîëó÷èì óðàâíåíèå

t2y′′(t) + ty′(t) + (t2 − p2)y(t) = 0,

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì Áåññåëÿ p-ãî ïîðÿäêà. Ïóñòü Jp(·) � ôóíêöèÿ
Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà p-ãî ïîðÿäêà (ÿâëÿþùàÿñÿ ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ).

Òîãäà ôóíêöèè

Jp(µ
(p)
s r)

rd/2−1
Y (x′), p = k + d/2− 1, x′ =

x

r
,

ãäå µ(p)
s � êîðíè ôóíêöèè Áåññåëÿ Jp(·), çàíóìåðîâàííûå â ïîðÿäêå âîçðàñòà-

íèÿ, ïðè âñåõ Y (·) ∈ Hk ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè îïåðàòîðà Ëà-
ïëàñà, ðàâíûìè íóëþ íà Sd−1, îòâå÷àþùèå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì −(µ

(p)
s )2.

Âûáðàâ îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â L2(Sd−1) Y
(k)
j (·), k = 0, 1, . . ., j = 1, . . . , ak,

ïîëó÷àåì îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé

Zksj(x) =
Jp(µ

(p)
s r)

rd/2−1
Y

(k)
j (x′), k = 0, 1, . . . , s = 1, 2, . . . , j = 1, . . . , ak.

Ýòà ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â L2(Bd). Åå ìîæíî îðòîíîðìèðîâàòü, ïîëîæèâ

(9.23) Yksj(x) =
1

‖Zksj(·)‖L2(Bd)

Zksj(x).

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî

‖Zksj(·)‖2L2(Bd) =

∫ 1

0

J2
p (µ(p)

s r)r dr.

Ïóñòü f(·) ∈ L2(Bd) è

f(x) =

∞∑
k=0

∞∑
s=1

ak∑
j=1

cksjYksj(x).

Îïðåäåëèì îïåðàòîð (−∆)α/2 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(9.24) (−∆)α/2f(·) =

∞∑
k=0

∞∑
s=1

(µ(p)
s )α

ak∑
j=1

cksjYksj(·).
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